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Bevezetés

A feladatgytijteményt elsésorban informatikai (IT) szakos hallgatéknak
készitettiikk. Nem csak az altaldnos (absztrakt) algebrai és szémelméleti
tanulményokhoz, hanem a titkosirdsok matematikai alapjainak elsajatitdsdhoz
is. Ahol lehetséges volt, a feladatokat igyekeztiink gyakorlati, algoritmikus
szempontbdl megvizsgalni és, az elméleti algoritmusok megértését is sok fel-
adat részletes kiszdmoldsa segiti. Természetesen mads szakok hallgatéi és ok-
tatoi is sikerrel forgathatjdk ezt a feladatgyiijteményt.

Témaja absztrakt algebra (relaciok, [elsérendii] algebrai- és faktor- struk-
turdk, permutdciok, polinomok, véges testek) és szdmelméleti algoritmusok
(Euklideszi algoritmus és alkalmazdsai, RSA titkosirds). A szamelméleti
feladatok a 4.2. "A Z,, maradékosztilyok" és a 4.3. " Euklideszi gytriuk" fe-
jezetekben taldlhatéak.

A feladatgylijtemény ardnylag vékony (!), hiszen a legtobb feladathoz
részletes megolddst, szamoldst kozliink, ami a konyvnek kozel 2/3 -4t teszi
ki. Ezen kiviil sok elméleti definiciét, allitast, tételt, megjegyzést is megtaldal-
hatunk, vagyis tankonyvként is haszonnal forgathatjuk. Név- és targymutato,
rengeteg labjegyzet, dbra és tdbldzat is segiti az anyag megértését. Elméleti
segédanyagként elsésorban az [SzD] konyvet ajanljuk.

A feladatok zome elemi, s6t sok altaldnos- és kozépiskolai feladattal is
taldlkozhatunk. Természetesen igyekeztiink dltaldnos megolddsi médszereket
ismertetni, amik méar nem feltétleniil szélnak elemi iskoldsoknak.

Koszonetem fejezem ki kollégdaimnak, bardtaimnak, akik sok megjegyzésiik-
kel segitették a feladatgyijtemény létrejottét: Tarjan Klaranak, Désa Gyorgy-
nek, Hartung Ferencnek és Roka Sandornak. Koszéonom az EFOP-3.4.3-16-
2016-00009 azonosité szamu palyazat') tdmogatdsat is!

1) WA fels6foki oktatds mindségének és hozzaférhetéségének egyiittes javitdsa a Pannon
Egyetemen"
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A konyv szedését, tordelését, nyomtatasat LATEX 7 segitségével” a Szerzd
sajat kezlileg végezte, és orommel fogad az Olvaséktdl barmilyen észrevételt,
hibat, javaslatot, megjegyzést.

Veszprém, 2021. februdr

Dr. Szalkai Istvdan
SZALKAIQALMOS.UNI-PANNON.HU
Pannon Egyetem

Veszprém

Matematikai Tanszék



I. rész

Feladatok






1. fejezet

Halmazok, relacidk, fiiggvények

1.1. Halmazok

1.1.0) Az aldbbi Venn-diagramokon bejelslt halmazokat frjuk fel az A, B, C
halmazok és az U, N, — miiveletek segitségével):

1.1.0) feladat

1.1.1) Abrézoljuk az alabbi halmazokat Venn-diagramon:
a) (A\B)U(C\A),
b) ANnBNC,

1) lehetbleg a Diszjunktiv Normélformédnak megfelelé alakban

5



6 FEJEZET 1. HALMAZOK, RELACIOK, FUGGVENYEK
c) (AuB)N(BUCO),
d (AnB)uC.

1.1.2) a) Eleme-e z az U = {{z},y} halmaznak?
b) Egyszeriisitsik a V= {z} U{{z},y} Kkifejezést.
c) Hény eleme van a

W ={0,{0},{0,{0}},{0,{0},{0,{0}}}}

halmaznak 7

1.1.3) A kovetkezd reldciok koziil melyek igazak:

a) wefr},

b) {a} C{z},
c) A{zyefr},
d) A{z}e{{z}},
e) 0c{z},

f) 0e{s},

1.1.4) Igazak-e az aldbbi éllitdsok? Ha igen, bizonyitsuk be, ha nem,
adjunk ellenpéldat! (X,Y és Z egy adott U alaphalmaz tetszobleges részhal-
mazai.)

a) XN(Y\2)=XnYN\Xn2Z),
b) X\(YUZ)=(X\Y)uZ,

c) X\(Y\Z)=(X\Y)\Z,
d XnYCX,

e) (XNY)U(WV\X)=X, (
f) (XuY)nZ=Xu((lYn2z),
g) (XuY)N(YuZ)n(ZuX)=(XnY)u(YnZ2)u((ZnX),
h) Y\Z=YnZ,

i) XUbd=XuU{0}.

XNY)u(X\Y)=X,
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1.1.5) Igazolja a kivetkez6 azonossigokat:
a) (AUB)NA=(ANB)UA=A (elnyelési tulajdonsdgok),
b) AuUuB=AU(B\A4),
¢) A\(BUC) = (A\B)N (A\C),
d) A(BNC) = (A\B)UA\C) |
e) A\(A\B)=AnNBAB,
f) (AUuB)\C = (A\C)U(B\CO) .

1.1.6) Tetszbleges A, B halmazok esetén legyen
AAB := (A\B) U (B\A)

az A és B halmazok szimmetrikus differencidja.

a) Igazoljuk az aldbbi egyenléségeket tetszbleges A, B,C' halmazokra
(azaz A kommutativ, asszociativ és disztributiv a N miiveletre nézve):

AAB = BAA

AN (BAC) = (AAB)AC

AN(BAC) = (ANB)A(ANC)
A\B = AA(ANB)

b) Mivel egyenls ~ AA( =7

c) Mely halmazokra teljesiilnek az aldbbi azonossdgok:

AAB = §
ANC = BAC
AU(BAC) = (AUB)A(AUC)

1.1.7) Igazolja a kovetkez6 azonossagokat (U az univerzalis halmazt jeloli):

a) AAU=A4,
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b) (AUB)N(AUB)N(AUB)N(AUB) =
c) ANBUCUANCUB = AUBUC
d) (AnBUC)NAUBUC =U,

e) ha ANB=( akkor AAB=AUB,
f) ha ACB akkor ADB,

g) ha ACB akkor AUCCBUC,
h) ha ACB akkor C\ADC\B.

1.1.8) Mutassa meg, hogy
a) PANB)=PANPDB),
b) PAUB)={CUD : CeP(A),DeP(B)}.

1.1.9) Adja meg az A x B halmazt, ha
a) A={1,2}, B={abc},
b) A=][12], B={235}.

1.1.10) Felirhatok-e az aldbbi halmazok A x B alakban? Ha igen, adja
meg az A és B halmazokat!

a) H={(1,2), (1,3), (2,2), (2,3), (2,1), 3,1)},
b)  Hy={(a,1), (b1), (a,2), (b,2), (c,2), (¢,1)} .
1.1.11) Mutassa meg, hogy
a) (AUB)xC=(AxC)uU(Bx(C),
b) (ANB)xC=(AxC)n(BxC(C),
c) (A\B)xC = (AxC)\(Bx(),
d) (AnB)x(CND)=(AxC)N(BxD).
1.1.12) Adjon meg 6t (mindségileg) fiiggetlen halmazt?) az
I3 ={0,1,...,31}  halmazon!
(Ld. még [SzI] 1. fejezetét is.)

2) Definicié: az Ai,..., A, halmazok mindségileg fiiggetlenek, ha tetszoleges
€1,k € {+1,—1} esetén ATN..NA* £ ahol AT'=A & A'=A. O
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1.2. Relacidk

A reléciok kiilonboz6 tulajdonsdgainak definiciéit és elnevezéseit pl. [SzSzGy]
osszedllitdsdnak 3. és 4. részének (16)-(49) pontjaiban taldlhatjuk meg,
http://www.ontologia.hu/therelthe.pdf (ellenérizve 2021.02.06.)

1.2.1) Adja meg az aldbbi reldciok®) alaphalmazat és tipusét:
al) n primszam, paros egész szam,
bl) x negativ valés szam,
cly) asik/tér egy pontja illeszkedik egy egyenesre/sikra,
cl) asik/tér két pontja kollinedris (egy egyenesbe esnek),

dl) a sik/tér hdrom pontja kollinedris,

el) a tér négy pontja koplandris (egysiki),

f1)  w, ..., ux €V linedrisan fiiggetlen vektorok a V' vektortérben,
gl) AC B ahol A, B tetszoleges halmazok,

hl;) A € B ahol A, B S X egy adott X # 0 rogzitett halmaz rész-
halmazai,

hl,) |A| < |B] ahol A,B € X egy adott X # () rogzitett halmaz rész-
halmazai,

3) Néhany forrds még az aldbbi fogalmakat is hasznalja:

Definicié: (i) p (kétvaltozés/bindris) reldcié (az A halmazon), ha p C A x A,
és p (n-valtozés/n-ary) reldcié, ha pC A™ .

(ii) p megfeleltetés az A halmazbdl a B halmazba, ha pC A x B .

(iii) p leképezés (fiiggvény) az A halmazrol a B halmazba, ha p C Ax B megfeleltetés,
tovabbd minden a € A elemhez pontosan egy b € B taldlhatds, amelyre (a,b) € A X B .
Ekkor haszndlhatjuk o p: A— B jelolést.

(iv) p parcidlis leképezés (figguény), ha p C A x B leképezés és  Dom(p) C A.

p teljes leképezés (fiiggvény) ha Dom(p) = A .
A parcidlis figguvényekre haszndlatos a p: A<— B jelilés is.

(v) Egy (tetszbleges) A halmaz elemeit konstansoknak hivjuk.

(vi) p (n-valtozés/n-ary) miivelet, ha p: A" — A teljes leképezés (figgvény).
A 0-vdltozés miweleteket konstansoknak szokds hivni. O

Mi egyszeriien reldciénak hivjuk A x B és A™ minden részhalmazdt, illetve fiigg-
vényeknél (dltaldban) nem tesziink kiilonbséget parcidlis és teljes fiiggvények kozott.
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i1;) f=0(g) ("nagy Ords”)Y,
ily)  f(z) = g(z) (aszimptotikusan egyenld figgvények®)).
A kovetkezo relacickban z,y € N természetes szdmok:
j1) wésy relativ primek®,
kl) z~py ha 3|z+4y,
11) r~yy ha z|2-y,
ml) z~,y ha z=¢y%,
nl;) z~,y ha i|2?—y* (i=1,2,3,... esetén),
ol;,) w~,y ha itz?—y* (1=1,2,3,.. esetén) .
1.2.2) Vizsgilja meg az elozo feladatban szerepld és az aldbbi bindris
reldciok tulajdonsagait (reflexiv, irreflexiv, szimmetrikus, antiszimmetrikus,
tranzitiv, teljes, ekvivalencia, rendezés, sfirti- ill. jél-rendezés). Az ekviva-

lencia relécick esetében adja meg az ekvivalencia osztélyokat (a particiét) és
egy lehetséges reprezenténs-rendszert (az alaphalmaz faktorizaciéjét) is!

a2) H := egy osztdly tanuléi, X ~,Y ha egynemiiek,

b2) FE :=emberek, X ~, Y ha baritok,

c2) F := foldrajzi nevek, X ~pY ha az X véros az Y foly6 partjén
épiilt,

d2) C := védrosok, X ~¢ Y haaz X vdrost vizi it koti tssze az Y
varossal,

e2) V :=egy graf csucsai, X ~.Y havan it X ésY kozott,
f2,) a|b ha a,b€Z egész szdmok ¢és a osztdja b -nek,

f2))  a|b ha a,b €N természetes szamok,

Y) Definicié: Tetszbleges f,g: N — R, fiiggvények esetén  f = O(g)  (’f értéke
nagy ordé g” / ’f is big oh of g”), ha valamely fit c¢1,c0 € R szamokra teljesiil a
c1-g(n) < f(n) <ca-g(n) egyenldtlenség minden elég nagy n € N szamra. O

%) Definicié: f(z) ~g(x) ha lim He) 1.0

200 9(T)
6) Definicié: i) z,y € Z relativ primek ha Inko(z,y) =1 .
ii) Az x1,..,2, € Z szamok paronként relativ primek, ha Inko(z;, z;) =1
minden i # j esetén. O
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f2;) @ < b hap(a) C p(b) ahol p(x) jeloli x primosztéinak halmazdit
(a,b € N természetes szamok),

g2,) a=,b ("akongruensb-vel”) ha m|a—0b, ahola,bymeZ
egész szamok, m rogzitett,
(vizsgdlja meg kiilon az m =0, m =1 specidlis eseteket),

g2,) axb ha aésbprimosztéinak halmaza megegyezik: p(a) = p(b),
ahol a,b € Z egész szamok,

h2,) a~p,b ha J|a—bl<m (a,b€Z, m e N tetszOleges rogzitett),
(vizsgalja meg kiilon az m = 0 és m # 1 eseteket),

h2)) a~pb ha 0<a—-b<6 (a,b€Z),

i2,) a~pb ha Inko(a,b) =1 ("relativ primek”, a,b € N),

i20)  a~pb ha Inko(a,b)=1 (a,b€Z),

j2) e|lf Thaazeés f sikbeli/térbeli egyenesek parhuzamosak,

k2) wul| v ahol u,v €V egy (tetszoleges) V # {0} vektortér vektorai’),

12) z~gy ha z,y€R valésszdmok és x—yeQ,

m2) A~DB ha A BcR™ hasonlé® matrixok,

n2) :={(a,a)|ac A} (egyenldség),

02) U:=AxA (teljes/univerzilis relacid), A tetszbleges halmaz,
p2)) A~, B haaz A és B stkidomok végszerfien egyenl6ek®),

p2:) A~ B haaz Aés B stkidomok hasonldak,

") Definicié: Az u,v € V (absztrakt) vektorok parhuzamosak, vagyis wul|v , ha
u=Av vagy v = pu valamely X\ € R vagy p € R valés szdmra. [
Peéldaul: sin(3z) Je3*  és sin(3z) ff 7sin(3z) +2 de sin(3x)||7sin(3x) .

8) Definici6: Tetszbleges A, B € R" " négyzetes matrizok hasonléak, jelben A ~ B,
ha B=C-A-C™' walamely C € (R™™)" invertdlhaté mdtrizra. O

9) Bolyai Farkas Definiciéja: Két sikidom végszeriien egyenld, ha véges szdimi,
pdronként egybevdgd darabokra (diszjunkt részhalmazokra) oszthatdk.

Mds szavakkal:  barmelyik sikidomot olldval feldarabolhatjuk (nem csak egyenes vigd-
sokkal) dgy, hogy a részekbdl a masik sitkidom kirakhats. O

Bolyai Farkas Tétele: Bdrmely két, azonos teriiletti sokszog végszertien egyenld. [
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p2;3) A~,3 B haaz A és B sikidomok egybevdgdak,
p2;) A~y B haaz A és B sikidomok terilete egyenlo.

421) a~o bha van olyan ¢ > 0 val6s szém amelyre |%| < ¢ és |2] <,
q2;)  tetszoleges ¢ > 0 rogzitett valés szémra
a~cb ha [¢<cés|<c,

12)) ol = ol (a,beR),
r2;) ol =1b| (a,b€C),
s2) a*=0v" (a,bER),
t2) a<b—-1 (a,beR),
u2;) n-—m pdros (m,n€Z),
u2;) n—m pdratlan (m,n € Z)
v2) p és q azonos fokd polinomok,
w2) p fokszdma < q fokszdma,
x21) e és f egymdst metsz6 sikbeli egyenesek,
x25) e és f egymdsra merdleges sikbeli egyenesek,
x23) e és f olyan sikbeli egyenesek, melyek egyenl tavol vannak az origétol,
v2) Rx:={(A,B):AABCX, ANB#2}CP(X)xP((X)

ahol X tetszoOleges, adott nemiires halmaz,
z2) Rxuo:={(A,B): A BCX, ANB>3xy} CP(X)xP((X)

ahol X tetszOleges, adott nemiires halmaz és 1xo € X  rogzitett.

1.2.3) Tekintsiik az A :={1,2,3,4,5} halmazt és a rajta értelmezett

a) p:={(1,2),(24),(43),(52)},
b) p:=1{(1,2),(1,3),(2,5),(42) }

relaciét. Rajzolja fel a  p, p?, p3  reldcick irdnyitott grafist! Adja meg a
p relaci6 tranzitiv lezartjat'®) és rajzolja fel annak irdnyitott grafjat is.

10) Definicié:  Egy p C A x A bindris relacié hatvanyai: p' :=p |
ptli=plop={(a,b) e Ax A : Ice A: (a,c) € p'és(c,b)€p} (ieN),
és tranzitiv lezartja p:=J{p':ieN} O
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1.2.4) Legyen D, :={keN : k|n,2<k} és tekintsiik a D,, hal-
mazon az | ("osztéja”) rendezési relaciot. Rajzolja fel a  Dsg , Doy , Dsg
D¢y , Dgg és a Doy N Doy rendezett halmazok diagramjat! Van-e legkisebb,
legnagyobb, minimalis, maximaélis elemiik? Ha igen, adja meg az Osszeset!

1.2.5) Adjon példat (rajzolja fel a grafjét) olyan részben rendezett hal-
mazra, amelynek
a) pontosan hdrom minimélis eleme van,
b)  egy minimadlis eleme van, de nincs legkisebb eleme,

c) két minimalis és két maximaélis eleme van.

1.2.6) Tekintsiik az A :={1,2,3,4,5}  halmazt és azon a
a) p = {(172)>(1a3)7(374)} )

b)  p:={(1,2),(2,4),(53),(41)},
C) p = {(1727)7(274)7(5’3)7(4757)}
relaciot.

Kiterjeszthet6-e p részbenrendezéssé A -n? Ha igen, adjon meg két kiilon-
boz6 kiterjesztést, és dbrdzolja p és kiterjesztéseinek irdnyitott grifjait és
Hasse -diagramjait. Ha nem, indokolja!

Kiterjeszthet6-e p teljes rendezéssé A -n?  Ha igen, adjon meg Kkiter-
jesztéseket és dbréazolja a reldacidkat.

1.2.7) Rajzolja fel az alabbi p € R? reldcick grifiait:

a) r=y,z<y, z<y,
b) z=,vy (z,y,m €Z egész szamok) .

1.2.8) Az aldbbi rajzon mely 7 € R? reldciok grafjait lathatjuk? Adjuk
meg a megadott reldcidk tulajdonsagait!
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1.2.9) Hogyan olvashatok le reldcick grafjairdl a reldcidk tulajdonsdgai
(mint pl. reflexiv, szimmetrikus, teljes, antiszimmetrikus, stb.) ?
1.2.10) Keressen olyan reléciot, amely
a) reflexiv, szimmetrikus de nem tranzitiv,
b) reflexiv, nem szimmetrikus és nem tranzitiv,
c) reflexiv, antiszimmetrikus és nem tranzitiv,
d) nem reflexiv, szimmetrikus de nem antiszimmetrikus és tranzitiv,

e) nem reflexiv, nem szimmetrikus de tranzitiv.

1.2.1. Ekvivalencidk

1.2.11) Igazolja, hogy az alabbi relacidk ekvivalencidk. Adja meg az
osztédlyokat is egy-egy reprezentdnsukkal egyiitt.

a) {(m,n) € N* : m — n oszthaté 3-mal}

b) {(e, f) : e és f sikbeli egyenesek, tavolsaguk az origétdl egyenld}

c) {(P,Q) : P és @ sikbeli pontok, tdvolsdguk a sik egy fix egyenesétél egyenld}
d) {(P,Q) : P és Q sikbeli pontok, tavolsdguk a sik egy fix pontjdtdl egyenl6}
e) legyen X egy (tetszoleges) halmaz, és legyen

{(A,B): A,B C X, |A| = |B| ha mindkett& véges; vagy mindkettd végtelen}.

1.2.12) Adja meg az 1.2.1) és 1.2.2) feladatokban szerepld ekvialencia-
reldciok altal meghatdrozott particickat és ekvivalencia-osztélyokat!
Keressen a fenti reldcidk kozott finomabb és durvabb reldciokat!

1.2.13) Legyen R C (Z~ x Z*)2 a kovetkezo relécio:
(a,b) R (c,d) Y ad=bc

Mutassa meg, hogy R ekvivalenciarelacio, és

(Z xz) /R = Q\{0}
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1.2.14) Legyen W < V' rogzitett altér a V' vektortérben.
a) Mutassa meg, hogy I1:={W +y|y €V} particiéjaV -nek ,

b) Adjameg az x ~py relaciét.

1.2.15) a) Vizsgdlja meg a kiilonbozé modulusokhoz tartozé =, reldcidk
kapcsolatat (tartalmazéds szempontjabdl), azaz melyik finomabb, melyik dur-
vabb') ?

b) Mely A € R részhalmaz esetén lesza ~,4C R?  reldcié ekvivalencia,
ha tetszoleges x,y € R valés szamok esetén

d
T Ay &, r—yeA

1.2.16) a) Jelolje K azon konvergens szdémsorozatok halmazit, ame-
lyeknek véges sok eleme 0 , és tekintsiik K -n a kovetkezd relaciét: legyen

(an) e~ (b,) pontosan akkor, ha lim In _ 1. Mutassa meg, hogy «~

—
’I’LOOn

ekvivalencia reldcié IC -n, és adja meg «~ ekvivalencia osztélyait.

b) Jelolje S az tsszes (tetszoleges) szémsorozat halmazat és tekintsiik I
Qn,

-n a kovetkezd reldciot: legyen (a,) « (b,) pontosan akkor, ha lim — €
n—oo n
R~ {0} létezik (azaz a két sorozat ekvikonvergens Weierstrass'?) szerint.)

Ekvivalencia reldcié-e «~~ az S halmazon, és ha igen, akkor adja meg ekviva-
lencia osztélyait.

1.2.17) Vizsgédlja meg, hogy a 3.2. 7 Specidlis elemek félcsoportokban”
fejezet 3.2.8) feladatédban szerepld relacié mely struktirdakban ekvivalencia,
és adja meg az ekvivalenciaosztélyokat ezekben a struktirdkban!

1) Definicié: az R, S C A™ relcick koziil R finomabb mint S , vagyis S durvabb
mint Rha RC S, azaz xRy esetén xSy . Mdsképpen: R osztdlyai részhalmazai S
osztélyainak: [a]g C [a]s minden a € A esetén. O

12) Karl Theodor Wilhelm Weierstra3 (1815-1897) német matematikus, a modern fiigg-
vényelmélet (analizis) egyik megalapozdja.
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1.2.2. Rendezések

1.2.18) Az alébbi relaciok koziil melyek rendezések, teljesek, sfirfi- ill.
jol-rendezések? Melyikben van legkisebb/minimalis/legnagyobb/maximalis
elem?

a) <é< CR?, <

b) < CN? & < C7Z%,
c) |n EN? & |z ©7Z* (oszthatésdg) ,

minden <n, z,y€R" esetén

d) <y ha z; <y
(komponensenkénti rendezés),

1.2.18)e) feladat

1.2.19) Van-e legkisebb/minimélis/legnagyobb/maximélis elem az 1.2.1)
és 1.2.2) feladatokban taldlhaté rendezett halmazokban? Adja meg ezeket

az elemeket!

1.2.20) Rajzolja fel az alébbi rendezési relédcidk gréfjait:

a) As ={1,2,3} ¢és A, ={1,2,3,4} halmazok részhalmazainak a
C reldci6 szerinti halojat (vagyis a (P(As), €) és (P(Ay), ©) rendezett hal-
mazok gréfjait),

b) Ny =1{1,2,3,...,40} halmaz | (oszthatésag) reldcio.
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1.2.21) Legyenek 7 < 9 < 23 < x4 < 5 tetszoleges (nem ismert)
kiilonbo6z6 valés szamok. Tekintsiik az

A={z;+2;:1<i<j<5}

alaphalmazon a szokdsos < rendezést. Rajzolja fel az (A, <) rendezett
halmaz gréfjét!

1.2.22) Keressiink a szokdsostol eltérd rendezési relacickat az N | Z és
R szamhalmazokhoz.

1.2.23) a) Tegye teljessé az | C N? (oszthatésdg) parcidlis rendezést
(azaz adjon meg legaldbb egy teljes kiterjesztését a | rendezésnek)!

b) Tegye teljessé az 1.2.1) és 1.2.2) feladatokban taldlhat6 rendezési relé-
ciokat!

1.2.24) Adja meg az (N, | ) és (R, <) rendezett halmazokban tet-
szbleges véges H részhalmaz supremumdt és infimumét!

1.2.25) Adjon meg harom olyan egész szémot, melyek relativ primek de
nem péaronként relativ primek!?)

1.2.26) Az alabbi (A, <) rendezett halmazokban adja meg az A alaphal-
maz
Hco(a)={x € A|z<a}
részhalmazait, majd vizsgalja meg a megadott miiveletek és reldciék, valamint
a H< halmazok kozotti halmazmiiveletek kapcsolatait:

a) R,<), +, <, b) (N,|), -,=,lInko,lkkt.

1.2.27) Legyen A={f:N—R} (Dom(f)=N) ¢és f, g€ Aesetén
legyen f <1 g ha valamely ny € N kiisz6bt6l kezdve (vagyis ng < n esetén)
f(n) <gn).

a) Tekinthett-e a < reldcié rendezésnek? Parcidlis vagy teljes?

b) Igaz-e, hogy: barmely f,g € A kompatibilis alulrél vagy feliilrél < sze-
rint (vagyis: (Vf,g € A) (3h,kc A)(ha fAh<g)illetve (f <kANg<k)).

13) Definicié: (i) Az a,b € Z egész szamok relativ primek, ha Inko(a,b) =1 .

(i) Az a1,a2,...,a; € Z egész szamok relativ primek, ha Inko(ay,az,...,a;) = 1.
Ezek a szamok pdronként relativ primek, ha Inko(a;,a;) =1 minden i,5 >t in-
dexpdrra. O
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1.3. Fiiggvények, muiveletek

Ebben a fejezetben a fiiggvényeket (nem csak R — R) algebrai szempont-
bdl vizsgaljuk, "algebrai" fiiggvényekrol szélunk. A feladatok el6tt érdemes
most roviden osszefoglalnunk a fiiggvények "szokdsos" (pl. analizisbeli) és
algebrai jeldléser kozotti kiillonbségeket.

Egy f: A— B fiiggvény ésx € A,y € B, f: x+— y esetén a szokdsos
frasmod y = f (z) , mig algebrai jeloléssel y = zf .

Ha f: A— Bésg: B— C ,akkorah: A— C Osszetett fliggvény (f és
g kompoziciéja) szokdsos frasmédban h = g o f és képlete h (z) = g (f (x)),
vagyis (go f) (z) = g (f ()). Ugyanezt algebrai alakban igy frjuk'¥): h = f-g
vagy h = fg, és h képlete zh = (z.f) g, vagyis = (fg) = (zf) g . Erdemes még
felrajzolni h -t Venn diagramokkal is, valamint dtgondolni a 3.1.8) feladatot
és részletes megoldésat.

Természetesen abban a specidlis esetben, ha az f és g fiiggvények kom-
mutdlnak (felcserélhetéek), vagyis ha fog = go f | az algebrai és analizis
jelolések kozott nincs kiilonbség: fog=gof=f-g=9g-f.

A fenti megjegyzéseknek tobbek kozott a 3.4. "Szimmetria- és szim-
metrikus csoportok" fejezetben van jelent6sége.

1.3.1) Adjameg a p:={(z,y) |y=122} CZ xZ reldci6 értelmezési
tartomanydt és értékkészletét! Parcidlis leképezés ill. leképezés-e p 7 Adja
meg p megforditdsat, parcidlis leképezés ill. leképezés-e p=1 ?

1.3.2) Legyen A:=1{1,2,3,4}, B:={a,b,c,d,e}, C:={+,— 0},
és tekintsiik a

p:=1{(1,0), (1,e), (3;a), (3,b), (3,e), (4,b), (4,d) } S Ax B
:={(b,+), (b,—), (b0), (¢,+), (¢,0), (d,—) } S BxC

relacickat. Abrézolja p -t és T -t nyddiagramon.
Adjamega pr, pp ', plp & 11! megfeleltetéseket és
nyildiagramjukat.

1.3.3) Hatdrozza meg az aldbbi megfeleltetések értelmezési tartomanyat
és értékkészletét!

14) néha eléfordul a h = f e g jelolés is
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Melyek parcidlis leképezések illetve leképezések koziiliik?
Mely megfeleltetések inverze parcialis leképezés illetve leképezés koziiliik?

a) {(zy) r x>y} & ZxN,

b) {(z,y) : z=9*} € ZxNy,
c) A{(z, ? =y} S LxZ,
d) {(l' QNOXZ;

tg(r) =y} & RxR,
: x és y relativ primek} € N x N .

o]
N
—

(
) {(z

1.3.4) Tekintsiik a

8

Y

y)

y) - x =y}
y)

y)

a) ¢:R—[-1,41], z+—sin(x),
b) ¢:R—-R), z+—a?

leképezéseket. Adja meg a leképezések magjat!®), azaz a Ker(p) € A x A
ekvivalencia reléciét, és dbrézolja a sikon.

1.3.5) Ellendrizze, hogy ha o mdsodfoki algebrai egész szam'%), akkor
a)a
Zo) ={r+a-y|x,yeZ}
halmaz zart az Osszeadds, a kivonds és a szorzds miuveletekre,
b) a
rT+a-y

|x7y7u7v€Z}
uU—+ao-v

Q) = {
halmaz zart az Osszeadds, a kivonds, a szorzds és az osztds miiveletekre.

1.3.6) Mely ¢t € R valds szamok esetén lesz a pozitiv valés szamok hal-
mazan értelmezett

rT*xy:=x+y+ty/ry

15) Definicié:  Tetszbleges ¢ : A — B fiigguény esetén legyen
Ker(p) :={(a,b) : p(a) = p(b)} CAx A a ¢ figgvény magja (kernel). O
Ker(p) mindig ekvivalencia reldcio.

16) Definicié: Az a € C komplex (valds) szim k-foki algebrai egész szdm, ha kielegit
eqy of +prp_10* .4 po =0 k-foki (algebrai) egyenletet valamely pg_1,....,po € Z
egész egytitthatokkal. O
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miivelet asszociativ?) ?

1.3.7)** Tetszoleges r, s € [0, 1]NQ racionalis szdmok esetén értelmezziik
a szémok kdztesét (vagy medidnjit)'®: ha r=1% s=2<¢€[0,1]NQ,
Inko(a,b) = Inko(c,d) =1, b,d>0, akkor legyen
a_ c a+c
IE = — —_ =
TPTRTAT brd
a)** Ellentrizziik a miivelet aldbbi azonossdgait (az aldbbiakban minden
tort redukdlt alaki'?), azaz tovdbb mér nem egyszerfisithetd):

N a C A a a C C
ha c¢b—ad=1 akkor <5 ¢ §<yMI<o,

st az T =3K<  jelolésesetén wub—av=1 é cv—ud=1.
b) Vizsgaljuk meg a X miivelet algebrai tulajdonsdgait (kommutativ, asszo-
ciativ, stb.).

1.3.8)* Legyen
Qusw ={f:Q—Q | [f mon. nove é&s Im(f) =Q }

Vizsgdljuk meg, hogy ez a halmaz zért-e a + (6sszeadds) miiveletére.

1.3.9)* Az y=121% egyenletii stkgérbe (mint az R? sik egy részhal-
maza) pontjain értelmezziik a kovetkezé * miiveletet®: Ha A és B a
gorbe két pontja, akkor legyen A * B az AB egyenes és a gorbe harmadik
metszéspontjanak az origéra valé tiikorképe. (Ha a definiciéban szerepld
valamelyik két pont egybeesik, akkor 6sszekotd egyenesiik helyett vegyiik a
gorbe adott pontbeli érintdjét.)

17) KoMalL F3286.feladata (1999/5, 297.0ld.), megoldasa a 2000/1 szdm 34.oldaldn.

18) Ennek a miiveletnek a tovdbb mér nem egyszerfisithets tortek nevezoinek vizs-
galatakor van jelentsége (1d. pl. a KsMaL 1999/1 szémdanak 15-21.oldalain Holl6-Szabé
Ferenc részletes cikkeét.)

Ezt jeloli a Riemann-féle R fiiggvény: R(z) := = nevez6je ha x raciondlis és
nem egyszer{isithet6. [

19) Definicié: Az 7 € Q tort redukdlt, ha tovabb mdr nem egyszertisithetd, azaz

Inko(a,b) =1. O

20) A 400 évig megoldatlan Nagy Fermat Tétel bizonyitdsdban jatszanak fontos sz-
erepet a sikgdrbék pontjain végzett ilyen és hasonlé miiveletek. A modern titkosirdsok is
hasznaljék az elliptikus gorbék feletti hasonlé csoportokat.
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Mutassuk meg, hogy a * miivelet asszociativ?!) !

1.3.10)* Van-e olyan e : R xR — R miivelet, amely teljesiti a
kovetkezé tulajdonsdgokat barmely x,7, 2 € R szdmokra??) :

a) zey=yeur,

b) (zey)z = (xz)e(yz),

c) (zey)+z=(r+z2)e(y+z) 7

1.3.11)* A x: R xR — R miiveletre teljesiil barmely z,y,z € R
szdmokra, hogy

rx(y+2)=(yxx)+ (zx1)

Mutassa meg, hogy * kommutativ??) !

1.3.12)*  Keressiik meg azt a # : Z X Z — Z miiveletet, amelyre

minden z,y € Z egész szam esetén teljesiil, hogy>!)
a) z#0==zx
b)  O#y=—y

c) ((@+D#y) + (a#(y + 1)) = 3(x#y) — 2y + 2y

1.3.13)* A X:R xR — R miveletre teljesiil minden z,y,2 € R
valés szdmra:

i) 0¥a=a, ii) aX(bXRc)=cXR((OXa).
Mutassa meg, hogy a X miivelet asszociativ?®).

1.3.14)* A ®:R xR — R miveletre teljesiil minden x,y,2z € R
valés szdmra:

a) (rRyYRz=10(({Yy®=2),

b) (@ey)ez=@Fez)e,

c) Minden x#y esetén van olyan z € R | amelyre .

21) KsMaL F.3278 feladata (1999/3, 170.0ld.), megoldasa a 2000/1, 28.0ld.
22) Kozépiskolai Matematikai Lapok Gy.1632 gyakorlat

23) Kozépiskolai Matematikai Lapok Gy.2335 gyakorlat

24) Kozépiskolai Matematikai Lapok Gy.2335 gyakorlat

25) Kozépiskolai Matematikai Lapok F2364 feladat



22 FEJEZET 1. HALMAZOK, RELACIOK, FUGGVENYEK

Mutassa meg, hogy a ® miivelet kommutativ®).

1.3.15). Legyen (L,3) egy tetszoleges jolrendezett?”) halmaz. Vizs-
galjuk meg L -en a kovetkezo kétvaltozos miivelet algebrai tulajdonsigait:

ax*xb:=S5(b) (a,b e L)

26) Kozépiskolai Matematikai Lapok F2452 feladat

27) Definicié: az (L, =) rendezett halmaz j6lrendezett, ha tetszbleges A & L nemiires
részhalmazénak van minim&lis eleme. [

Kovetkezmények: (i) ekkor (L, 3) teljes (azaz linedris) rendezés.

(ii) ekkor minden = € L elemnek van  (S(z) vagy =™ -al jelslt) rdkovetkezdje
(successor): zt Lz, 2" #x és L egyetlen eleme sincs z és z kozott. [



2. fejezet

Altaldnos strukturak

2.1. Algebrai struktirdk (Algebrdik)

2.1.1) Elsérendli (algebrai) struktirdk-e a kovetkezok, és ha igen, mi

a tipusuk? Ha nem, miért nem? (A miiveletek zértsdgat ne feledjiik
ellen6rizni!)
a) R := (Ra+a_7'7+) ) RS = (R7+7_7'7+a§) )

b) Ry:=(R,sin,0),

c) Ry:=(R,+,1In,,0),

d) R} :=(R",+) (vektorok dsszeaddsa),

e) R'":=(R"+,:) (vektortér),

f) RV .= (R™" +,.) (métrixok),

g) A:=(A<) (A#D0D tetszbleges rendezett halmaz),
h) Px:=(P(X),un, ~,0,X,C) (X # 0 tetszéleges halmaz),
) G=(V.E) (gua),

) Pe=(P),

k) O:=(0,x0),

1) (N,%) ahol xzxy:=zy—x+vy,

m) (No,*%) ahol zxy:=zy—z+y,

n) (Z[v2],0) ahol woy:=a’+y V2,

23
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o) (A,Nn) ahol A={{a},{b},{a,b}, {a,c} {a,b,c}},
p) (A,U) ahol A={{a},{b},{a,b},{a,c},{a,b,c}}.

2.1.2) irja fel az aldbbi strukturak miivelettablézatait (in. Cayley-tdbla):

a) (Zs,®) ahol m®n:=m+n 5-tel val6 osztdsi maradéka,

b) <Z57 ) )
c) (A4,A) ahol A=P({a,b}):={0,{a},{b},{a,b}},
d) ({uht=),

e) (Z3,+) X (Zy,+) &8 (Z19,+),
f) (Z2,+) X (Z4,+) és (Zg,—l—) .

2.1.3) Hatdrozza meg a (Zy, +), (Zp,+), (Zp, ), (Zm.-), (Z5,-), (Z7,, ")
strukturak részstruktirdit (p € P primszéam, m € N sszetett).

2.1.4) Mutassa meg, hogy R aldbbi részhalmazai részstruktirai (RR, o)—
nak:

a) Rhﬂ’ b) R%zn’ C) R%inRac

2.1.5) Mutasson példét olyan strukturdkra, amelyeknek nincs (valddi)
részstruktirsjal

2.1.6) Hatdrozza meg az aldbbi struktirak adott részhalmazainak genera-
tumait:

a) {2} C(Zs+), {2} C(Zs")
b) {10} C (Zy2,+), {10} C (Zi2,-)
c) {9} C (Ziz,+), {2} C(Zs,")
d) {4} C (Zis,+), {4} C(Zus,-)

2.1.7) Mutassa meg, hogy n € Z,, pontosan akkor generatoreleme (Z,,, +)
-nak, ha n és m relativ primek.

2.1.8) Dontse el, hogy az alabbi strukturak koziil melyek végesen gene-
raltak ill. ciklikusak:
a) (Z12> +> ’ (Z127 +) X (Z127 +) )
b) Z+), ([®R+).
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2.2. Homomorfizmusok, kongruenciak, faktorok

2.2.1) Homomorfizmusok-e az alédbbi fiiggvények a megadott struktirdk
kozott? Melyik bedgyazds, izo- vagy automorfizmus?

a) a:(N+ )= (N+), a:n—2n,

b) f:(N[)=(N]), 8:n—2n,

c) 7:(Z])—> N, v:m—|ml,

d :N|)=(N<S), d:n—n,

e) ¢e:(ZexZo,+,)— (Zsg,+,), €:(,j)—1-7,

£) @i (ZexZn+,) = (Lo, +,7), p:(i,))—i],

g p: (VI +) — @V ), pratbVIe -3,
h)  9:(Z[V2),+) — (Z*4), Y:a+bv2 (a,b),

i) ¢:(Z,+,") = (Zpn,+,-), t:kw+— k-nak m -el val6 osztdsi maradéka,
) CRH+,)—=(C+,), Crax—x.

2.2.2) Mutassa meg, hogy az aldbbi leképezések valéban homomorfiz-
musok. Melyek izomorfizmusok ?

a) ¢:(Z,") > (No,v), nr——n|,

b) i (Z,+) = (Q), n—2",

c) w3:(Re) =R +), zr—log(z),

d) ¢, Q3L +) = @l +), rt+yV3r—atyi (r,yeQ),

e) ¢5:(Z,+,")— (Zs,+,), n+——mn -nek b -tel vald osztdsi maradéka,
f) vs: ({i,h},e,V) = (PX),A,N), i—0, h—X

2.2.3) A H<(a) halmazok kiilonboz6 valtozatait 1d. az 1.2 Reldcidk
fejezet 1.2.26) feladatdban.

2.2.4) a) Adja meg a fenti feladatokban taldlhaté izomorfizmusok in-
verzét!

b) Izomorfak-e az eléz6 alfejezet 2.1.2) e) illetve f) pontjdban szerepld
struktirdk?
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2.2.5) Kongruenciareldcié-e (algebrail) értelemben) az alabbi példakban
megadott § C A x A ekvivalencia relédcié az 2 = (A, ...) struktirdkban, és ha
igen, mi az dltala nyert A/, faktorhalmaz ésa 2/y  faktorstruktira?

a) A=(Z,+,") és 0==,C7Z x7Z (szdamelméleti kongruencia-
reldcio),

b) A= (Z,+,:) és 0=xCZxZ (ld. el6z6 fejezet 1.2.2)g2,) ).

) Definicié: Egy A = (A, fi,..., fm, R1, ..., Ry) struktira A alaphalmazin értelmezett
0 C A x A ekvivalenciareldcié algebrai kongruencia (reldcid), vagy kompatibilis
osztdlyozds ha

(i) tetszbleges i <m , T =7T;,  T1,e0, Try Y1, -0sYr €A, B yr (k=1,...,7) esetén
f(xla "'7'757') 0 f(yla "'7y7') )
(ii) tetszbleges j <n , T =7j, X1, Trm Y1, Yz €A, xBye ({=1,..,7) esetén

(2131, ...,a)‘-,—) S Rj <~ (y17...,y-,—) S Rj . O



3. fejezet

Félcsoportok és csoportok

3.1. Gruppoidok, félcsoportok

3.1.1) Asszociativok-e, kommutativok-e az aldbbi miiveletek:
o) Val6s szamok alapmiiveletei, halmazmiiveletek (U, N, \, A ),
a) aob:=a+b+ab (a,beR),
b)Y a@b:=a-b+\/(@2—1)-(2—-1) (a,be[l,00)),

c) a@b::% (a,b€(0,1) ),

d) Inko(m,n):= m és n legnagyobb kozos osztéja  (m,n € Z) ,
e) lkkt(m,n):= m és n legkisebb kozos tobbszorose  (m,n € Z) ,
f) A\B (A,BC X, X #0 tetszbleges),

g) max(z,y), min(z,y) (z,y €R)?

3.1.2) Félcsoportot alkotnak-e az aldbbi algebrak?

a) (N,+),

b)  (No,-),

c) (Z,-),

d) (0,1],-),
e) (P(X) L),

) Komal F.3185 (1998/3, 158.0ld.)

27
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f) (PX)\),
g) {ih}y =),
h)  ({i,n}, =),
i) Ry-en aGb:=d
j) R-en adb:= b
3.1.3) Asszociativok-e ill. kommutativok-e az aldbbi miiveletek:
a) az A=/{a,b,c} halmazon a

|

o oo

o |
o T oo
®» T oo

Cayley- tablazattal megadott miivelet ,
b) (Q\{0},0) ahol woy:= L
c) (Z,x) ahol zxy:=x+2y.

3.1.4) Milyen f,g € NV fiiggvényekre teljesil fog=gof ?
(Lésd még az 3.1.7) feladatot.)

3.1.5) Mutassa meg, hogy R™ ™ -ben a szorzas miivelete asszociativ de
nem kommutativ!

3.1.6) Vizsgdlja meg az aldbbi félcsoportok adott részhalmazait, hogy
azok rész-félcsoportok illetve csoportok -e:

a) (Rnxn’ ) -ben Iszn7 R?\%Xn , (Rnxn)*, (szn)*, (R?X’n> ,
b) (R[l’L O) -ben Rﬂgm ) RﬂsinRac ’
C) (R[QSL +) -ben Rﬂgzn ’ RﬂéinRac :
3.1.7) Legyen (A, o) egy tetszbleges félcsoport, és tekintsiik A -n a kdvetkezd
binér reléciot:
TNYySToy=yox

Vizsgalja meg a ~ relacié tulajdonsagait
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a) 4ltaldban,
b) a kovetkezd struktirdakban:

R = (]R7 ) . R = (Rnxn7 ) , N, = (NN,O) . A= (AA7 O) )
3.1.8)!) Szémitsa ki az aldbbi hatvanyokat a megadott félcsoportokban?):

a) (R™".)-ben (A-B)>, példaul ((2—5)-(7—1))5,

3_4)  \6_8
3

b) (R¥ o) -ben (f 0g)’, példéul (sinolg)’ vagy <cos o\/_>
("kompozici6hatvanyok")

¢) (Rla],0) -ben (p(2))" = (popop) (2) & (p(x) 0 4 (2))° = (po)? (&),
példéul p (z) =22+ 42 —5és q(z) =7— 9z,

d) (R[z],)-ben (p(z))®és (p(z)-q(x))®, példdul a c) -beli polinomokkal,

e) (C[z],-)-ben (u)’és (u-v)”, példdul u=2+iésv=>5—3i.

Lésd még a 3.4."Szimmetria- és szimmetrikus csoportok" fejezetben a
permutdcidk hatvényaira és felcserélhetdségére vonatkozé feladatokat is.

3.2. Specidlis elemek félcsoportokban

3.2.1) Tekintsiik az N, = (NV,0) struktira g : N—N, g:z+— 2z
elemét. Dontsiik el: nulloszté-e balrél/jobbrol, invertdlhaté-e balrél/jobbrol,
lehet-e vele jobbrdl- ill. balrdl egyszeriisiteni?

3.2.2) Vannak-e az aldbbi struktirakban bal- és jobboldai zérus-, egység-
(=null-) illetve nulloszté elemek? Mely elemekkel lehet balrdl vagy jobbrdl
eqyszertsiteni? Mely elemeknek van bal- illetve jobboldali inverze?

a) A,:=(A4%0), A#( tetszoleges halmaz,
b) SN = (SN, O) s
C) Z0 = (Za ) s ZH) = (Z> +) ) N() = (N7 ) )

2) A feladat megolddsdban részletes magyarazatot taldlunk a bemutatott
miiveletek és strukturik tulajdonsigairél!
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d) 25 = (Zn.), 2 = (Zn,+) (m € Z tetszbleges®) egész
szém), Zr = (Zy,,), Z,:=(Z,, ) (pprimszém),

Ry = (Rom,+),  R5y = (Rar, )

e) Ri=(R%0),

f) N,:=(NV o),

8)  Rim =Ry, o),

h)  Riinkae = (Riinpae ©) -

)R (R,

J) Fx:=(X*") ahol z1x9..7, 1Yo -Ym = T1T2- TpY1Y2---Ym -

(in. szabad félcsoport, free semigroup)

3.2.3) Mutassa meg, hogy az aldbbi struktirdk félcsoportok. Van-e
egységelem, zéruselem, nulloszt6? Ha van egységelem, akkor mely elemek
invertdlhatéak, és adja meg az invertdlhato elemek inverzeit is.

(A tetszbleges, rogzitett halmaz.) .

a) (Z,o) ahol =zoy:=z+y+1,

b) (Z,x) ahol zxy:=z+y—uzy,

¢) (Za,0) ahol Zsy={f:A— A]| f injektiv} ,

d) (Z4,0) ahol Z,={f:A— A| f szirjektiv} ,
e) (P(X),N).

3.2.4) Tekintsiik a valés szdmokon az
zoy:=x+y+zy (zr,y€R)
kétvéltozds miiveletet.

a) Mutassuk meg, hogy (R,o) kommutativ félcsoport.

b) Keressiik meg ebben a félcsoportban az egységelemet, zéruselemet,
nullosztékat, az invertdlhaté elemek inverzeit.

3 azm=1 ésm=0 eset kiilon vizsgalatot igényel!
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c) Igaz-e, hogy az  (R\{—1},0) struktira Abel*)-csoport®)?

3.2.5) Keressiink idempotens elemeket®) az aldbbi struktirdkban:
o) (2-Z,-) (apdros egeész szamok multiplikativ félcsoportja) ,
a)  (Zp,-) tetszbleges m € Z egész szamra (pl. m =10, ...) ,
b) (RO,
9 (R50),
d) Sg,S8 S,
e) sikbeli geometriai transzformacick ~— (=(A*, o) ahol A = R?),
f) (P(X),U), (P(X),n) (X tetszoleges halmaz) ,
g) (G,-) (tetszbleges G multiplikativ csoport) .

3.2.6) Keressiink involutorius miiveleteket”) (1) az aldbbi halmazokon:

P(X)7 C? R? {i7 h}? Rz? Rg )
3.2.7) Mely f € A4 fiiggvény lesz 6nmaga inverze?

3.2.8)* Keressen az aldbbi félcsoportokban kommutdld elemeket®) !
Van-e a félcsoportnak olyan eleme, amely minden elemmel kommutdl?

a) A, :=(440), b) (R™™ .).

4) ABEL, Niels Henrik (1802-1829), norvég matematikus. Tébbek kozott igazolta,
hogy az 5 -6d és magasabb foki egyenleteket megold6 gyvkképletek nem léteznek (tn.
7 Abel-Ruffini- Bolyai Janos” -tétel).

5) A kommutativ csoportokat hivisk Abel-csoportoknak. [J

6) Definicié: = € S idempotens elem a - miiveletre nézve, ha 22 :=z.-z ==z
(ahol (S, -) félcsoport) .

A - miivelet idempotens, ha S minden eleme idempotens a - miiveletre. [J

") Definicié: az f : A — A egyvdltozés miwelet involutorius, ha f?(a) =
f(f(a))=a minden a € A elemre. [

8) Definicié: Tetsz6leges (S, -) félcsoport =,y € S elemei kommutélnak, ha
T Y=y-x. O
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3.3. Csoportok

3.3.1) Csoportot alkotnak-e az alabbi struktirdk?

a) (N, +),

b) (Q\{0}, /),

c) ({i,h}, =),

d) ({i,h},A),

e) (P(X),U),

f) (P(X),4),

gl) (R%,, .,o) =az ax+b alakd linedris fiiggvények halmaza, a o kom-

pozicié miiveletével,

g2) ugyanaz, mint az el6z6, de csak az a # 0 feltételnek eleget tevd fiigg-
vényeket tekintjiik,

h) (H,®) ahol H ={A B,C,S} egy szabélyos hdromszog cstcsai és
stilypontja, tovibba legyen:

silypont) ® (csicspont) := (ez a csicspont) ,

(

(csticspont) ©® (6nmaga) := (silypont) ,
(silypont) ® (stlypont) := (stlypont) ,
(

egyik csticspont) ® (mésik cstcspont) := (harmadik csticspont) .

3.3.2) irja fel a (Zs,+) , (Zs,-) és a (Zg,-) struktirdk miivelettdblait.
Melyek alkotnak csoportot?

3.3.3) Mutassa meg, hogy az alabbi strukturdk csoportot alkotnak:

|

a) (A,x) ahol A={a,bc} és

o oW

o T oo
®» o T|T
T ® oo

b) (Ha,-) ahol Hy:={2":neZ},
c) (ZxRy,*x) ahol (a,b)*(c,d):=(a+cbd),
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d) (Hs,0) ahol Hy := {f1,f2, f3, fa} a kovetkezd6 f; : R — R
fiiggvényekkel:

filw) =, b =2 ) =-n fi5)=—

e) D; (a szabdlyos ABC hdromszog dnmagira torténd egybevigosagi
transzformécidinak csoportja, az un. 3-rendii diédercsoport) .

3.3.4) Vizsgilja meg az aldbbi csoportok adott részhalmazait, hogy azok
részcsoportok -e, adja meg az dltaluk meghatdrozott bal- és jobboldali mellék
osztdlyokat?). Melyek normdlosztok'?) koziiliik?

(Lésd még a 3.4.3. feladatot.)

a) (R%*+)-ben (stk) R! (origén dtmend egyenes),
b) (Rnxn7+) -ben szn7 R(LXR , (Rnxn)*, (szn)*, <R7\-L><n> ,

C) (Rnxn7 )* -ben (Rnxn)*, (szn)*7 <R?\’L><n)* ,

d) (Z,+)-ban (m) 'V

3.3.5) a) irja fel Zj, elemeit.
b) Zért-e ez a halmaz a szorzédsra (és miért)?
c) Szamitsa ki elemeinek rendjét!
d) Adja meg a vizsgélt elemek altal generélt részcsoportokat.

e) Mutassa meg, hogy minden elemnek van multiplikativ inverze (azaz
(Z3%,, ) csoport).

9) Definicié: Egy (G,-) csoport H < @G részcsoportja szerinti jobb- ill- baloldali
mellékosztilyaia H-a:={h-a:he€ H}ill. az a-H:={a-h:h e H} részhalmazok,
ahol a € G tetszbleges elem. [

10) Definicié: Egy (G,-) csoport H < G részcsoportja normalis részcsoport, vagy
roviden normaloszté, ha a H szerinti jobb- és baloldali mellékosztdlyok megegyeznek,
azaz VYadb H-a=b-Hé Vbda H-a=b-H . Ennekjelslése: H<1G. O

') Definicié: Tetszoleges m € Z egész szamra (m) := {m -z :x € Z}
az m dltal generdlt féidedl Z -ben  (m tébbszérdsei). O
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3.3.6) Az alabbi csoportokban'?) adja meg az adott a elem &ltal generalt
(ciklikus'®)) részcsoportot, és hatdrozza meg o(a) -t, azaz az a csoportelem
rendjét'®):

a) C+), a=i,

b) (Z,+), a=2,

c) (@\{o}+), a=2,

d) (He-), a=1/4,

e) (ZxRy*), a=(1,3),

f) (Hi0), a=/fa,

g) D3, a=az A csicson dtmend tengelyre valo tiikrozés,

h) D3, a = akozéppont koriili 120° -os forgatas.

3.3.7) a) Melyek (C\{0},-) -ban a végesrendii elemek ?
b) Tekintsiik az
My == {f :[0,1] — [0, 1] intervallumon monoton nsvéd fiiggvények halmaza}
fiiggvényhalmazt a kompozicié o miiveletével. Melyek (M[o,q , o) -ban a

végesrendil elemek 7

3.3.8) Részcsoportot alkotnak-e a pdratlan nevezbjti tortek'®) az ossze-
addsra nézve (azaz részcsoportja-e a (Q,+) struktiranak) 7

3.3.9) a) Legyenek A, B,C € R™™™ tetszoleges adott invertdlhat6
matrixok. Vannak-e olyan XY € R™",  szintén invertdlhaté métrixok,
amelyekre

A-X-B-C-X=A-B-X iletve Y-A-Y=B-B-A1 ?
12) a jelsléseket ldsd a 3.3.3) feladatban

13) Definicié: Az egy elemmel generdlhatd csoportokat ciklikus -nak hivjuk. Az a elem
dltal generalt részcsoport [a] :={a™ :n€Z} . O
Allitas: |[a]| = o(a) . O Tehédt [a] lehet véges halmaz is.

14) Definicié: Tetszbleges a € G csoportelem rendje o(a) jeloli a legkisebb m € N
szamot (ha van ilyen) amelyre o™ =1, és o(a) := oo ha nincs ilyen m € N szam. O

15) Pontosabban az dsszes olyan tortre gondolunk, amelyek felirhatdk paratlan nevezével
is (mint pl. 2/6 felirhaté 1/3 alakban is) .
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Ha igen, szamitsuk ki az X, Y € R™"  maétrixokat!

b) Legyenek a,b,c: R — R tetszoleges adott invertdlhaté fiigg-
vények. Vannak-e olyan f,g: R — R, szintén invertdlhaté fiiggvények,
amelyekre

a(f(b(c(f(2))))) = a(b(f(2))) illetve g(a(g(x))) = b(b(a~"(x))) (Vz € R)
vagy olvashatébban:
aofobocof=aobof illetve goaog=boboa* ?

Ha igen, széamitsuk ki az ~ f,g €: R — R fiiggvényeket!

c) Legyen (G,-) egy tetszbleges csoport, a,b,c € G tetszoleges adott
elemek. Oldjuk meg az

arbcr = abr és  yay = bba™?

egyenleteket  (x,y € G ismeretlenek) !
Egyértelmii-e a megoldds? Adjon meg legalabb egy megoldést !

3.3.10) frjafel a (Zs3, +)x(Z4,+) struktira Cayley tdbldjat! Ciklikus-
e ez a struktira?

3.3.11) a) frja fel a (Z4,+) ésa  (Za,+) X (Lo, +)  struktirdk
miivelettabldit! Izomorf-e a két struktira?
b) Izomorfak-e a  (Zy4,+) és  (Zo,+) X (Zy,+)  struktirdk?

c) Izomorf-e a  (Z12,+) ésa (Zs,+) X (Z4,+) struktura? Adjon
meg konkrét izomorfizmust a két struktira kozott!

d) Altaldban mikor izomorfak a (Zy,, +) X (Zn, +) 8 (Zypn, +) struktiirdk?

3.3.12) Sorolja fel az osszes (példaul) 12 , 15, 19, 20 , 27 és 30 elemii
kommutativ (Abel) csoportot!

3.3.13) Adja meg a kovetkezd Abel-csoportok exponenseit:  (Z,[x], +) ,
(Zp, +) 5 (L, +) X (Zn, +) -

3.3.14) Sorolja fel a legfeljebb 20 elemfi tetszéleges csoportokat!
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3.4. Szimmetria- és szimmetrikus csoportok

3.4.0) Keressen gyakorlati példdkat permutédcidkra.

3.4.1) Adjameg az aldbbi mértani alakzatok szimmetria- (vagy transzfor-
mdcid-) csoportjait!®):

a) szabalyos (sikbeli) sokszogek,

b)  héromszogek, téglalap, parallelogramma, szimmetrikus- és dltaldnos
trapéz, dltalanos négyszog, kor,

c) szabdlyos (térbeli) testek,
d) téglatest, parallelepipedon, henger, kip, gomb, stb.

3.4.2) a) Adja meg az el6z6 feladatban szerepld sikbeli sokszdgek szim-
metriacsoportjait az .5, szimmetrikus csoport részcsoportjaiként.

b) A téglalap milyen transzformadciéjit irja le az (iigg) permutacié?

(A csticsokat korbejérva szamozzuk az 1,2,3.4 szamokkal az dbra szerint.)

3.4.3) a) Irja fel az S3 szimmetrikus csoport elemeit és miwelettabldjat.
b) Keresse meg a hdrom- és kételemii ciklusokat (transzpozicickat!'™).

c) Tekintsiik S5 kovetkezd részhalmazét:

H = {id. (;73)}

Mutassa meg, hogy H < S3 (részcsoport).

d) Adja meg a H szerinti jobb- és baloldali mellékosztélyokat! Normaloszté-e
ez a részcsoport'®) ?

16) Az S, szimmetria- és S, szimmetrikus- csoportokat nem szabad Ossze-
téveszteniink: minden S 4 részcsoportja valamely S, -nek.
S 4 masik neve transzformaécié csoport, S,, masik neve permutéciécsoport.

17) a kételemti ciklusokat hivjuk transzpoziciéknak (sz6 szerint: at-helyezés)
18)' A normalosztok definiciGja a 3.3.4. feladat ldbjegyzetében taldlhato.
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3.4.4) Sorolja fel A, elemeit'®)! Altaldban, hany eleme van A, -nek?

3.4.5) Az alabbi permutacickat bontsa fel diszjunkt (idegen) ciklusok
szorzatara, illetve a felbontott permutdciokat irja vissza hagyoményos alakba.
Minden elem pélyéjét (trajektoria, orbit) is hatdrozza meg!

o1=(57251) 2= (32753) -
= (1213¢5) »  9a= (515634 -

51864214371215101311 9

123456 7891011)
2415831096 711/

or=(6,4,1,3,7,5) , os =(2,4,1,3) 0 (7,8) ,
oo = (1,2,5,10,4,3) o (6,11,8,16,19) o (12,9, 14, 18, 20, 15) o (13, 17) ,
010 = (2747 173)<5)(77 8) .

03
05
Og

(
(123456 789101112131415) ’
(

3.4.6) Hény ciklus (azaz ciklikus permutdcid) van S,, -ben?

3.4.7) A 3.4.5) feladatban szerepld permutacioknak keressiik meg az in-
verzeit.

P : _ (1234567 4 _ (1234567
3.4.8)‘ Szamitsa kl‘a p=(3500001) esa o= (z:05.00)
permutéciék hatvinyait.

3.4.9) Legyen 7 := (1,2)0 (3,5,4) . Szémitsa ki a 7%° és a 72
permutdcidkat.

/123456 7 8 910111213 14 15 16 17 18 19 20
3.4.10) Legyen o := (2 5 1 31011 71214 416 9 17 18 8 19 13 20 615)‘

a) Szdmitsa ki a kovetkezd hatvdanyokat: o2, 0%, o8, o83 %47 5048 |

b) Szdmitsa ki o rendjét.

3.4.11) Szémitsa ki az aldbbi permutdcié -hatvdnyokat:

63 53 95
(itesrs) + (ieses) » (aises)

19) Definicié: Tetszbleges n € N esetén A, = {r € S, : sgn(r) = +1} a péros
permutécick részhalmaza, az i.n. alterndlé (rész-) csoport. O
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3.4.12) Adjamega o', o% 77! 73 700 ésa ocor permutd-
cickat??), ha

a) o=(ias1) . 7= (15
b) o=(is150) 7= (512654 5

C) a':(1,57372)0@,5,4)0(1,3), T:(473>1>O(1>372)0(371>4)7

d) rajzolja fel grafikusan a o és 7 permutdciokat, és adja meg az egyes
elemek palysit?!) .

1234567890) 4 (1234567890
3.4.13) o) Legyen p = (5554709570 S0 = (153505472046)
Ciklusokra bontds nélkil széamolja ki a po és op permutdciokat, és magya-

rdzza meg a tapasztalt jelenséget!

a) Adjunk meg olyan p, o permutécidkat, amelyek nem diszjunktak®?) de
kommutdalnak, azaz po = op .

b) Igaz-e, hogy ha két permutécié kommutal, akkor a kozdsen mozgatott
elemeket ugyanigy mozgatjak>?)?

3.4.14) Vannak-e olyan p, 0,7 € S3 permutédcick, amelyre
a) p*=(1,3,2), b) % =(1,3), c) 7°=1(1,2,3,4,5,6,7,8,9) 7

Ha igen, adjon meg egy ilyen ¢ permutaciét®), ha nem, akkor indokolja,
hogy miért nem létezik. (Ldsd még a 3.4.20. feladatot.)

3.4.15) Keresse meg a kovetkezd permutdciok rendjét®):

a)  o=(241,3)7,8),

20) pe feledjiikk a 1.3. "Figguények, miweletek" fejezet clején irt megjegyzéseket az
algebrai és a "szokdsos" jelolésekrol.

1) Definicié: Adott 0 € Sy permutdcid esetén eqy a € H elem pélyaja /orbit /
trajektoria o szerint:  Ty(a) :={o"(a) |ne€eZ} O
az a elem &ltal "befutott/érintett” elemek halmaza, a o permutdcié ”hatdsdra”.

22) pontosabban: a mozgatott elemek M (p) és M (o) halmazai diszjunktak: M (p) N
M(o)=0.

23) vagyis: ha M (p) és M (o) a mozgatott elemek halmaza, H = M (p) N M (o), és f|H
jeloli az f figgvény lesziikitését a H halmazra, akkor p|H = o|H ?

24) a B permutaciét o négyzetgydkének hivjuk, ha 5% = o .

25) A definiciot lasd a csoportelem rendje cimszénal.
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b) 7=(1,273)4,8,5),
C) p: (1777 6)(4’ 8)(27 57 9’ 107 3) ?
dl) 7 =t -hosszisdgu ciklus,

d2) ¢ =o0y05...05 ahol o; egy t; -hosszusagu ciklus hai=1,... .k .

3.4.16) a) Keressen maximalis rendii permutdcickat S,, -ben (n < 20).

b) Keressen maximalis rend{i permutédcickat Sigp -ban.

3.4.17) Bontsa fel transzpozicick szorzatéra a kovetkezt permutédciokat
és sllapitsa meg el6jeliket?®).

1234567 12345
01:(5326471)7 02:(32154)7

123456 123456
03:(421365)’ 04:(512634)’

12345678 123456 7891011
05:(35281467)’ ‘76:(2415831096 711)7

/123456 7891011121314 15

‘77_(51864214371215101311 9)7
s = (6,4,1,3,7,5),  0o=(2,4,1,3)0(7,8),
o010 = (1,2,5,10,4,3) 0 (6,11,8,16,19) o (13, 17) o (8, 12,9, 14, 18, 20, 15),
011:<57273); 012:(1737775)5

o _(123456789) 123456 7891011)
13—~ 1\374198625/

014 = (2415831096 711

3.4.18) Kirakhatdk-e az aldbbi 15-6s (kombinett?")-) jatékok?

21 5 1] 7 121 1] 91 4
10 3] 8| 4 2 5110
a) 511 6 b s 33
911211314 7115|114 | 6
26) Definicié: Tetszbleges o € S, permutdcio eldjele (=sgn(c) = o signuma) : a

felbontdsaban szereplo transzpozicidk szamdnak paritdsa: +1 jeloli a pdaros, —1 a pdratlan
esetet. [0 A definici6 érvényességéhez sziikséges az aldbbi eredmény:

Allitas: Tetszbleges o € Sy, permutdcié felbontdsdban a transzpozicick szamdnak pari-
tisa dllands. O

27) Sam Loyd (1841-1911) amerikai matematikus azt allitotta, hogy a jatékot taldlta
ki 1878 -ben, bdr egyesek szerint mér el6tte is ismert volt. Hirhedt (megoldhatatlan)
feladvanydban 10008 -t tlizott ki, ami rengeteg stulyos balesetet okozott Amerikdban
és Eurépdban is, ldsd pl. https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Loyd/
http://www.mathpuzzle.com/loyd/ , https://en.wikipedia.org/wiki/Sam Loyd
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27 371 1 5] 6]14] 8
11| 615 4 21 71011

c) 51 8] 7] 9 d) 1] 4] 5] 3
1013 12| 14 91312

3.4.19) Sam Loyd el6z6 15-6s jatékahoz (kombinett) hasonléan egy 3 x 3-
as dobozban 8 szdmozott kockat helyeztiink el, egy helyet pedig tiresen hagy-
tunk. A kockdkat odébb tologathatjuk dgy, hogy minden lépésben az egyik
szomszédos kockat toljuk az iires helyre. A 1épések sorozatit az F, L, J, B
betiikkel kédolhatjuk: minden egyes betii azt jelenti, hogy a megfelel6 1épés-
ben felfelé, lefelé, jobbra vagy balra tolunk egy kockat. Példdul a kozépsod
abran lathato helyzetb6l négy lépésben (JFFB) juthatunk el a baloldali 4brén
lathaté alapéallapotba.

a) Mekkora a legkisebb lépésszam, amivel el lehet jutni a jobboldali 4l-
lapotbdl az alapéallapotba?

b) Keressiink invaridns®®) tulajdonsigot annak eldontésére, hogy egy
helyzetbdl el tudunk-e jutni (tologatdsokkal) az a) alapallapotba.

3.4.20) Egy kartyakeverd gép minden egyes alkalommal ugyanazon maéd-
szer szerint rendezi &t a lapokat. Ebbe a gépbe beletessziik az 6sszes kort
ds2tol a kirdlyig sorrendben®). Osszekevertetjiik a lapokat, majd azokat tjra
betessziik a gépbe. A mésodik keverés utdn a lapok sorrendje a kovetkezo:
10,9, Q, 8, K, 3,4, A, 5,J,6,2,7. Mivolt alapok sorrendje az els6
keverés utdan? (Lésd még a 3.4.14. feladatot®®).)

28) A jétek egy tulajdonsdga invaridns, ha a jaték folyamén nem valtozik meg.
29) A csomagban levé figurdk eredeti sorrendje: A, 2,3,4,5,6,7,8,9,10,J, Q, K .
30) Hasonl6 feladatot taldlunk a KoMal F.2848. feladatdban is.
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Kartyakeverogép

3.4.21) Amikor Bendegiz érvényes helyjegyével felszéllt a Gocsej ex-
pressz 78 -személyes vasiti kocsijaba, dobbenten vette észre, hogy ott méar
minden hely foglalt. Az tortént ugyanis, hogy Domdtor helyjegy nélkiil sz&llt
fel. A tobbi 77 utas pedig — koztiik FElek is — vasdrolt ugyan helyjegyet, de
nem feltétleniil iiltek oda, ahova a helyjegyiik szélt. Bendegiz feléllitja azt,
aki a helyét elfoglalta. Aki feldll, az most méar szintén a sajat helyére sze-
retne leiilni, és igy tovdbb. Mindez addig folytatédik, mig végiil Domotor le-
leplezodik. Mennyi a valdsziniisége annak, hogy Elek iilve nézheti végig az
eseményeket?!) ?

3.4.22) Baloldalt egy sédska, kézépen egy szocske, jobboldalt egy tiicstk
il egy hosszi, egyenes drokban. Idénként valamelyik dtugorja egyik szom-
szédjat (és két tarsa kozé pottyan). Elbfordulhat-e, hogy 1999 ugras utén
djra a kiindulé sorrendben iilnek, ha végig csak az arokban (egy egyenes
mentén) ugrélnak’?) ?

3.4.23) Mi a kovetkez6 képrejtvény megfejtése: ?

31) KoMal B.3391.feladata (2000/6, 361.0ld), megolddsa a 2001/3 szdm 157.old.
32) KsMalL B.3296.feladata (1999/6, 361.0ld.), megoldasa a 2000/2 szam 98.oldalan.
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4. fejezet

Gyuruk

4.1. Alapfogalmak

4.1.1) Vizsgdlja meg, hogy az alabbi struktirdk gyfiriit alkotnak-e:
0) (A% +,0) (A #0 tetszbleges halmaz),
a) R+, Q@+, (Z+),
b) (Z-2,+,:) (=péros szdmok a szokdsos miiveletekkel)
c)  (Zm,+,:) (m € Z tetszOleges egész szém),
d)  (Rlz],+,-),
e) (Z],+,-) ahol w=1i,v2,v/=5 vagy =3+,
£)  ({i,h},V,A) (logikai miiveletek),
g) (P(X),U,n) (halmazmiiveletek).

4.1.2) Mutassa meg, hogy az aldbbi struktirdk gytiriik:
O) (Rnxn +’ ) ,

a) (Zs,+,") ,

b) ({i,h},<,V),
c) (PX),A,N),
d) (Z]V3],+,-),

e) Q= {g cQ|b pdmtlan} a szokdsos miiveletekkel,

43
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f)

R][z]] := {Z Tt € R}

1=0

un. forma4lis hatvanysorok halmaza (R tetszoleges gyfirii), az aldbbi
(szokdsos) miiveletekkel:

(Z mxi> H (Z sixi> = (Z (ri + 8i) xl>

és
(Z rixZ) L] (Z s,-xi> = (Z tixi) ahol t; = ersi_j
i=0 i=0 i=0 7=0
(Az R|[[z]] jelolésben nem tévedés a dupla [[ ]] zéréjel.)

g)  (Zy~,®,®) ahol tetszdleges @, b ezN (végtelen) sorozatokra

n

a @ ? -7 & cpt = (Z ai> + (Z bi> (mod p™*1)
i=0 =0

1=0

és

T =T & o (Z ) . (z bz-) (mod 4+
=0 1=0

(Azaz Z, elemei, az in. p-adikus egészek tulajdonképpen ”végtelen hosszi”,
p-alapi szémrendszerben felirt egész szamok, az dsszeadds és a szorzds miiveleteit
a kozonséges egész szamok Osszeaddsdnak és szorzdsdnak megfelelden végez-
ziik!).)

1) 1igy, ahogyan &ltaldnos iskolaban tanultuk. A szabélyok bonyolultsagat a maradékok
"p-adikus” [tizes”] dtvitele okozza.
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4.1.3) Mik az egységek?) , asszocidlt®- | irreducibilis- és primelemek®) az
el6z6 feladatban felsorolt struktirakban?

4.1.4) Miért nem test a polinomok halmaza?

4.2. A Z,, maradékosztalyok

Ez a fejezet 1ényegében az egész szamok oszthatésagrol szol, kicsit méasképpen
mint a kozépiskolaban.

4.2.1. Alapmiiveletek
4.2.1.0) a) Igaz-e, hogy 7-3=-3 (mod 12) 7
b) Igaz-e, hogy  "pdros+paros=pdaros” (mod 9) 7
c) Mutassuk meg, hogy a  (Z,,,+) strukturdban nincs a + miivelettel
kompatibilis rendezési relacio.
4.2.1.1) a) Adja meg 5 és 3 (multiplikativ) inverzét (mod 9) !
b) Oldja meg az 5z =3 egyenletet  GF(9) -ben!
c) Szémitsa ki 5/3 értékét GF(9) -ben és (mod 20) !
d) Szémitsa ki V7 értékét mod 13!

4.2.1.2) Oldja meg az aldbbi egyenleteket a megadott struktirakban:

?) Definicié: Tetszbleges (S, o) félcsoportban (i) az a € S elem osztéja a b € S
elemnek (vagy: b oszthaté a-val / t6bbszorose a -nak), ha b= aec valamilyen c € S
elemre. (ii) u € S egység, ha u osztdja S minden elemének. |

Jegyezziik meg: egység#egységelem! A fenti fogalmaknak csak akkor van ”értelme”, ha
S nem csoport, hiszen minden csoportban barmely elem oszthaté barmelyikkel.

3) Definicié: Tetszbleges (S,e) félesoportban az a,b € S elemek asszocidltak
(="térsitottak”), ha a = u e b valamely u € S egységre. [

1) Definicié: Tetszbleges (S, ) félcsoportban (i) az a € S elem irreducibilis (fel-
bonthatatlan), ha birmely a = bec felbontdasra b vagy c egység (azaz ¢ vagy b asszocidlt
a -hoz).

(ii) a € S primtulajdonsagu (vagy prim), ha birmely u,v € S elemekre a | uewv
esetén a|u wagy alv . O
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a) b5z+7=9 (mod 13),
b) =7  GF(47) -ben,
c) 22-5r+6=0 GF(13) -ban,
d) 22432+9=0 GF(17) -ban,
e) a*+42?—5x+6=0 GF(17) -ban,
f) bx+3y=9 (mod 13).
4.2.1.3) Hatdrozzamegaz f(z) = 2?+2x—1 kifejezés szélsbértékeit
le -ben
4.2.1.4) a) Ellenérizze, hogy g =3 primitiv gyok®) -e (mod 17) .

A feladatgytijtemény végén megtaldlhaté  Index- és hatvinytdblazatok
(mod p)  segitségével szamitsa ki az aldbbiakat.

b) Mennyi 3% (mod 17) ésmennyi 3% (mod 43) ?

c) Keresse meg a tédblazatban z'ndg)(QS) értékeét, és ellendrizze.
Mennyi ennek alapjan 28 (mod 43) ?

d) Mennyi  11%° (mod 43) és mennyi  11%° (mod 47) ?

e) Keresse meg 7,16 és —1 indexét a 3 primitiv gyokre vonatkoztatva
(mod 17),  majd szdmitsa ki 6/7 , /16 és /—4 értékét (mod 17) .

f) Keresse meg 7 (multiplikativ) inverzét®) (mod47) , majd oldja meg
a T7xr=11 (mod47) egyenletet.

g)* Mennyi 137'% (mod 1271) ?  Mennyi 137'% (mod 24) illetve
374471 (mod 9875) ?

h) Oldja meg az aldbbi egyenleteket. (Ahol lehet, ne prébalgatédssal oldja
meg.)

5) Definicié: g € Z, primitiv-gy6k modp (p € P primszdm), ha [g] = (Z,, "),
azaz ¢ hatvanyai kiadjak Z,, osszes elemét. (|
(Lasd még a konyv végén levd tébldzatokat.)

6) Definici6: Tetszbleges (S, ) (multiplikativ) félcsoportban egy a € S elem inverze
a'e€S, ha axa ' =e ahol e az S egységeleme. O

Definicié: Tetszbleges a € Z szdm multiplikativ inverze (mod n) al e,
ha a-a='=1 (modn). O
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r? =8 (mod 17) , 22 =14 (mod 17) ,
23 =11 (mod 41) , 3 =18 (mod 41) ,
23— 322+ 22 — 1 =0 (mod 39) .
4.2.1.5) A kerékpdr hajto és hajtott fogaskerekeinek egy-egy fogét meg-
jeloltiik. Milyen szamelméleti miiveletet tudunk gy kisérletileg elvégezni?

Hogyan lehet igy meghatérozni az Inko -t 7 (A konyv cimlapjan egy szem-
léltetd abrét lathatunk.)

Lasd még a 4.3.4. ”Linedris Diophantikus egyenletek” fejezet feladatait is.

4.2.2. Altaldnos- és kozépiskolds feladatok

4.2.2.0) a) Igazolja az (4ltaldnos iskoldban tanult) 2-es, 3-as, 4-es, 5-0s,
9-es (oszthatésdgi) ”probakat”.

b) Mutassa meg, hogy: egy tetszbleges n € 7 egész szam pontosan akkor
oszthato 11 -gyel, ha szamjegyeit valtakozo eldjellel dsszeadva a kapott dsszeg
oszthaté 11 -gyel. (Un. 11 -es préba.)”)

Oszthato-e 11 -gyel a 2835789423753918071 szdm?

c) "Ellendrizze” a kovetkezd (&ltaldnos iskolai) szamoldsokat anélkiil,
hogy a végeredményt ténylegesen kiszamolna:

673 - 427 = 287 371, 91742525 168 = 23089752420 ,
907 159 : 382 = 2 374 + (maradék 291),

2830 917 : 427 = 6634 + (maradék 199) ,

601 524 - 548 120 = 329 797 334 880 ,

135498 - 759054 = 102850298793 .

4.2.2.1) Mennyi maradékot adnak az aldbbi kifejezések:
a) 9136 + 143% + 731 - 54329 - 42437 — 4373 + 1 , 18 -al osztva?
b) 79346 + 146'%° - 1723 + 1 , 13 -al osztva?

7) Tovabbi oszthatésdgi "probakat” taldlunk még pl. a The Mathematical Gazette
folyoirat 510 (2003), 497 (1999) szémaiban.



48 FEJEZET 4. GYURUK

c) 3% 44304632478 5 -tel osztva®) ?
d) 1-7-13-19-...-1993-1999 , 6 -tal osztva®) ?

4.2.2.2) a) Hatdrozza meg az  1!+2!+...4+2005!  kifejezés utols6 két
jegyét!).

b) Hatdrozza meg az 12 +22+...+20052  kifejezés utolsé két jegyét.
c) Adjuk meg
10011955 g5 1001(1001)

11965

utolsé 9 szdmjegyét! (Pontosan hany jegyt is a 100 szam?)

d) Milyen szdmjegyre végzddik a 5+ 5% + ... + 50 kifejezés a 186
alapi szamrendszerben felirva'l) ?

e) Milyen jegyre végzddik (a tizes szdmrendszerben) — 92092 + 20029 ?
Mi az utolsé két jegye? Mennyi a kifejezés 5 -6s maradéka!?) ?

4.2.2.3) Ha&ny laba van 0sszesen egy tytknak, hat kutyanak és hét palpi-
gradinak? (A palpigradi egy allat latin neve.) Az aldbbi 6t vélasz koziil
pontosan egy helyes'®):

A)46, B)52, ()66, D)78, E)S82.

4.2.2.4) Mutassa meg, hogy minden 6 -ra végz6dd négyzetszamban a
tizesek helyén pdratlan szamjegy &ll!

4.2.2.5) Bizonyitsa be, hogy tetszolegesen vilasztott 6t egész szam
kozott mindig van olyan hdrom, amelynek 6sszege oszthaté 3 -mal !

4.2.2.6) Legyen n tetszOleges pozitiv egész szam. Mennyi a maradék,
haaz 1" +2"+4+3"+4" osszeget elosztjuk 4 -gyel 7

8) Varga Tamés matematikaverseny 2002., 7. osztédly megyei fordulé.

9) Abacus Int.Math.Comp., 2001.Nov, grade 5, http://www.gcschool.org/abacus.html

10) Abacus Int.Math.Comp.2005.Febr. for grade 7-8, Problem C.478.,
http://www.gcschool.org/pages/program/Abacus.html

1) Abacus Internat. Math. Comp. 2003/04. Febr., Problem C.424. for grade 7-8, 1d.
http://www.gcschool.org/pages/program/Abacus.html

12) Bem J. varosi matematikaverseny 2002., 7. osztaly.

13) Zriyi Ilona matematikaverseny 2001., dltalsnos iskoldk 3.0.szaméra, megyei fordulé.
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4.2.2.7) Egy (dltaldnos) iskolai feladat volt, hogy a tanulok szamoljdk
ki 14! értékét. Peti eredménye = 87 178 290 120, Pannié = 87 178 290 200.
Szamol6gép és fiiggvénytabldzat nélkiil dontsiik el, melyik eredmény (lehet)
helyes. Keressiink tobb ellendrzési médszert!!'?)

4.2.2.8) A 10839 és a 11863 szdmokat ugyanazzal a hdromjegyii szam-
mal elosztva mind a kétszer ugyanaz a maradék. Mennyi ez a maradék!'®) ?

4.2.2.9) Hérom egymaést kdvetd pozitiv egész szam kbének tsszege oszt-
hat6 18-cal. Mennyit kapunk maradékul, ha a legkisebb és legnagyobb szdm
szorzatat 18 -cal osztjuk el'6) ?

4.2.2.10) Adjuk meg azt a legkisebb pozitiv egész szdmot, amellyel az
1999 -et megszorozva a kapott szam utolsé négy jegye'”) 2001.

4.2.2.11) Szamolégép nélkiil mutassa meg, hogy 333,333,331 oszthaté
17 -tel'®).

4.2.2.12)* Hatdrozzuk meg az s alapu szamrendszerben felirt

F, =1+4+22+333+4444 + ... + ss5...5

osszegnek (a legutolsé szam s -jegyfi)
a) utolso jegyét ,
b) (s —1) -gyel val6 osztasi maradékat'?).

4.2.2.13)* Mutassuk meg, hogy tetszéleges n természetes szam esetén a
3™ oldali konvex sokszog oldalait és &tléit be tudjuk szinezni 3 szinnel tgy,
hogy a szinezett élek lefedheték 3"~! homogén (egyszinil) haromszoggel>?)!

14) » Abacus” 1jsag &lt.iskolasoknak, 2005. B634. feladat, 6.0szt. részére

15) Osszefoglalé feladatgytijtemény matematikabol, 3945.feladat

16) Felvételi feladat 2001.V.22.de.7.példa.

17) KoMalL C.576.feladata (2000/3, 168.0ld.), megolddsa a 2000/9 szam 525.0ld.

18) A 31,331, ..., 33,333,331 szdmok mind primszamok, és (régen) sokdig tigy gondol
tdk, hogy minden ilyen szém prim. Még ma sem tudjuk, hogy a 33...31 alakd szdmok
kozott van -e végtelen sok primszam.

19) KsMaL F.3269.feladata, 1999.
20) Kiirschék J. matematikaverseny 2002.
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4.2.2.14) Egy fejszdmolomiivésztol a kovetkezd mutatvényt lattam: a
nézok gondolnak néhdny, akdarmilyen nagy, legaldbb 1 de legfeljebb 8 db
paratlan szémot (nem feltétleniil kiilonbozoket), és négyzeteik 6sszegébdl a
"fejszdamolémiivész" azonnal megmondja, hogy hdny szém négyzetét adtak
ossze a nézék?D). Mi a triikkk megfejtése?

4.2.3. Euler és Fermat tételei, nagy kitevojii hatvanyok

4.2.3.0) Hény jegyli a 34255432 kifejezés a tizes szdmrendszerben
felirva? Es kettes szdmrendszerben?

4.2.3.1) a) Szamitsa ki p(p) és @(p-q) értékét tetszoleges p,q € P
primszamokra.

b) Hatdrozza meg tetszoleges n € N  természetes szam FEuler-féle ¢ -
fiiggvényének értékét!

c) Hatdrozza meg ¢(1500) , p(2520) és ¢(13860) értékeit.
d) Mutassa meg, hogy ¢ (gyengén) multiplikativ??) szdmelméleti®®) fiigg-
vény.
4.2.3.2) Szamitsa ki az aldbbi hatvanyokat:
a) 64562  (mod9786) ,
b) 4326 (mod 1003) ,
c) 22225 (mod137) .

21) A biivésztriikkot Pésa Lajostol hallottam.

22) Definicié: (i) Az f: N — R figgvény multiplikativ, ha tetszéleges m,n € N
relativ prim szamok esetén  f(uwv) = f(u) - f(v) .

(ii) Az f:N — R fiiggvény totdlisan multiplikativ, ha tetszbleges m,n € N szdmok
esetén  f(uww) = f(u)- f(v) . O

2)Definicié: Az f : N — R tipusi fiigguényeket hivjuk szamelméleti figgvényeknek.Ol
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4.2.4. RSA - titkosiras

Ebben a fejezetben a kévetkezo specidlis jeloléseket hasznaljuk:

p,q € P primszamok, n =p - q ,
s=p(n)=@p-1)-(¢-1),

ef =1 (mods) ahol e a nyilvdnos és f a titkos kulcs.

A hasznalt ABC -k:

00 = sz6koz mindig, a rovid tizenetek elejét 0-val toltjiik fel.

Sajnos a kiilonb6z6 példdk kiillonbozé ABC -ket hasznédlnak, ezért aldbb
ismertetjiik a hasznalt ABC -ket, valamint minden feladatban megadjuk a
példdban hasznélt ABC betiiszémét (26, 30 vagy 35).

01=A, 02=B, 03=C, 04=D, 05=E, 06=F, 07=G, 08=H, 09=I, 10=J,
11=K, 12=L, 13=M, 14=N, 15=0, 16=P, 17=Q, 18=R, 19=S, 20=T, 21=U,
22=V, 23=W, 24=X, 25=Y, 26=7Z /26-betiis ABC/.

01=A, 02=A, 03=B, 04=C, 05=D, 06=E, 07=E, 08=F, 09=G, 10=H,
11=I, 12=J, 13=K, 14=L, 15=M, 16=N, 17=0, 18=0, 19=P, 20=Q, 21=R,
22=S, 23=T, 24=U, 25=U, 26=V, 27=W, 28=X, 29=Y, 30=Z /30-betiis
ABC/.

01=A, 02=A, 03=B, 04=C, 05=D, 06=E, 07=E, 08=F, 09=G, 10=H,
11=I, 12=1, 13=J, 14=K, 15=L, 16=M, 17=N, 18=0, 19=0, 20=0, 21=0,
22=P, 23=Q, 24=R, 25=S, 26=T, 27=U, 28=U, 29=1, 30=1, 31=V, 32=W,
33=X, 34=Y, 35=7Z /35-betiis ABC/.

4.2.4.0) Faktorizalja®*) az aldbbi szamokat:
a) n— 440 TAT |
b) n=2347589,
c) n=97189 241 ,
d) n= 17967 876 255 379 ,
e) n =444 113 096 135 661 846 937

4.2.4.1) a) Kodolja a  "Wir treffen uns am Samstag” [Taldlkozzunk
szombaton]  iizenetet, ha n =556 e=27 (26 betiis ABC).

24) bontsuk fel primszamok szorzatéra
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b) Dekédolja a 24, 14, 34, 51, 05  RSA iizenetet, ha n = 55 és
f =17 (35 betiis ABC).

c) Dekddolja a 10, 62, 64, 34, 62 60 RSA {izenetet, ha n = 77 és
f =7 (35 betiis ABC).
(Ezek csak betiinkénti kédolasok, 1d. a 4.2.4.7) feladatot.)

4.2.4.2) Adottak a p =269 és g =241 primszamok és az e = 53201
nyilvanos kulcs.
a) Szamolja ki s = p(n) értékét,
b) ellendrizze, hogy e és s relativ primek, majd szamolja ki f értékeét,
c) kédolja az  x = 48055 iizenetet,

d) dekddolja az el6bb kapott titkos iizenetet (azaz ellenérizze a fenti szamité-
sokat),

e) kédolja a  "HELLO” = 0008 0512 1215 iizenetet (26 betiis ABC),
f) dekédolja a 36376 28210 53334  iizenetet.

4.2.4.3) a)-d) Oldja meg az el6z6 feladatot a p = 109, ¢ = 271,
e=13201 és x =11418 értékekkel.
e) kédolja a  "HELLO” = 0008 0512 1215 iizenetet (26 betiis ABC),
f) dekédolja a 424 20621  iizenetet.

4.2.4.4) Tegyiik fel, hogy a mi kédrendszeriink p=23, q=37, n=851,
s=792, e=13, =61, egy tarsunké p=29, q=31, n=899, s=80, e=29, {=29.

Hitelesitsiik aldfrasunkat részére a ”"ZSEBSZAMOLOGEP”  sziveggel (35
betiis ABC).

4.2.4.5) Legyenek n =49,891,381 , e=209, mig f,p,qés
s titkosak, haszndljuk a 30 betiis ABC -t.
a) Kédoljaaz  7ANNA OROK” = 00000001 16160100 18211813 iizenetet.
b) Kédoljuk az  "OLVASD EL” iizenetet (26 betiis ABC) .
c) Ellendrizze az 2z = 2/ = 49691150 (modn)  aldirds hitelességét.
d) Torje fel a kédot  (f, p, q, s =7), majd dekédolja az
y =a¢ = 37791786 , 01150082 , 32137718 (modn) iizenetet.
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4.2.4.6) Ha n a 2.4.0) e) feladatbeli szam>) és  f = 2039  akkor
mennyi e értéke és mennyi az x = 32 kdédja?

4.2.4.7) Milyen hosszi blokkokat (hany bet{it egyszerre) lehet kédolni
ha az n kulcs k -jegy{i?
4.2.4.8)***** Torie fel az aldbbi kédrendszert: e = 9007 ,

n = 11438162 5757888867 6692357799 7614661201 0218296721 2423625625
6184293570 6935245733 8978305971 2356395870 50589890751 4759929002
6879543541 (129 jegytt),

a titkositott tizenet:

C = 9686 9613754622 06147714092 2254355882 90575999112 4574319874
6951209308 16298225145 70835693147 6622883989 6280133919 9055182994
5157815154 (26 betiis ABC)
4.2.4.9) Tovébbi gyakorlé kédrendszerek:
a) p=5,q=11, n=>55,s=40,e=27, f=3,
b) p=7 g=11, n=77,5s=60,e=11, f=11,
c) p=5¢q=13, n=65s=48,e=29, f=5,
d p=79g=13, n=91,s=72,e=29, f=5,
e) p=11, =13, n=143, s =120, e =11, =11,
f) p=17, q=19, n =323, s =288, e =17, f =17,
g)  p=229, q=233, n=53,357, 5 =52896, ¢ =169, f =313 .

4.2.5. Struktiurdk vizsgalata

4.2.5.1) a) Adja meg tetszbleges m € Z egész szdm esetén (m) -et, az
m &ltal generalt féidealt?t)!

25)  n = 444 113 096 135 661 846 937 = 3 719 977 867 * 119 385 951 211

26) Definicié: i) Egy R gyfirtt H < R részgyfirtije idedlis részgyfirii, vagy rovi-
den idedlja, ha a Fkiilsé szorzdsra is zért, vagyis tetszleges r € R esetén rH :=
{rh | he H} CH . Az idedlokat dltaldban I betiivel jeloljik: I < R.

ii): Egy I < R idedl f6idedl, ha egy elemmel generdalhatd, vagyis ha létezik olyan m € R
amelyre I=(m):=R{m}={rm|reR}. O
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b) Mutassa meg, hogy

(Zma +, ) = (Z’ +, )/(m)

4.2.5.2) Mutassa meg, hogy R"*™ (n > 2) azon elemeinek (métrixok)
halmaza, amelyek elsé sordnak minden eleme 0 , R™"™ -nek jobbidealjat
alkotjdk. Balidedl-e ez a halmaz? Keressen balidedlt R™*™ -ben!

4.3. FEuklideszi gytrik

4.3.1. Alapfogalmak

(Az Euklideszi gytiriik ¢(r) fliggvénye helyett sokszor |r| , ||r|| vagy
N(r) -et irunk, és az r € R elem abszolit értékének vagy normdjanak
is nevezziik.)

4.3.1.1) Vizsgélja meg, hogy az aldbbi gyfiriik koziil melyek Euklideszi
gylirtik’”!  Adja meg a ¢ normat és a maradékos osztas algoritmusat is!

a) (N,+,4) , (Z,+,:) , (Z-2,+,:) (ez utébbi a paros szamok
gytirlije),

b)  (Nlz],+,-), (Zz],+,), Zplz], +,-) , Zmlz], +,-), (Qlz],+,),
(Rlz],+,-) , (Clz],+,-), (Q[z],+,-), (I[z],+,:) polinomgyiiritk
(ahol Q a kvaterniok teste, I' egy tetszoleges test)

¢) (Zla],+,-) ahol o =i, V2, V3, V3i, V5, V5i, V6i, V-1,
V19i, VA3i, V6Ti, V1630, 1 + Y% vagy 1=+ i,

d) Q= {% cQ|b pdmtlan} )

27) Definicié: Egy (R,+,) gytirtit Euklideszi gytirtinek hivunk, ha van olyan ¢ :
R — N fiiggvény, amelyre teljestil:

(i) @(r)=0 «csak r=0 esetén dall fenn,

(ii) minden a € R elem maradékosan oszthaté barmely b € R elemmel, ha p(a) # 0
és o(b) # 0, azaz vannak olyan c,d € R elemek: a=b-c+d és (d) < ¢(b) .
Ekkor ¢ -t hanyadosnak, mig d -t maradéknak hivjuk.

o(r) helyett gyakran |r|, ||r|| vagy N(r) -et irunk, és az r € R elem abszolit értékének
vagy normajanak nevezzik. O
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e) (R[[z]],+,:) (formélis hatvanysorok),

f) (Zp~,®,©) (p-adikus egészek).

4.3.1.2)* Mutassuk meg, hogy ha az o € C komplex szdm mdsodfoki
algebrai egész, vagyis gyoke egy  a’+pa+q=0 (p,q € Z) egyenletnek,
és o jeloli az egyenlet masik gyokét, akkor a (Z[a],+, ) struktira elemein

értelmezett
N(a+ ba) := (a+ba) - (a+ ba)

fiiggvényre teljesiilnek az aldabbiak:

a) tetszoleges u,v € Zla] szémokra  N(uv) = N(u)N(v)
(azaz N totdlisan multiplikativ),

b) ha o ¢ R akkor minden u € Z[a] szdmra N(u) = |ul?
(mint v € C szdm abszolut értékének négyzete).

4.3.2. Primfelbontas

4.3.2.1) Mutassa meg, hogy a (Z-2,+, -) struktirdban (a paros szamok
gytiriije) nem teljesiil az egyértelmii primfelbontds tulajdonséga.

Lasd még az el6z6 alfejezet utolsé feladatét, valamint a 4.4 ” Polinomok”
fejezet megfelelt feladatait (pl. 4.4.3)) is!

4.3.3. FEuklidesz algoritmusa

4.3.3.1) Keresse meg az aldbbi szamok legnagyobb kozos osztéjét:
a) 7732 és 149 ,
b) 94542 és 24981 .

4.3.3.2) Keresse meg az 56354 és 2956 szamok legkisebb kozds tobb-
5207T05€t!

4.3.3.3) Keresse meg a 65924, 33284 és 53142 szémok legnagyobb
koz6s osztojat!
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4.3.3.4) a) Szdmitsa ki Inko(a,b,c) , Inko(a,b,c,d), lkkt(a,b,c) és
lkkt(a,b,c,d)  értékét altaldban, és az a = 29601, b = 26565, ¢ = 16302,
illetve az a = 5292, b = 7623, ¢ = 6435, d = 5005 szdmok esetében.

b) Relativ primek-e az « = 14700, v = 21021 és w = 9867 szdmok?

c) Adjon meg hdrom olyan szdmot, amelyek relativ primek de pdronként
nem relativ primek .

4.3.3.5) Kor alaku futépélydn két versenyzo tart edzést, egyszerre indul-
nak, és ugyanazon irdnyban futnak. A paly&t

a) egyikiik 6 perc, a masik 10 perc,

b) egyikiik 20 perc, a masik 35 perc,

c) egyikiik 5 perc, a mésik 15 perc
alatt keriili meg. Hény percenként taldlkoznak?

d) Oldjuk meg a feladatot altaldnosan is:  Ha a palyat ¢; ill. ¢5 perc
alatt keriilik meg, akkor hany perc milva, és hol (a péalya mely részénél)
taldlkoznak?  Mely esetekben taldlkozhatnak csak a startjelnél?

(Ne feledjiik, hogy altalaban t1,t; € R tetszoleges valds szamok is lehet-
nek!)

4.3.3.6) Oldjuk meg az el6z6 feladatot, ha

a) a versenyzok a korpdlyan ellentétes irdnyban futnak,

b) a jdtékosok hintén iilnek (a jatszétéren), egyszerre és egyazon irdanyba
lendiilve indulnak (”ingamozgas”),

¢) a hintdkon ellentétes irdnyba lendiilve indulnak.

Tegyiik fel, hogy a két hinta kilengései (amplitidok és frekvencidk) azonos
nagysaguak.

4.3.3.7) Egy kor alaki pélyén ketten futnak ugyanabban az irdnyban
dlland6 sebességgel. Egy adott pillanatban az egyik futé 10 m-rel van a
madsik elott, de miutdn az élen futé 22 m-t megtett, a masik utoléri. Hdny
olyan kiilonboz6 pontja van a pédlyanak, ahol a késobbiek sordan a médsodik
futé lekorozheti az els6t?
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4.3.3.8) Két busszal mehetiink haza: az A jelii 14 percenként, a B jelii
20 percenként jar. Mennyi a legkevesebb, és mennyi a legtobb id6, melyet a
megalléban kell varakoznunk, ha

a) reggel 08 : 00 -kor mindkettd ott van a megélléban,
b) az A jelii reggel 08 : 00 -kor, a B jelii 08 : 03 -kor van a megalléban

(menetrend szerint).

4.3.3.9) Mely n € Z egész szdmok esetén lesz a kovetkezd tortek értéke
szintén egész szdm:

a)

n+11 3n+5 n?+1
b .
n_9 "’ ) i3 9

4.3.3.10) Mely n € Z egész szamok esetén egyszeriisithetok a kovetkezd
tortek:
) n+ 13 on + 6 2In 44
a — .
n—9 "’ 8+ 7’ 14n +3

4.3.3.11)  Osszuk el maradékosan
a) 20-t 3 -al,
b) (2+7i) -t (—1+ 3i) -vel.
4.3.3.12)  Szamitsuk ki az aldbbi legnagyobb kizis osztokat Euklidesz
algoritmusaval az alabbi Z[a] strukturdkban:
a) Inko(6+ 67, 5+ 31) =7
b) Inko(5 — 13iv/2, 17 + 5iy/2) =?
c) Inko(17/2 —13iv/3/2, 23) =?
d) Inko(74 — 472, 58 — 41/2) =?
e) Inko(13+8i, 5+ 3i) =?
f)  Inko(3 + 22i, 39 — 201) =7
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4.3.4. Linedaris Diophantikus egyenletek
4.3.4.1) Adja meg az alabbi (linearis Diophantikus®®)) egyenletek egész gyckeit:
a) 3141z + 6120y =4,
b) 5682z + 4836y = 30 ,
c) 10518z + 5682y =6,
d) 4512z + 1111y = 3248 ,
e) 1683z + 114y =3.
4.3.4.2) Egy 2520 m hosszi vezetéket 2,4m és 3,3m darabokra kell

feldarabolnunk. Hdnyféleképpen tehetjiik meg, ha a sorrend nem szamit>®)?
(Vegyiik észre, hogy most csak az egyenlet pozitiv gyokeit keressiik!)

4.3.4.3) a) 4 Ft és 2Ft 50f*") bélyegekbdl tudunk-e ragasztani 42Ft
értékiit a borftékra?

b) At tudunk -e fejteni 4, 6¢ bort 1¢ és 7d( -es iivegekbe tigy, hogy levegd
buborék egy iivegben se maradjon?

c) 15 x 85cm és 15 x 60cm -es lécekbdl tudunk-e 7m x 1,5m méretii
zsaluanyagot késziteni (firészelés nélkiil, hiszen nagyon sok kell) ?

Ne feledjiik, hogy ezekben a feladatokban is az egyenletek pozitiv gyokeit
keressiik !

4.3.4.4) Oldja meg az aldbbi linearis kongruencidkat:
a) 4r=3 (mod 6),
b) 238z =436 (mod 28) .

4.3.4.5) a) Oldja meg a 114z = 3 (mod 1683) egyenletet.
b) Keresse meg 18 multiplikativ inverzét (mod175) .

28) Diophantosz 6kori goroég matematikus Kr.u.250. koriil foglalkozott elészor olyan
egyenletekkel, amelyeknek csak az egész gyokeit kereste.

29) KoMalL 1999/4, 214. old. C 513. gyakorlat : ott a sorrend szdmit.
30) f = filler = a Ft véltopénze (1993-ban megsziint): 1Ft = 100f . O
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4.3.4.6) Melyik az a négyjegyii szam, amellyel 25707 -et elosztva 32 -6t,
37568 -at elosztva 43 -at kapunk maradékul®!)?

4.3.4.7*) Adja meg az
ar +by+cz=m (a,b,c,m,x,y,z € Z)

hdaromismeretlenes linedris Diophantikus egyenletek dltaldnos megoldédsat
(a kétismeretlenes egyenletekrdl tanultak felhasznéldsdval.)

4.3.4.8) Oldja meg az aldbbi egyenleteket az egész szémok korében:
a) 12z 430y + 152 =18,
b) 4r+3y="7z,
c) 62+ 10y+152=7.
d) Adja meg a fenti egyenletek pozitiv egész megolddsait!

4.3.4.9) irjafela 3x+4y+72=n  egyenlet Osszes (egész) gyokeét,
n fiiggvényében!

4.3.4.10) A McDonald’s éttermekben 6-os, 9-es vagy 20-as csomagolds-
ban rendelhetiink Chicken McNuggets-et. (igy példaul kérhetiink 21 darabot,
mert 21 = 6 + 6 + 9, de semmilyen médon nem kaphatunk 19 darabot.)
Melyik az a legnagyobb darabszam, amit nem tudunk rendelni*?)?

Erdemes még a 4.2.1.2) f) és 4.2.1.4) g) feladatokat is megtekinteniink.
A linedris Diophantikus egyenletek kombinatorikai vonatkozésait illeten az
[SzI'97] feladatgylijtemény 8. és 10. fejezeteit ajanlhatjuk.

4.3.5. Kinal maradéktétel

4.3.5.1) Oldja meg az aldbbi kongruenciarendszereket:

31) Osszefoglals feladatgytijtemény matematikabol, 3946. feladat.
32) KoMal, C.625.gyakorlata, 1d. 2001/4 szém 231.old., megolddsa a 2001/9.szém
527.oldalédn.
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- r =5 (mod7)
T i 2 (mod7) r =2 (mod 12)
a) y @=3 (mod9) . b) ¢ Z 5 05
x =3 (mod11) x =0 (mod11)

4.3.5.2) Oldja meg az aldbbi kongruenciarendszereket:

3z =4 (mod5) 3x =2 (mod?7)
a) { 20 =1 (mod3) ’ b) { 20 =3 (mod9) ’
x =3 (mod4) r=3 (mod 4)
91 TZ20man) 0 D 2=z e 1
bz =4 (mod 11) br=4 (modll)

4.3.5.3) Melyik az a legkisebb természetes szam, amely 2 -vel osztva 1 ,
3 -mal osztva 2, 4 -gyel osztva 3 és 5 -tel osztva 4 maradékot ad®®)?

4.3.5.4) Szamitsa ki a kovetkez6 nagyméretii szorzasokat a Kinai Maradék-
tétel felhasznalaséval:
a) X;=56079, Z;=58144,
b) Xo=49745, Zy=>55846,
c) X3=57898, Z3=48653,
d) X;=56898, Z3=49866 .
Haszndlja az aldbbi modulus-rendszert:

my = 11-23 =253 ,
me = 8-25 =200,
ms = 9-29 =261 ,
mg = 1319 = 247 .

4.3.5.5) a) Oldja meg az

{IES (mod 6)
r=7 (mod 10)

33) Osszefoglals feladatgytijtemény matematikabol, 3937.feladat
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kongruenciarendszert!
b) Adja meg &ltaldban az
{ r=a; (mod m)

r=ay; (mod my)

(4.1)

kongruenciarendszerek megolddsdt — (ahol m; és my nem feltétleniil relativ
primek).

4.3.5.6) a) Oldja meg az

r=5 (mod 6) r=3 (mod 6)
i) =1 (mod 10) |, ii) ¢ =5 (mod 10)
r=11 (mod 15) x=0 (mod 15)

kongruenciarendszereket!

b) Adja meg &ltaldban az

r=a; (mod my)
r=ay (mod my) (4.2)
r=az (mod mg)

(

kongruenciarendszerek megolddsét
paronként relativ primek).

Lésd még a 4.2.1.2) f) és 4.2.1.4) g) feladatokat is.

4.3.6. Magasabbfokii kongruenciak

Az z* = b (mod m) alaku kongruencidk megolddsdra nincs éltaldnos vagy
egyszerii médszer, ezen alapszik sok titkosirds.

4.3.6.1) Oldjuk meg az aldbbi kongruencidkat:
a) 2>=1 (mod 13)

b) z''=4 (mod 91)

c) z''=12 (mod 221)

d) z'¥ =4 (mod 391)

e) 2'"=3 (mod 143)
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f) 23 =2 (mod 1024)
g) 23 =6 (mod 187) .
A fenti kongruencidk megolddsa megtalalhat6 [Sz1'17] -ben.

4.4. Polinomok

4.4.1) Végezze el a kovetkezd polinomok maradékos osztését a Z|x], R[],
Q[z] és Clz] gyfiriikben.

a) (z*+2%):(x-2),
b) (*+3z+45): (222 Tz +9),
c) (42° +5x—2): (22 +3) .
4.4.2) Bontsa fel irreducibilis tényezék szorzatédra az aldbbi polinomokat
a Zlz|, Qlz] , R[z] és C[z] struktirdkban:
o) 22-1, 22-5, 2241, 23-1, 23+1, 2*-1, a2*+1,
a) 22-3r+1, 22+ 52 +7, > +x+1,
b) 223 —512+3x—2, 23 — 22 -1,
c) at+223 4227422 -1
d) 2°—22%+ 1323 — 1822 + 222 — 12..
4.4.3) Bontsa fel®®) primtényezékre az 1,000,000, 000, 000, 001
(16 jegytl) szémot !
4.4.4) frja fel az aldbbi polinomokat (r — 2) polinomjaként?®) :
a) 23—-222+2r-1,
b) ' +2?.

4.4.5) Mit kapunk maradékul, ha az x?°°! polinomot elosztjuk az
2% + 2z + 1 polinommal®®)?

34) azaz faktorizdlja
3) azaz  p(x) = an(x —2)" + ap_1(x —2)" 14+ ..+ai(x —2) +ay alakban.

36) KoMal, B.3426.feladat, 2001/6.szam 355.0ld., vagy
https://www.komal.hu/verseny/2001-01/B.h.shtml
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4.4.6) Hatdrozza meg az aldbbi polinomok legnagyobb kiézos osztdjat a
Z[z], Q[x], R[x] és C[x] strukturdkban:

a) pla)=a3+22>-2v+1 ¢é q@)=2>—-2-2,
b) f(z)=a2'+323—2>—-42 -3 & g(z) =323+ 102? + 22— 3.

4.4.7) Keresse meg az (0sszes) olyan  u(x),v(x) € R[z]  polinomokat,
amelyekre

f(@)-u(z) + g(x) - v(z) = d(z)
ahol f(z)=a%—2*+3z—-10 , g(z)=2°+62%>—9z— 14
és d(x) =lInko(f(z),g(x)) alegnagyobb kozos oszto.

4.4.8) Hényszoros gyvke
a) zo=1 az f(r)=2*+3224+22—6  polinomnak ?

b) 2=-2 a g(x)=2"+325—42*+ 2%+ 322 -4 polinomnak ?

4.4.9) Neégyzetmentesek®”) -e a kovetkezé polinomok:
a) a(r)=2—-2-2+1,
b) b(z)=z'+2*+42> +2+3,
c) c(z)=a5+22° + 112 + 1223 + 3927 + 18x + 45 .

4.4.10) Adjon meg sziikséges és elégséges feltételt arra, hogy egy mdsod-
foku polinomnak egyszeres gyokei legyenek.

4.4.11) Bontsuk fel irreducibilis tényeztk szorzatara az aldbi polinomokat
a megadott struktirdakban:
o) ofr)=22+1, oz)=2*+x+1 € L],
a) a(r)=2"-1 €Za],
b) bz)=a2"—z+1 €Zsz],
c) clx)y=2"—-1 €Za],
d) d(z)=22°+32°+52% +222 +4 € Zqz] .

37) Definicié: Egy p(x) € T[z] polinom négyzetmentes, ha nincs olyan q(z) € T[z] ,
. 2
q(z) ¢ T polinom, amelyre  (q(z))” |p(z) . O
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4.4.12)* Mutassa meg, hogy:  ha az egész egyiitthatds
P(a:) = aﬁa:6 + a5:L'5 + a4x4 + a3x3 + a2x2 +ax+ayg € Z[x]

polinom értéke minden x € Z egész szdm esetén egy 7 -tel oszthaté szam,
akkor a polinom osszes a; egyiitthatéja is oszthaté 7 -tel®®).

Lasd még az 5. 7 Testek” c. fejezet megfelel feladatait is.

38) Kozépiskolai Matematikai Lapok F1779.feladat, 1971.



5. fejezet
Testek

5.1.1) Ellendrizze, hogy a kovetkez6 halmazok a szokdsos miiveletekkel
testeket alkotnak: @Q , A (=algebrai szdmok), R , C, Q (=kvaterniok),
Q[8], Z, (hap € P primszdam), R . (=raciondlis tortfiiggvények).

5.1.2) Ellenérizze, hogy Zs -ben (azaz mod 5) valéban minden szammal
(kivéve O-val) lehet osztani (minden szémot).

5.1.3) Szdmitsa ki a p(z) - q(z) szorzatot a  Zn[z]/ ()  faktorgylrii-
ben, ahol
p(z)= 3z'+22% —4dr+1,
q(zr) = -4zt + 22 -3z + 2,
flz) = 20 + 2% —x + 4 és m=5.

5.1.4) Adja meg a
GF(4) = (Z2 [x]u +, ) /(z2+:c+l)

faktorhalmaz elemeit és a reprezentansok kozotti miiveletek tablazatait! Miért
test az igy kapott struktiura?

5.1.5) irja fel az aldbbi véges testeket (alaphalmazat [elemeit] és miiveleti
tablait) | (Segitség: ¢ = p" esetén a (Z,[x],+,-) gyflirlit kell faktorizélni
egy n -edfokd irreducibilis f(z) € Z,[z] polinommal.)

a) GF(4) = Zg[x]/(f7(x)) ahol pl. f7(l’) =224+ +1 ,
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g
Q

F(8) = Zo[z]/(fiy(ayy a@bolpl.  fu(z)=2"+x+1,
c) GF(16) = Zo|z]/(fsm)y abolpl.  fs(z) =2+ +2?+x+1,

d) GF9)= Z3[x]/(f10(ff)) ahol pl.  fio(2) = a?+1,
e) GF(27) = Zs[z]/(fsa(xyy aholpl.  fou(x) =2 +2z+1,
f)  GF(81) = Zs[z]/(fpr(x)) ahol Dl foo(z) =2t + 22 + 2,

g) GF(25) =Zsx]/(fsrwy aholpl.  f(z)or =2®+2,
h)  GF(125) = Zs[x]/ (fi1(z)) ahol pl.  fizm(z) =2*+2+1,
i) GF(625) = Z5[x]/ (fepr(x)) ahol Pl feor(z) = 2* +2 .

(Ld. még a Fiiggelékben az irreducibilis polinomok téblazatat. )

Lasd még a 4.2.1. 7 Alapmiveletek a Z.,, maradékosztalyokban” c. fejezet
feladatait is.



6. fejezet
Halék, Boole-algebrak

6.1. Halék

6.1.1) Vizsgaljuk meg a 1.2.2. ” Rendezések” c. fejezet 2.18-24 fela-
dataiban szereplo rendezési reldciokat: melyek alkotnak koziiliik halot.

6.1.2) Legyen R egy tetszbleges (elsérendii algebrai) struktira, legyen
Sub(R) R részalgebrainak halmaza, és tekintsik a SUB(R) := (Sub(R), <)
strukturdt, ahol < a részstruktura-reldcié. Mutassuk meg, hogy SUB(R)
h&élé. Van-e legkisebb, legnagyobb, minimadlis ill. maximadlis eleme, és ez
melyik részstruktirdja R-nek? Disztributiv hélé-e 7

6.2. Boole-algebrak
6.2.1) Az aldbbi struktirdkban (kvézi Boole-algebrak) irjuk fel a Boole-
algebra axiomadkat, és dontsiik el, koziiliik melyek teljesiilnek, melyek nem:

(a R:=(R,+,-,—,1,0) (valés szdmok szokdsos Osszeaddsa, szorzdsa,
szorzdsa (-1) -gyel),

(b) T := ({0,3,1}, max,min,1 —x,1,0,) a hdromértékti logika
(5 = a7 félig- igazsag”).

6.2.2) Az aldbbi struktirdkban irja fel a Boole-algebrék axiémait, a De
Morgan azonossdgokat, és a kivetkezo feladatban szereplé azonossagokat:
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(a) Px:=(P(X),uU,n,~,X,0) (aszokdsos halmazalgebra) ahol X # ()
tetszoleges halmaz.

(b) By :=(Y,u,nN, ", X,0) ahol X # () tetszbleges halmaz ¢s Y C P(X)
olyan halmazrendszer X részhalmazaibél mely zart a halmazmiiveletekre és

Xe).

(c) L:=(H,V,\,~,i,h) ahol H := {h,i} és V,A\,” a szokdsos logikai
miweletek.

(d) Pq:=(H,+,-,,02,0) ahol Q egy tetszbleges eseménytér,
H:=P(Q) és +,-,7,9Q, 0 rendre az események 6sszegét, szorzatat, tagaddsat,
a biztos- és a lehetelen eseményt jelolik (eseményalgebra).

(e) Ny :=(H,V,A,”,N,1) ahol N € N egy tetszbleges négyzetmentes
szém'), H = {N osztéi}, a,b € H esetén  a Vb := Inko(a,b),
aANb:=lkkt(a,b), a:=%.

a
(f)  C := a szinkeverés algebraja: H a lehetséges szinek halmaza, az V és
A miiveletek az additiv és szubtraktiv keverés, a 5 az s szin komplementer
(kiegészitd) szine, I :=fehér és () :=fekete.

(g) Kapcsolo- és csapalgebrdk:  villanykapcsolék és vizcsapok soros,
parhuzamos ill. forditott miikodésti kapcsoldsa, ahol I =dllandé dramlds
("csttores”) és () =nincs dram.

6.2.3) Igazolja az aldbi azonosségokat a Boole-algebrék axiéméi alapjan®):

(a) aVa=a, aNa=a (V és A idempotensek)
(b) ——a=a (= involicio)

(¢) avVb=|ésaNb=o akkor b=-a (- unicit&isa3))

(d) =(aVb)=-aAN-b

(e) =(aAb) =-aV b (De Morgan azonossdgok)
(f) ﬁ| =0 és —o= |

) Egy N € N szim négyzetmentes, ha egyik primtényezbje sem szerepel 1 -nél
magasabb hatvinyon. O]

2) Augustus De Morgan (1806-1871) angol matematikus.

3) egyértelmiisége



I1. rész

Megoldasok
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1. fejezet

Halmazok, relacidk, fiiggvények

1.1. Halmazok

1.1.0) a) = (AnBNC)U (ANBNC),

b) = (ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNC)
vagy rovidebben: = (ANB)U(ANC)U(BNC)

c)=(ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNCO)
d)=(AnBNC)Uu(AnNnBNC)U(ANBNC)
vagy rovidebben: = (zﬁ B) U (Aﬂ?ﬂ C’) .

1.1.2) a) x € {{z},y} pontosan akkor teljesiil, ha x =y ,
b) V =A{z{z},y},

) W elemei: 0, {0}, {0.{0}} e {0.{0}.{0.{0}}} , vagyis
W -nek 4 eleme van.

1.1.3) Igaz allitds a), b), d), e) ;  Hamis c) .
Az f) allitas pontosan akkor igaz, ha x =10 .

1.1.4) Igaz 4llitds a) és e) masodik fele ; Hamis b), c), d) és e) els6
fele.
Az i) allitds pontosan akkor igaz, ha 0 € X .

1.1.6) b) AAD=A,

71



72 FEJEZET 1. HALMAZOK, RELACIOK, FUGGVENYEK

AAB =10 = A=DB
AAC = BAC = A=B
AU(BAC)=(AUB)A(AUC) <= ACBAC
Megjegyezziik, hogy tetszdleges A, B, C' halmazokra

(AUB)A(AUC) = BAC

1.1.10) Vegyiik észre, hogy ha H = A x B, akkor A pontosan H
elemeinek elsé komponenseibdl dllhat, mig hasonléan B a masodik kompo-
nenseket tartalmazza.

a) GCsak A={1,2,3} ¢é B={1,23} Ilehet.

Ellenérzés: H; # Ax B, mert |H)|=6 mig

|Ax Bl = [A]-|B|
alapjdn esetiinkben |A x B|=3-3=9 lenne.
Megjegyzés: H C A x B minden ilyen esetben mindenképppen teljestil.
b) Hasonléan csak A = {a,b,c} és B ={1,2} lehet.
Konnyen ellenérizheté, hogy Hs = A x B .

1.1.12) Legyen
Ai =
{azon 0 és 31 kozotti egész szamok, melyeknek i -dik bindris szamjegye 1 } .

1.2. Relaciok

1.2.2) i1) Ekvivalencia reldcio.

f2,) (oszthatésag Z -n):  Nem antiszimmetrikus mert pl. 2| — 2 és
—2|2 de —2 # 2, tehdt az | relacié nem rendezés Z -n. Nem is szimmetrikus
mert pl. 3|6 és 613 .

f2,) (oszthatésdg N -n):  min -bél m < n kovetkezik kivéve ha
m = 0, vagyis 0 a legnagyobb elem, mert ~ m|0 minden m € N elemre,
és hasonléan 1 a legkisebb elem.
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g2,) m|a—b pontosan azt jelenti, hogy a és b ugyanazt a maradékot
adjék m -el elosztva, igy

Z)_, =T =1{0,1,...m—1}

m = 1 esetén bdrmely a és b szdmok kogruensek egymdssal, igy (az el6z6
esettel dsszhangban)

L]y =1 = {0}
(Més szavakkal: az =; reldcié szerinti parrticié egyetlen osztalybol éll: Z .)

m = 0 esetén minden szdm csak dnmagdval kongruens, vagyis =, a
(jolismert)  "egyenldseg” reldcio:
Eo — 7 — 7
g2;) a X b pontosan akkor teljesiil, ha p(a) és p(b) ugyanazt a véges
részhalmazat jeloli a primszdmok P halmazénak. Vagyis

2/ 2P U {o}

ahol P* jeloli P 6sszes véges részhalmazanak osszességét, és @ a 0 € Z szadm
ekvivalencia osztdlya. Megjegyezziik még, hogy () az 1 € Z szém ekvivalencia
osztéalya.

i2;) Szimmetrikus de nem reflexiv és nem tranzitiv.

j2) (pérhuzamos egyenesek) FEgy lehetséges reprezentans rendszer sik-
ban: egy ponton atmend sszes egyenes (egyenesserreg/sugarsor),

k2) A i reldci6 koztudottan reflexiv és szimmetrikus. V' -n nem tranzi
tiv mert 0 minden vektorral parhuzamos, de V\{0} -n mdr tranzitiv.

m2) A matrixok hasonlésdga ekvivalencia relacio.

q2;) Ekvivalencia mert: reflexiét barmely ¢ > 1 szém igazolja, a
szimmetria nyilvanval6, a tranzitivitdshoz pedig elég meggondolnunk, hogy
ha |4 <crés |2 <cp akkor |2 = |4 |2 < ¢ e, vagyis oo
igazolja a ~q d -t.

q2;) Az eléz6 pontban irtak alapjan a ~. b mindig szimmetrikus, de
csak ¢ > 1 esetén reflexiv, és csak ¢ < ¢ (azaz ¢ < 1) esetén tranzitiv.
Vagyis egyetlen ¢ > 0 valés szdmra sem ekvivalencia relécié.
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uts /

/
1.2.2) q2,) feladat

1.2.9) Egy reléci6 pontosan akkor reflexiv, ha gréfja tartalmazza az y = x
egyenest.

A relécié szimmetrikus, ha gréifja (tengelyesen) szimmetrikus az y = =
egyenesre.

A reléci6 teljes, ha T UIY = R? ahol I a reldcié gréafja és IV a graf
tikorképe az y = x egyenesre.

A relacié antiszimmetrikus, ha T UTIY € {y =z} .

1.2.1. Ekvivalenciak
1.2.15) a) == A = Z? (barmely két elem kongruens),
=( a (jolismert) "egyenléség” reldcio

= (az egyenl6ség) csak =, lehetne, nincs olyan m € N amelyre = azonos
lenne =,,-€l.

Z|_=7, L]_ =7y ={0},Z/_,= T,

=,, pontosan akkor finomabb =,, -nél, ha m|n , és = a legfinomabb
relacio.

b)  ~4 pontosan akkor reflexivha 0 € A .
~ 4 pontosan akkor szimmetrikus ha A szimmetrikus 0 -ra, azaz a € A esetén
—a € A is teljesiil.

~ 4 végiil pontosan akkor tranzitiv, ha A zart az Osszeaddsra: a,b€ A
esetén a+be A s teljesiil.

1.2.17) A szimmetria és a reflexivitds minden esetben nyilvanvalo.
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1.2.2. Rendezések

1.2.18) ¢) |z S Z? nem szimmetrikus és nem antiszimmetrikus.

1.2. 20) a) A harom- és négydimenzios kockak élgrafjait kapjuk
(az A, csicsok az {u,v,...} részhalmazokat jelolik):

1.2.21)

X+

x1+x3

\

w2+ x1 +x4

/

w2 +d] w1 +xh

\

w3+xd x2+x5

/

3+xh

x4 +x5

1.2.22) Példdul:  "minden pdros < minden paratlan”  Nill. Z -ben.
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Vagy:  vdlasszunk egy tetszoleges p € N, p > 2 szdmot, és legyen
n<m ha palapiszdmrendszerben felirva n lexikografikusan (betiirend-
ben) megel6zi m -et.

1.2.23) |03 C <mqop mig [vZ <y, hiszen példdul (N,[) -ban 0
maximadlis, 1 minimélis elem. Vagyis | o} teljessé tehetd, de |y nem.

1.2.24) (N,|) -ben:
inf{ay,...,ax} = Inko{as, ..., a}

és
sup {ay, ...,ax} = lkkt {aq, ..., ax}
1.2.25)  pl. 6,10 és 15 .

1.2.26) a) (R,<)-ben Hc(a)=(—o00,a] félegyenes,
H< (min(a, b)) = H<(a) N H<(b) ,  He< (max(a,b)) = H<(a) U H<(b)
és a<b< Hco(a) CH(b).

b) (N, | ) -ben nyilvin  H|(a) = {a osztéi} , 1l,a € H(a) ,
tovabba

H(a) N H (b

ab = acHOB) o H(a)C H(b)
- )
H (lkkt(a,b)) S Hj(a) UH|(b) .

N H
U H(b

1.2.27) a) < nyilvdn reflexiv. A tranzitivitds is konnyen lathaté: ha
f < gés g <h (melyeket ny, és ng igazol), akkor ng := max {nyy;ngn} és
no < n esetén nyilvan f (n) < g (n) < h(n), vagyis valéban f <1 h .

< nem szimmetrikus. Ha ugyanis f < g és g < f (melyeket ny, és ng ¢
igazol), akkor csak annyit tudunk, hogy az ng := max{ny,;n, ¢} kiiszobtol
kezdve f(n) <g(n)ésg(n) < f(n), azaz ng <nesetén f(n)=g(n); f
és g értékeirdl n < ng esetén semmit sem tudunk.

Azonban, tekintsiik az A halmazon a kovetkezd ekvivalencia relaciét
(HF): legyen f,g € A esetén f = g ha valamely ny € N kiiszobt6l kezdve
f(n)=g(n). Ekkor az A/ = faktorhalmazon <1 mar (igazi) rendezés lesz!
Sot, az < jelolés még kifejezObb lenne.
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< nem teljes reldcid, mert az f (n) = 14+(—1)" =2,0,2,0,2,... 63 f (n) =
1—(=1)" =0,20,2,0,... fliggvények 6sszehasonlithatatlanok (sem f < g
sem g < f sem f =g, még az A/ = faktorhalmazon sem).

b) Peélddul h(n) := min{f(n),g(n)} és k(n) := max{f(n),g(n)}
esetén h < f ,h<g, f<késg<ak . Tehat barmely f,g € A kompatibilis
alulrdl és feliilrol <1 szerint.

1.3. Fiiggvények, miiveletek
1.3.4) a)

Ker(p) ={ (z,y) € R* : sin(x) = sin(y) }
= U {(z,y) eR* 1y =+ 2kn} U{(z,y) eR*:y=(2k — I)m —x}.

kEZ

-15

1.3.4) a) feladat

1.3.6) Miiveletrol eleve csak akkor beszélhetiink, ha minden — z,y € R}
szampdarra xxy € Ry is teljesiil, azaz

x
rxy=x+y+ty/ry >0, vagyis t>—<\/j+\/§) .
Y x
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Ez pontosan akkor teljesiil minden x,y € R szdmra, ha ¢ > —2.

A kivint  (x*xy)*z=xx(y*z) azonossdg nyilvan fennall, ha ¢ = 0.
Ha t # 0, akkor pedig ekvivalens a

ATy + \/xz +yz + i/ ryz = \/yz + \/xy +xz +1\/yzw

azonossiggal. Az x = 4, y = z = 1 értékekkel tesztelve a 12 =4  egyen-
lethez jutunk. Tehat ¢ = 0 mellett csak ¢t = 2 johet széba. Az utébbi esetben

rry=z+y+2/ry = (Vr+y? ,

igy valéban

(ry)xz= o+ y+vz) =vx(yxz)
A feladat kovetelményeit tehdt csak a t = 0 és t = 2 értékek elégitik ki.

1.3.7) b) A kommutativitds és asszociativitas nyilvanvalo.

A X miivelet konnyen ldthatéan idempotens, hiszen tetszlleges r = 3 € Q
szamra
20 a

a
Mr—oiml_2t_9
rer b2 b

— =r

a
b
1.3.8) A vélasz: nem. Legyen f(z) =z és

r—3 ha z <1
g(x)=2 -2/ ha l<z<2 |
r—3 ha 2<zx

ekkor beldthato, hogy f,g € Qs de az f (z) 4+ g (z) = 0 egyenletnek nincs
megolddsal), vagyis f + g € Quso -

1.3.9) Az y = 23 gorbe pontjait egyértelmiien jellemezhetjiik az abcisz-
szdjukkal. Legyen ° az a miivelet, amely a gorbe a és b abszcisszdju A és
B pontjai esetén a°b-nek az A x B pont abszcisszdjat felelteti meg. Ekkor
a pontokon értelmezett * miivelet pontosan akkor asszociativ, ha a valés

1) a részletes indoklds megtalalhat6 a KoMal 2000/6. szdmanak 352.oldaldn, az A.228
feladat megolddsanal, vagy: https://www.komal.hu/verseny/2000-01/A.h.shtml
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szamokon értelmezett © miivelet az. Megmutatjuk, hogy ° éppen az 6sszeadés,
amibol feladatunk allitdsa nyilvan kovetkezik.
Az AB egyenes egyenlete a # b esetén

(b—a)ly—a’) = (" —a’)(@—a) ,

ami rendezés utdn
y=(b*+ab+a*) - x— (b*a+ a®b) (1.1)

alakba frhat6. Koénnyen ellenérizhetd, hogy az (1.1) egyenlet b = a esetén
az y = x° gorbe (a,a®) pontbeli érintdjének az egyenlete. Az (1.1) egyenletii
egyenes és az y = x° gorbe metszéspontjainak abszcisszai kielégitik az

2> = (b +ab+ a®) - x — (b*a + a®b)

egyenletet. Ebben az z-re nézve harmadfoki egyenletben 22 egyiitthatéja 0,
ezért a harom gyok dsszege?) is 0. igy, mivel az egyenlet két gydke a és b, a
harmadik gyoke —(a + b).

Vagyis a harmadik metszéspont a  (—(a+b),—(a+b)®) pont, tehdt az
AxBpontaz  ((a+b),(a+b)®)  pont, ami azt jelenti, hogy  a°b = a+b.
(Konnyen ellenérizhetd, hogy ez az a = b esetben is érvényes.)

Megjegyzés: Megoldasunkbdl az is ldtszik, hogy az y=a3+k-x
egyenlet{i gorbére is igaz a feladat allitdsa®).

1.3.10) Vizsgédljuk az (rey) —x + (ye2) —y mennyiséget! c) és
b) alapjén:

(zoy)—r+(yez)—y = (r—x)o(y—x)—(y—y)e(z—y)
= (-1)(0e(z—y))—0e(x—y)=0

Végiil a) felhaszndlasaval o csak a kivetkezd lehet:

Tey="—

2) A masodfoki egyenletekre megismert Viéta formuldkhoz hasonls, a harmad- (és
magasabb-) foku egyenletekre valé dltaldnositdsardl van sz6:  Ha az  apz™+...+ a1z +
ag =0  egyenlet (nem feltétlendl kilonbozd) gyokei  x1,...,x, , akkor xzi+..+x, =
—Qp-1/0p , X1y =(—1)"ap_1/a, , stb. 0 (Bbvebb részletekért ajanljuk a
www.mathworld.wolfram.com cimet, ahol egy matematikai kislexikont taldlunk.)

3) KéMalL 2000/1. szém 28.oldal F.3278 feladat.
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Ellendrizhetd (ellenérizendd), hogy ez a e miivelet teljesiti az a),b),c) tulaj-
donsédgokat. [

1.3.11) Ha x=y & z=0, akkor a feltétel szerint
v r=x+xr+0xx

azaz,
Oxz=0 (Vz e R) . (1.2)

Ha most = és y tetszdlegesek de z = 0 , akkor
zxy=xx(y+0)=(y*xx)+ (0xz)=(y*xx)+0
ami (1.2) alapjan azt jelenti, hogy
T*Y=Y*T
vagyis * valéban kommutativ. [

Megjegyzés: A x miivelet fenti tulajdonsdgaibdl (kommutativ és disz-
tributiv) még nem kovetkezik, hogy csak a szorzds lehetne.  Példédul az

rxy:=0 (Vo,y € R)
miiveletre is teljesiilnek a feladatban megismert tulajdonsdgok.

1.3.12) Teljes indukciéval igazolhat6, hogy minden y > 0 és tetszbleges
r € Z szamra
sy =x(y+1)—y. (1.3)
Ezutan, egy djabb teljes indukciéval igazolhato, hogy (1.3) teljesiil tetszbleges
y,r € Z szédmokra. [

1.3.13)* Az 2,0,y szdmokra ii) alapjan z X (0Xy) = y X (0K z) ,
tehat i) alapjan =Xy =y Xz | vagyis a X miivelet kommutativ. Ekkor ii)
-re alkalmazva a kommutativitast aX (bXc¢) =cXR (bKa) = (bXa)Ke =
(aXb)Xe.

1.3.14) Konnyen adhat6 olyan miivelet, amelyre a), b), c) teljesiil de
az eqyszerusitési szabaly nem: legyen
loxr=x0l:=x é xoy:=0 minden mds esetben.

1.3.15) A * miivelet nem asszociativ, nem kommutativ, jobbroél egy elem-
mel sem lehet egyszertisiteni, de balrél minden elemmel lehet egyszeriisiteni.



2. fejezet

Altaldnos struktirak

2.1. Algebrai struktirdk (Algebrdik)

2.1.3) a) (Z,,+) -nak nincs valédi részstruktirdja (csak {0} és on-
maga), mert ha H <Z, é ac€cH, a#0, akkor

H2{k-a|k=0,.,p—1} =L |
de p primtulajdonsdga miatt L elemei mind kiilonbozoek:
kia =p kea & p ’ (kl — /{2) ca & ki =k

hiszen a, ki , ks < p. Vagyis L -nek és H -nak ugyanannyi eleme (p db)
van, mint Z, -nek, vagyis L =H =7, .

b) Legyen m € N o6sszetett szam és legyen H C 7, részstruktirija
(Zm,+) nek, H # {0} .

Ha van olyan a € H amely relativ prim m -hez, akkor az a) -beli gondo-
latmenetet megismételhetjiik, vagyis ez esetben H = Z,, .

2.1.4) Elég a (fiiggvény-) halmazok zértsédgat ellenérizni a o (kompozi-
ci6) miiveletére.

2.1.5) Példaul (Z,,+) vagy ({i,h}, ]) (tagadds).

2.1.6) a) [2]. ={2,4,0,..} = {0,2,4}
és [2. ={2,22,2%,2 .} ={2,4,2,4,..} = {2,4}
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b) Mivel 10 = -2 (mod 12), ezért szdmoldsainkat rovidebben is
frhatjuk:
(10, = [-2], = {-2,—4, —6,—8,—10,—12,...} = {10,8,6,4,2,0} =
={0,2,4,6,8,10}
illetve
[10]. = [-2]. = {2, (=2)%,(=2)3, (=2)%, ..} = {—2,4,-8,16,-32,..} =

= {10,8,4,4,..} = {4,8,10} .
2.1.7) Lésd a 2.1.3) feladat megoldédsit.

2.1.8) a) Minden véges struktira természetesen végesen generélt.

(Zya,+) =[1] , tehét ciklikus. S6t, dltaldban  (Z,,, +) = [1] min-
den m € N -re, vagyis mindegyik (Z,,+) struktira ciklikus.

Mivel  (Zi2,+) X (Z12,+) % (Zyaa,+) és mindkettének ugyanannyi
(144 db) eleme van, tovabbd  (Zi44,+) = [1] ciklikus, ezért  (Zi2,+) X
(Z12,+) nem lehet ciklikus.

b) (Z,+)=1[1,—1], tehdt végesen generalt.
Azonban, minden x € Z egész szamra
] ={z-n:neN} |
tehdt (Z,+) nem ciklikus.

(R,4+) nem megszamldlhaté halmaz G.Cantor tétele miatt , igy a fen-
tiek alapjan (R,+) nem végesen generalt (és igy persze nem is ciklikus).

2.2. Homomorfizmusok, kongruenciak, faktorok

2.2.1)e) Nem homomorfizmus, mert ¢(1,5)=5,¢(2,5) =10,
(1,5) + (2,5) = (3,10) és ¢(3,10)=30, de 5+ 10 =15 30 miatt

E((1,5) +(2,5) )= ((3,10) ) =30 £ 15=5+10 = £ (1,5) + £(2,5) .
Bar ¢((1,5)-(2,5)) =50=¢(1,5)-€(2,5), de péelddul
e((4,7)-(5,8) ) =¢((2,2) )=4#£40=28-40=¢(4,7) - (5,8)
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mert 4-5=2 (mod Zg) , 7-8=2 (mod Zy) ¢és 2840 =40 (mod Zs,).

2.2.2) Izomorfizmusok: c¢), d) ;
Nem izomorfizmusok:  a), e) /nem injektiv/, b) /nem sziirjektiv/ ,

f) pontosan akkor izomorfizmus, ha X = {a} egyelemii halmaz.

2.2.4) Tétel: ((Zp,+) X (Zn,~+)) = (Zyn,+) pontosan akkor ha
Inko(n,m) =1 (azaz n és m relativ primek). O

2.2.5) a)

Z/(Em) = Zm éS <Z7 _'_7 ') /(Em) = (Zm7 +7 .)

b) X  nem kongruencia relcio.
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3. fejezet

Félcsoportok és csoportok

3.1. Gruppoidok, félcsoportok

3.1.1) o) A valds szamok kivondsa és osztdsa nem kommutativ és nem
asszociativ, a halmazok kivondsa ugyszintén.

A szimmetrikus differencia nyilvanval6an kommutativ.

Az asszociativitdst konnyen beldthatjuk Venn-diagramokkal:

AN (BAC)=(A\B\C)U (B\C\A)U(C\A\B)U(ANnBNC(C) =
=AAN(BAC).
a) o nyilvdn kommutativ, az asszociativitds kozvetleniil szamolhato:
(zoy)oz=(r+ytay)oz=z+ytay+z+(@+ytay)z=
=rx+tytzrzyt+zt+az+yz+ayz,
zo(yoz)=xo(y+z4+yz)=x+y+z4+yz+az(y+z+yz)=
=r+yY+2zt+yz+ay+ 2+ Y2 .
Lathaté, hogy a két mennyiség azonos.

(Lésd még a 3.2.4) feladatot is.)

b) [1,00) elészor is zdrt-e a @ miiveletre? Ha a,b > 1, akkor nyilvdn
a®b>a-b>1, vagyis OK.

® nyilvan kommutativ. Az asszociativitas kozvetlen (kissé hosszadalmas)
szamoldssal is ellenérizhetd, vagy az aldbbi észrevétel alapjan: a,b,c > 1
esetén vannak olyan z,y,z € R valés szdmok, amelyekre a = ch(x) ,
b=ch(y) é ¢ =ch(z). Ekkor pedig (a hiperbolikus fiiggvényekre
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érvényes azonossagok alapjén)
a®b=ch(zr)® ch(y) = ch(z+vy)
ami alapjan')

(a®@b)®@c = ch(zr+y)®@ch(z)=ch(zr+y+2) =
ch(z)@ch(y+2)=a® (b®c)

c) Eloszor a miivelet zdrtsdgét ellendrizziik: 0 < a,b < 1  esetén
teljesiil-e 0 < f_—flbb <17 A Kkifejezés nyilvan pozitiv, igy csak f_—flbb <1
kell. Ez pedig

& a+b<l—ab
& a—ab—+b—-1<0
< (a—1)(1-0b)<0.
Vagyis a (0, 1) halmaz zart a X miiveletre nézve.

Belatjuk, hogy X asszociativ:

a+b e
Xo)Re = Me= 29
(aBb) R e 1—ab  © 1— 1“f;b~c

a+b+c(l—ab)
(1—ab)—(a+b)c
a—+b+c—abc
1—ab—ac—bc

mig
b+c a+t fjbcc

l—be 1—gq- 2

aX (bXRec) = alX

1-be
B a—abc+b+c
1 —bc—ab—ac
a+b+c— abe

1—ab—ac—bc

1) A részleteket megtalalhatjuk a Kézépiskolai Mat. Lapok 2000.februdri szaméban a
90. oldalon, az F.3185 feladat megolddsdnal.
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aXb:= f_—J:lbb szemmel lathatéan kommutativ.

d) Inko(m,n) nyilvin kommutativ. Asszociativ is: a legnagyobb
kozos oszté definicigjét kell csak alaposan dtgondolnunk.
e) Az
m-n

lkkt(m,n) = Inko(m. )

osszefiiggés alapjan [kkt nyilvian kommutativ. Asszociativ is: a legkisebb
kozos tobbszoros definicigjat kell csak alaposan dtgondolnunk.

f) A\B nem kommutativ és nem asszociativ.

g) max(z,y) ésmin(z,y) nyilvdn kommutativ. Asszociativ is, kénnyen
meggondolhaté: mindossze csak hdrom, tetszoleges szam dsszes lehetséges
sorrendjét (ez mennyi is?) kell megvizsgédlnunk.

3.1.2) a), b), d), e), g) igen; c), f),1),j), h) nem.

3.1.6) b) RE  zirt a o (kompozicié) miiveletére:
flx)=ar+b ¢é g(x)=cx+d esetén
(fog)z)=a-(cx+d)+b=(ac) -z + (ad+b) ,
igy (R%,,, o) rész-félcsoportja (R¥, o) -nek.
0:=0-z+0 zéruselem, vagyis nincs inverze, R, \{0} azonban mdr
csoport.
Ry, pee s zért a o (kompozicié) miiveletére:

flz) =2tb a5 g(z) =222 egetén

cx+d yx+4§
a%2 4 b by) - bo
(f o g)(z) = po— :(aa+ v) -z + (af + bd) R
cf‘yiig +d  (ca+dy) -xz+ (cB+dd) LinRac

hiszen
lcao + dy| + e+ db| #0 mert le| +|d| #0 és |y|+[6] #£0.

c) RE  konnyen ldthatéan zart a + miiveletre:

(ax+b)+ (cx+d)=(a+c)-z+ (b+d)
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. R .
mig IRLinRac nem:

ar+b ar+p3
cv+d  yr+6 7

(HF) .

3.1.8) a) Mivel a métrixok szorzdsa nem kommutativ, ezért dltaldban
csak annyit tudunk, hogy

(A-BY=A-B-A-B-A-B-A-B-A-B,
és dltaldban (A - B)® # A5 . B% |

Természetesen konkrét mdtrizokndl hasznélhatjuk a kovetkezé modszert?):
2 5] [7 1]\ _[44 42]
3 4 6 8 | 45 35 |
44 42 |44 42 144 42 |44 42 ) |44 42
1 45 35 45 35 45 35 45 35 45 35 |-

b) Mivel a fiiggvények kompozicidja sem kommutativ, ezért altaldban
csak annyit tudunk, hogy ("kompozicichatvanyok")

(fog)=fogofogofogofogofoy

vagyis
(fog)(x)=f(g(f(g(f(g(f(g(f(g@NMMN)
példaul
(sinolg)” (x) = sin (Ig (sin (Ig (sin (Ig (sin (Ig (sin (Ig (x))))))))))
vagy .
(coso\/_) = c0s0,/  0coso,/ 0coso,/

(cos o) (&) = cos <\/Cos ( cos (ﬁ))) .

2) Diagonalizdlhaté matrixok [amelyek hasonléak egy diagonélis métrixhoz, 14sd
az 1.2.2) my) feladatot] magasabb hatvdnyai konnyen kiszdmolhatok, sajétvektoraik és
sajdtvektoraik segitségével. Ennek részleteit megtaldljuk példaul a [Sz1'01] konyv "Maga-
sabbrendt rekurzick" fejezetében.
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c) Ha p (z) = 2% + 4z — 5 akkor (ismét "kompozicichatvéanyok")

(pop)(z) = pp(zr)) = (.762—1—495—5)2—1-4- (x2—|—4x—5) — 5=
2t + 822 4+ 1022 — 24x

és
(popop)(z) = plp(p(x))) =
_ [(m2+4m—5)2+4(x2+4m—5)—5]2+
+4- [ ((@® + 42— 5))" +4((z* + 42 = 5)) = 5| =5
= 2% 41627 4+ 842° + 1122° — 2802* — 44823 + 61622 — 96z — 5 ,

tovabba
(poq)(x) = pla(x)=(T—92)"+4-(T—9z)—5=
= 8122 — 162z + 72,
(poq)’(x) = (pogopoq)(z)=ple(p(q(z)))) =

— [T-9((T—92)*+4-(T—92)—5)]" +
+4-[7-9((7-92)* +4-(T—92) - 5)] -5
= 531441z* — 212576423 + 3057 4262> — 1863 3242 + 408 312 .

d) Mivel - a "szokésos" szorzds, ami rdaddsul kommutativ, ezért R[z| -ben

(p(@)’=p) p(x) px) és(peldaul) (p(z)- q(z))’ =p(2)° - q(z)".
A c) -beli polinomokkal:

3

(2 + 42 —5) (2 + 42 —5) - (2 + 42 —5) - (2 + 4z — 5)

= 2% +122° + 332 — 562% — 16522 + 300x — 125
és
(2% + 42 = 5) - (T - 92))° = (—92° — 2927 + 73z — 35)°
—59 0492 — 951 34521 — 3736 125212 + ...
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vagy mésképpen

((2? + 42 = 5) - (T - 92))° = (2* + 42 — 5)° - (7 — 92)°
= (2" +202° +1352% + ...) - (—590492° + 229 635z* — 3572102° + ...)
= —59049z" — 951 345z'* — 3736 1252 + ...

e) C[z] -ben is kommutativ a (szokdsos) - szorzds, ezért v’ = u-u-u-u-u
és  (uv)® = uPvS. Tehdt példaul
(2414)° = (2+0) (2+14)- (2414 - (2+1) (2+1)
—38 + 414
és
((241)-(5—30))° = (2+1)°- (5 — 3i)° = 349388 — 141 116 ,

vagy méasképpen:

((241)-(5—3i))° = (13 —i)° = 349388 — 141 116i .

Lasd még a 3.4."Szimmetria- és szimmetrikus csoportok" fejezetben a
permutdcick hatvényaira és felcserélhetdségére vonatkozé feladatokat is.

3.2. Specidlis elemek félcsoportokban

3.2.2) a) A, := (A% 0)-ban: id, kétoldali egységelem,
a ¢ konstans fiiggvények a baloldali zéruselemek, jobboldali zéruselem nincs,

f:A— A pontosan akkor baloldali nulloszté ha nem injektiv,
g: A— A pontosan akkor jobboldali nulloszté ha nem sziirjektiv.

Az f: A — A fiiggvénnyel pontosan akkor lehet balrél egyszertisiteni,
ha injektiv, jobbrdl pontosan akkor ha sziirjektiv.

Baloldali inverze pontosan csak az injektiv fiiggvényeknek van, jobboldali
pedig pontosan a sziirjektiveknek. Csak a bijekcidknak (=permutédciéknak)
van egyértelmii (barmely oldali) inverze, ami egytttal kétoldali inverz is.
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3.2.4) a) A ¢ miivelet nyilvin kommutativ. Az asszociativitédst az 1.1)a)
feladatban mdr beldttuk.

b) e egységelem, ha ecox =x, azaz e+ x+ex =2x minden
x valdés szdmra. Csak e =0 j6 megoldds, azaz (R, o) egységeleme:
e=0.

z zéruselem, ha zox =2, azaz z+x+z2x =2z minden x valds
szamra.  Ennek megoldésa: z=—1.

a € R nullosztd, ha a # —1 és van olyan b € R , b # —1 , amelyre

aob=a+b+ab=a(l+b)+b=-1,
amely egyenléség csak a = %’bb = —1 esetén teljesiilne, vagyis (R, <)
-ben nincs nulloszto.

a # —1 esetén a inverze b+# —1 akkor,ha aob=-e, azaz
aob=a+b+ab=a+(14+a)b=0
vagyis

—a

1+a

al=b=

c) Az eléz6ek alapjan csak azt kell ellenérizniink, hogy az R\{-1}
halmaz zért a ¢ miiveletre. Vagyis azt kell megmutatnunk, hogy x,y # —1
esettn zxoy # —1.

Maérpedig, ha x # —1, akkor kénnyen ellenérizhetd, hogy

zoy=s+y+tay=x+(1+z)y=-1
pontosan akkor teljesiil, ha

—-1—=z
f— :—]_
y 1+z

Vagyisa (R\{—1},¢) struktira valéban Abel csoport, egységeleme
e=0.

3.2.5) 0) (2-Z,-) -ben nincs idempotens elem.
a) Példdul (Zy,-) -ben:  0,1,5,6.
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b) (R™",.) -ben példaul olyan atlés (diagondlis) matrixok amelynek
féatlojaban csak 0 vagy 1 all; vagy egy olyan métrix, amelynek minden eleme
0 kivéve egyetlen sorat vagy oszlopat amelyben csupa 1 all.

c) (R® o) vagy dltaldban (A4 0) -ben f € A* idempotens példdul
akkor, ha f felcseréli A két pontjat: f(a) =b és  f(b) =a, tovdbba f
fixen hagyja A tobbi elemét: f(x) =x .

Altalsban pedig f € A% pontosan akkor idempotens, ha A = Uiert@i, yi}
(legfeljebb) kételemii halmazokra particionalhatd, amelyekre — f(z;) = y; és
f(y;) =x; minden i € I esetén.

d) S, -ben egy elem (permutédcié) pontosan akkor idempotens, ha fel-
bomlik diszjunkt transzpoziciok szorzatéra.

e) ((RQ)(RQ) : o) -ben  (=geometriai leképezések csoportja) példaul:
egyenesre vagy pontra valé tiikrozés, inverzio, stb.

f) X minden részhalmaza idempotens mindkét miiveletre nézve, hiszen
AUA=A & ANA=A.

g) Bérmely (G, ) csoportban csak az egységelem idempotens, hiszen az
r-xr=ux egyenletet x7! -el szorozva kapjuk, hogy z =¢e.

3.2.6) Példaul:  P(X) -ben: X (komplementer), C -ben: z (kon-
jugdlt), R -ben: x+— (—z), .stb.
3.2.7) f € A” nmaga inverze példdul akkor, ha f felcseréli A két

elemét: f(x) =y és f(y) =z, és A tobbi elemét fixen hagyja (azaz
fla)=a) .

Altalaban pedig f € A4 pontosan akkor 6nmaga inverze, ha
el
(legfeljebb) kételemii halmazokra particiondlhaté (vagyis z; =y; is meg-

engedett), amelyekre
flx:) =yiés fyi) =2 Viel.

3.2.8) Az egységelemek idy és E € R™" | s6t \E is minden elemmel
kommutéalnak.
A diagonilis matrixok egymdssal kommutalnak, hiszen
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A 00 g 0 0 Ay 00
0O .. 0]-]0 .. 0|=| 0 .. 0
0 0 A 0 0 u, 0 0 A,

3.3. Csoportok

3.3.1) Csoportok: b), c), f), g2), h), nem csoportok: a), d), e), gl) .

Specidlisan: f) -ben () az egységelem, és minden A C X halmaz ”inverze”
onmaga: ANA =1 .

3.3.2) Altalaban: (Z,,, +) csoport minden m € N szamra, mig (Z,, -)
pontosan akkor csoport, ha m € P primszam. [

3.3.5) e) Altaldban: Legyen m,n € Z tetszoleges, relativ prim
szamok, azaz n € Z;, . n multiplikativ inverze olyan x € Z, szdm, amelyre
nr =1 (mod m), azaz nx—my=1. A 4.3.4 7 Linedris Diophan-
tikus egyenletek” c. fejezetben megtalaljuk a folytatdst: x és y léteznek, sot
konnyen (gyorsan) ki is szédmolhatok.

3.3.7) a) a komplex egységgyokok: z"
tetszoleges természetes szam.

b) csak idjq) -

= 1 megolddsai ahol n € N

3.3.8) Igen.
3.3.9) ¢) Az egyenleteket a szokdsos " mérleg-elv®)” segitségével old-
hatjuk meg;:
axbcx = abx /-2~ jobbrol
arbc = ab /- a”! balrél
xbc = b /- (be)™! jobbrél
v = b-(bc)™?
dtalakitva 2 = b-c'-b!

3) 1d. az &ltaldnos iskola alsé tagozat matek tananyagot.
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illetve

yay bba™? / - a jobbrol
(ya)* = 0°
eqyik gyok ya = b
vagyls y = ba !

a) és b) A fentiek alapjdn

X =B(BC)'=BC'B', f=bo(boc)yl=boctob?
illetve

Y =BA! é& g=boal.

3.3.11) d) Altaldban: (Z,,, +) X (Zyn,+) = (Zypp,+) pontosan
akkor ha Inko(m,n) =1 (azaz m és n relativ primek).

3.3.12) Alkalmazzuk az el6z6 (3.11)d)) feladat eredményét és az Abel
csoportok Alaptételét®.
12 elemfiek (Z12,+) és (Za, +) x (Zg, +) ,
15 elemf{i csak (Zy5,+) (mert 3 és 5 relativ primek),
19 elemfi csak (Z19,+) (mert 19 primszam),
20 elemfiiek (Zgg, +) és (Za, +) X (Z19,+) ,
27 elembiek (Zo7,+), (Z3,+) X (Zg,+) és (Z3,+) X (Z3,+) x (Z3,+) ,
30 elemfi csak (Z3p, +) -

Altaldban:  Négyzetmentes® n € N szimok esetén csak egyetlen
n -elemt Abel csoport van:  (Z,,+) O

4) Abel csoportok Alaptétele: Tetszbleges (G, -) Abel-csoport izomorf primhatviny
rendil ciklikus csoportok  (azaz (Z4,+) ahol ¢ =p®)  direkt szorzatdval. O
Véges sok struktura direkt szorzata megegyezik a Descartes -szorzatukkal.

5) Definicié: Az n € N szdm négyzetmentes, ha nincs négyzetszam osztdja:  nincs
olyan z € N amelyre 2% |n  lenne. [

n nyilvdn akkor és csak akkor négyzetmentes, ha minden primosztéja elsé hatvianyon
szerepel:  n = pips...pr  ahol p; kiilonbozé primszdamok. [J
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3.3.14) Bizonyitas nélkiil felsorolunk par idevagé tételt:

i) TETEL: Primrendi, csoport (n = p primszam) mindig ciklikus, azaz
csak Z, lehet. [

ii) TETEL: Minden primnégyzetrendti csoport (n = p*) kommutativ.C]

iii) TETEL: n = 2p (p € P pdratlan primszdm) - rendi csoport csak
Loy, vagy D, (diédercsoport) lehet. O

iv) TETEL: 8 -adrendi, nemkommutativ csoport csak Dy vagy Q
(a kvaternidcsoport) lehet. [

V) TETEL: 12 -drendi csoport csak Zio , Lo X ZLg , Ay (alterndld cso-
port), D¢ vagy a kivetkezo

[a,b : a® =" #1,b* = baba = 1]

csoport lehet. [
vi) TETEL: 15 -drendi. csoport csak Zys (a ciklikus csoport) lehet. [

vii) TETEL: 16 -drend (pdronként nem izomorf) csoport 14 -féle van:
ot kommutativ, a nemkommutativak kozil 6t exponense 4, négynek az expo-
nense 8 . U

viii) TETEL: 18 -rend (pdronként nem izomorf) csoport 5-féle van.C]

3.4. Szimmetria- és szimmetrikus csoportok

3.4.0) Konyveket, téargyakat pakolgatunk a polcon, a lakdsban, a rak-
tarban; kdrtyalapokat a keziinkben vagy pakliban (megkeverjiik), az asztalon;
gyermekek labdédkat, virdgokat dobdlgatnak egymdsnak; egy teljes irdnyitott
graf, amin babukkal 1épegetiink, stb. Egy rogzitett H halmaz egy tetszoleges
f+ H— H bijekcidja esetén az r —— y hozzarendelések.

Hangsilyozzuk, hogy minden esetben csak az a lényeg: melyik helyrol
melyik masik helyre tessziik az éppen ott levd (barmilyen) targyakat, és az
lényegtelen, hogy mik ezek a targyak! Természetesen minden helyen pontosan
egy targy lehet, és minden tdrgynak valamelyik helyen lennie kell. Tehdat az
f(z) = y azaz © —— y hozzédrendelés azt jelenti, hogy az x helyrol rakunk
valamit (nem érdekes, hogy mit) az y helyre!
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A szémitégép miitkodés kozben memdriarekeszeinek tartalmat "pakolgatja'.
Sajnos ez nem igazi permutdcié, mert példdul az A:=B utasitdskor az A
rekesz tartalma torlodik. Ha azonban gy képzeljiikk a szamitégépet, hogy az
ilyen esetekben az A rekesz tartalma valamely C rekeszbe keriilne &t (és C
tartalma egy D -be, ...), akkor egy programunk is permutacié lenne. Ismét
nem az a lényeg, hogy mit tesziink odébb, hanem az, hogy honnan hovd, de
ezt elére, a program frasakor még nem is tudjuk! Teh&t a permutéciécsopor-
tokrdl tanultak jo kozelitéssel a széamitogép programokra is igazak.

3.4.1) a) A szabdlyos n -szog szimmetriacsoportja a D, tn. diéder
csoport :

Dn = Hf?t}] = {Zd’ f? f27 "'7fn_17t7tf7 tf2’ "'7tfn_1}

ahol f egy n -edrendii forgatds és t egy (mdsodrendil) tengelyes tiikrozés, és
D,, ezen két elem &ltal generdlt csoport.
Vegyiik észre, hogy D,, elemeinek széma: |D,| = 2n .

b) A kor transzforméciécsoportja

Doo := [{f,t}] ={f" tf" : 7 € R}

ahol f egy oo -edrend{i forgatds és t egy (mdsodrendii) tengelyes tiikrozés,
és Do, e két elem &ltal generdlt csoport, a oo -rendii diédercsoport,

3.4.2) a) Példaul a téglalap transzformacidcsoportja (ha a cstcsait kor-
bejérva szamozzuk 1,2,3,4 -gyel):

1234\ [1234) (1234
1 2\ __ .
t— {Zd’ (4321)’ (2143)’ (3412)}

amely elemek rendre megfelelnek®) a helybenhagyasnak, a vizszintes- és fiig-
gbleges tengelyre valé tiikrozésnek, és a 180° -os elforgatdsnak. Tehdt 7 egy
4 -elemi részcsoportja Sy -nek: 7 < S .

A négyzet transzformaciéesoportja (hasonlé szémozdssal) egy 8 -elemii
részcsoportja Sy -nek:

T(m) = D=

B ¥ 1234 1234 1234 1234 1234 1234 1234
R 4123 )7 \3412)7\2341 )7 \4321 )7 \3214 )’ \ 2143 )" \ 1432

6) ......

)}
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Vegyiik észre, hogy
TG K =T 00s) < S

egymas részcsoportjai.

b) A permutdci6 az 1 és 3 csicsokat helybenhagyja, a 2 és 4 csicsokat
felcseréli, tehat az 1-3 &tléra valé tiikrozésre gondolhatnank. Azonban egy
Teals ) . . o cilans .. (1234
altaldnos téglalap nem szimmetrikus egyik &tléjara sem, vagyis (1 13 2) nem
szimmetridja a téglalapnak, azaz (1255) ¢ 7 (7).

Négyzet esetében azonban (}Zg;) valéban az 1-3 atléra valé tiikrozés,
vagyis (12335) € T (A03) .

3.4.3) a) b) S = {(15): (122) (1), o) (512 ()}
ahol  (120) =id ,

123

kételemii ciklusok (transzpoziciok): (}?,’g) (2,3)=(3,2)=a,

(i) = (L2 = 2D =b. (3) =13 =G =e.
haromelem ciklusok:  (327) = (1,2,3) =c¢ (=(2,3,1) = (3,1,2) )

es (B =(1,32)=d=(F) " =321 (=(21,3)),
o id (2,3) (1L,2)  (1,2,3) (3,2,1) (1,3)
id id (2,3) (1,2) (1,2,3) (3,2,1) (1,3)
(2,3) | (2,3) id  (1,3,2) (1,3) (2,1)  (1,2,3)
(1,2) | (L2) (2,3.1) id  (23) (23) (1,32
(1,2,3) | (1,2,3) (2,1)  (1,3) (1.3,2) id (2,3
(3,2,1) | (3,.2,1) (3,1) (2,3 id  (3,1,2) (1,2)
(1,3) (1,3) (2,1,3) (1,2,3) (1,2) (3,2) id
(Ne feledjiik: fiiggvények kompozici6jéanal
(fog)(x)=flg(x)) ,
vagy algebrai jeloléssel ugyanez: x(g- f) =xzgf = (zg) f .
Ha az
S3 = {id,a,b,c,d, e} (3.1)

jelolést kivanjuk haszndlni, akkor
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o | id
id | id

S
>
o
S8
®

.

QL O >0 X

QXL o8

O QUL o
~.

o 2 o o

AL L2 0

~.
Q0 QL o
QL =2 QL0 O

Lathatd, hogy S3 nem kommutativ.

c) Jelolje o a (; f 3) permutaciot, azaz legyen H := {id,c}. Nyilvan
csak azt kell ellenérizniink, hogy 02 € H , de 0> = id € H , tehat H valéban
részcsoportja Sz -nak (zért a kompozicié miiveletére).

d) Természetesen
H-id=1id-H=H
és 0% = id miatt
H-c=0c-H=H
A tobbi jobboldali mellékosztély:

o= HGE) = H ()= (62D.629)
A R EERGORGHNGHIR

baloldali mellékosztalyok:

Bi = (s H="0(557)H={(G351) (27} -
By = (573 H =5 H={G12):(52)} -

vagy az (3.1) jelolést hasznélva

By = coH={ce} =eo0H,
By, = aoH={a,d}=doH

és

Ji = Hod={d,e}=Hoe,
Jy = Hoa={a,c}=Hoc.
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H={a«, G} £ S

By =(3)H
32: :325.1>H
_ Ly .423)
4 = H (G5
41: H.(MJ

132

S3 mellékosztalyar

Lathato, hogy H nem normaélosztéja Ss -nak.
3.4.4)

Ay = {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23),
(123), (132), (124), (142), (134), (143), (234), (243) }

és A, mindig n!/2 elemii részcsoportja S, -nek.
3.4.5) o7 = (1,5,4,3,2) , minden elem pélydja az  {1,2,3,4,5}
halmaz,

o9 = (1,3)0(4,5), azl,3 elemek pilydja az {1,3} halmaz, a 4,5 elemek
péalydja az {4, 5} halmaz, a 2 elem fixpont, igy palydja a {2} egyelemii halmaz
(singleton”),

o3 =(1,4,3) 0 (5,6) ,

os=(1,5,3,2) 0 (4,6) ,

o5 = (1,5,4,6,2) 0 (3,8) 0 (7,14,11,15,9) o (10,12) o (13) ,
az 1,2,4,5,6 elemek pélydja az {1,2,4,5,6} halmaz,

") singleton = egyelemfi halmaz (single (ang.), azaz "szingli")
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a 3,8 elemek pélydja a {3,8} halmaz,

a7,9,11,14, 15 elemek pélydja a {7,9,11,14, 15} halmaz,

a 10,12 elemek pélydja a {10, 12} halmaz, T,.(3) = {3},
o5 = (1,2,4,5,8,9,6,3) o (7,10) ,

(1234567
07_(3271645)’
/12345678
08_(34215687)’
- _(1234 5 67 8 91011121314151617181920)
9=\ 2513101171614 4 8 9 17 18 12 19 13 20 6 15/ °
/12345678
010_(34215687)

3.4.6) Minden ciklus = egy (legldbb kételemii) részhalmaz valamilyen
sorrendben - korben. A lehetéségek szdma:
z": n\ k!
k) k
k=2
3.4.7) ”Minddssze” csak a permutacié értelmezési tartomdanydt (felsé sor)
és értékkészletét (also sor) kell feleserélniink (és persze az 1j értelmezési tar-

tomdnyt sorba rakni).  Példdul, o5 esetében:

(O' )—1_(51864214371215101311 9)_(12345678 9101112131415)
5 T \123456 789101112131415/ ~ \268514931512141013 711

Mas lehet6ség: ciklusokra bontds utdn csak megforditjuk a ciklusok belse-
jét (a nyilakat)®) (vagyis a labdét visszafelé dobjdk a gyerekek):

o5 =(1,5,4,6,2) 0 (3,8) o (7,14,11,15,9) o (10,12) o (13)
és

o5t =(2,6,4,5,1)0(3,8) 0 (9,15,11,14,7) o (10,12) .

Ne feledjiik, hogy tetszéleges 7 = (i,j) transzpoziciéra®)

r=r=(i,)) = (1)

és egyelemfi ciklusokat nem szoktunk kifrni'®) .

8) Vegyiik észre, hogy diszjunkt permutaciok (ciklusok) esetében o és - koziil barmelyiket
frhatjuk, és a diszjunkt permutdcidk sorrendje is lényegtelen, hiszen ezek a permutdcick
kommutdlnak (felcserélhetdk).

9) Def.: transzpozicié := kételemi ciklus. O

10) hiszen minden egyelemii ciklus (i) = id .
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3.4.8) Mivel p=(1,3,7,5,6,4)0(2), ezért (kis fejszamolds utan)
pl=(1,3,7,5,6,4) , p ' =(1,4,6,5,7,3)
p2:(17776) ( 574)7 p722(17677)o< ’475)7
p’=(1,5)0(3,6)0(4,7), p°=(1,5)0(3,6)0(7,4),
p4: (1767 ) ( 475) ) p_4:(17776)o(37574) )
p5:(17476757773)7 p_5:(173777 7674)7
tovabba

b =id és POt =)l (Vk,i€Z) (3.2)

mert

P = (p°) o p' = (id) o p' =p'  (Vki€L)

Tehat p rendje o (p) =6 .
Vegyiik észre tovdbbd, hogy pl.  p> =p~%, pP=p7t, p*=p3,
s.i.t., hiszen  pb =idg , és igy altaldban

ph=p"% (VieZ) (3.3)

tetszbleges i € N kitevbre. Ez amiatt van, mert (3.2) szerint p’ o p5~' = id,
és ha az egyenldség mindkét oldaldt beszorozzuk p®~* inverzével, akkor éppen
a (3.3) egyenl6séget kapjuk, hiszen p®~* inverze éppen

_i\—1 —1-(6—i i—
(P50 = p O = b

Altalsdban pedig, ha p € S, rendje'!)

o(p) =1, akkor
pr-kJri — ,Oi (Vk‘,l c Z)
és . .
p'=p"" (VieZ)
Ne feledjiik, hogy Lagrange tétele'?) alapjan o(p) | n! .
3.4.9)
25— (1,2)%0(3,5,4)% = (1,2)122+1 6 (3,5,4)53+1 = (1,2)1 0 (3,5,4)! = r,

1) Def.: Tetszbleges (G,-) csoport g € G elemének rendje o(g) := a legkisebb olyan
r € N amelyre g¢g" = 1, ha létexnk ilyen kitevdo. Ha ilyen r kitevd nincs, akkor
o(g):==00. O

12) Lagrange Tétele: Ha G wvéges csoport, akkor tetszbleges g € G elemének rendje
osztdja a csoport rendjének, azaz  o(g) | |G| . O
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— (1,2)%0(3,5,4)% = (1,2)1920(3,5,4)°%1 = ido (3,5,4)" = (4,5,3).

3.4.10) Eldszor bontsuk fel o -t diszjunkt ciklusok szorzatéra:
o=1(1,2,5,10,4,3) 0 (6,11,16,19) 0 (7) 0 (8,12,9,14, 18,20, 15) o (13, 17).
Ekkor mar kénnyebben ki tudjuk szdmolni a kisebb hatvdnyokat (hason-
l6an ahhoz, amikor a gyerekek koérben dllnak, és a 2. vagy 5. , ... labdamenet
uténi allapotot kérdezziik):
)
= (1,2,5,10,4,3)% 0 (6,11,16,19)% 0 (8,12,9, 14, 18,20, 15)* o (13, 17)”
= (1,5,4) 0 (2 10,3) o (6,16) o (11,19) o (8,9, 18, 15,12, 14, 20) o id ,
= (1,2,5,10,4,3)° 0 (6,11,16,19)° o (8,12,9, 14, 18,20, 15)° 0 (13,17)°
= (1,2,5,10,4,3)°0(6,11,16,19)*"0(8,12,9, 14,18, 20, 15)°0(13, 17)>**!
= (1,3,4,10,5,2) 0 (6,11,16,19) o (8,20, 14,12,15,18,9) o (13,17) ,
(3,4,10,5,2,1) , akkor az (1,2, 5,10,4, 3)°

Q

Ha tudjuk, hogy (1,2,5,10,4,3) " =
tényezot gyorsabban is kiszamolhatjuk:

(1,2,5,10,4,3)° = (1,2,5,10,4,3)° " = (1,2,5,10,4,3) " = (1,3,4,10,5,2),
= (1,2,5,10,4,3)"%0(6,11,16,19)'%0(8, 12,9, 14, 18, 20, 15)®0(13,17) " =

= (1,2,5,10,4,3)%% 0 (6,11, 16, 19)*4+2 0 (8,12,9, 14, 18,20, 15)> 7o

o(13 17)92
=ido (6,11,16,19)2 0 (8,12,9,14,18,20,15)* 0 id =
= (6,16) o (11,19) 0(8,18,12,20,9,15,14) ,

hasonléan
=(1,2,5,10,4, 3)14'6‘1 0(6,11,16, 19)21'4‘1 0(8,12,9,14, 18,20, 15)12'7‘10
o(13, 17)41'2+1 =
=(1,2,5,10,4, 3)*1 o (6,11, 16, 19)*1 o (8,12,9, 14,18, 20, 15)*1 o (13,17)
= (3,4,10,5,2,1) 0 (19,16,11,6) o (15,20, 18,14,9,12,8) o (13,17) .

A szdmoldsoknadl felhasznéltuk, hogy egy k elemii ciklus rendje k :
o =id haoe€S, egyk -elemfi ciklus.
Nagyobb hatvanykitevok esetén érdemes el6bb o rendjét kiszamolni

13) Allitas: Konnyen belathato, hogy tetszbleges o € S, permutécié rendje
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b)
o(c) = lkkt(6,4,2,7) =3-22-7=284

mert o felbontasaban csak 6,4, 2,7 -elemii (diszjunkt) ciklusok szerepelnek.

a) folytatasa: Ennek alapjan

6-84+4-43 43
o =0 =0 =

= (1,2,5,10,4,3)*? 0 (6,11,16,19)" o (8 12,9,14,18,20,15)* 0 (13,17)*
(1,2,5, 10,4, 3)71o(6, 11, 16, 19) 4 1o(8, 12,9, 14, 18, 20, 15)° 7 Lo(13, 17)2 21+
(HF.)

3.4.12) a) Példaul o (1) =5¢ésigy (too) (1) =7(c (1)) =7(5) = 4.
Ugyanez algebrai jeloléssel: 1o = 5 és lot = 1(o7) = (lo)T = 57 =
4. Tehét a 7 o 0 (azaz o e T) Osszetett permutdcid, az elemek mozgatdsat
részletesen megjelolve (kovessiik a nyilakat):

- (4385) <

L[

r-\_lt—ll.r.l

':.JH.I...

Tad —
—'H-Ji—[unl 3
i : |—IHL.-.I
.I.H.l_

H n

—

12 | 145
T = (III}'I) o= (I III)
a2l a4 1321

o-T és T-0

Vagyls Too =0 8T = (, 3 )

Hasonléan: 7(1) =3 és (co7)(1)=0(7(1))=0(3) =2,

=

23
2

=
[S1 eyt

) 12345
ésooT=(31543) -
c) Vigydzat: A ciklusok most nem diszjunktak! Nyilvdan
1 =(1,3)"0(2,5,4) " 0(1,5,3,2) " = (3,1) 0 (4,5,2) 0 (2,3,5,1)

és
1 =(3,1,4) " 0(1,3,2) 0 (4,3,1) " = (4,1,3)0(2,3,1) 0 (1,3,4) .

o(o) = lkkt(ky,...,kt) ahol  ky,....,k: jelolik o diszjunkt ciklusokra valé felbon-
tdsdban a ciklusok hosszait. [
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Vigydzat: a tényez6k sorrendje lényeges, mert nem diszjunktak'®)!
Ugyanez algebrai jeloléssel:
o=(1,3)(2,5,4)(1,5,3,2) ,
o7l =(1,5:3,2)7(2,5,4) 7 (1,3) 7 =(2,3,5,1) (4,5,2) (3,1) ,
és
T=1(3,1,4)(1,3,2)(4,3,1),
T =(4,3,1)7"(1,3,2) 7" (3,1,4) ' = (1,3,4) (2,3,1) (4,1,3) .
(A fenti eredményeket a c) feladat megolddsdnak végén fogjuk ellendrizni.)

Mivel a felirt ciklusok nem diszjunktak, T o o és o o T kiszdmitasdhoz'®)
érdemes el6szor visszairnunk a permutédcickat kétsoros alakba (most csak a
mozgatott elemeket irjuk ki, a fixpontokat nem):

o=(1,5,3,2)0(2,54)0(1,3) = (1,3)(2,5,4) (1,5,3,2) =

= GGG =652

és
T=10(4,3,1)0(1,3,2)0(3,1,4) =(3,1,4) (1,3,2) (4,3,1) =
=(1s)GaDGi)=Gita) s
tehat
Creo=0m=(551 (a2 =G50
és

o (1234y(12345) _ (1

gor=70="(3,73)(3514 =0
o és T inverzeit a kétsoros alakjaikbdl kénnyen ellenorizhetjiik:
514y _ (12345
345)_(41253) ’
2 1234

4) - (3 41 2) ’

és természetesen a c) feladat megolddsanak elején kapott inverzeket is &t kell
frnunk kétsoros alakba (HF).

14) Tétel: Tetszbleges félcsoportban ha az a és b elemeknek van inverziik, akkor az ab
elemnek (szorzatnak) is van, ¢s  (ab)” ' =b"ta"!. O
Csak kommutativ félcsoportban irhatjuk ezt egyszeriibben: (ab)_1 =a b1,

15) ne feledjiik: Too =0T ésocoT =70 .
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3.4.13) o) Vegyiik észre, hogy po és op algebrai jelolések, vagyis példdul
= (lp)o =30 =3 . Tehat

0= (12505472006 (2sa160870 = (5550149270)
Léathatjuk, hogy po = op (vagy a mdsik jeloléssel: = o
annak ellenére, hogy sem p sem ¢ nem ciklusok. Az egyenl6ség oka, vegyiik
észre, hogy p és o diszjunktak: mozgatott elemeik M (p) = {1,3,5,7,9},

M (0) ={2,8,4,0,6} és M (p) N M (o) = 0.

Egyébként p= (12252075909 =(1,3,5)(7,9)

296 = (2.8)(4,0.6).
2) feladatot is.

12345
18305

és o= ( Z
Lasd még a 3.4.

7
7
1

a) Legyen példaul p = (1,2,3) (4,5) és 0 = (4,5)(7,8,9). Ekkor po =
op = (1,2,3)(7,8,9), hiszen (4,5)> = id és p = (4,5)(1,2,3) és 0 =
(7,8,9) (4,5) .

b) Legyen példaul o = (1,2,3) (4,5,6) és 5 = (6,5,4) (7,8,9). Ekkor
af = Pa=(1,2,3)(7,8,9) az a) feladat indokldsa miatt.

Masik példa: legyen v = (1,3) (2,4) (5,6,7) és § = (1,4)(2,3) (8,9, 10),
ekkor v = v = (1,2) (3,4) (5,6,7) (8,9, 10).

(Erdemes lerajzolni a palydkat.)

3.4.14) a) Peélddul o = (1,2,3) .

b) Ha o? = (1,3) akkor o* = id , vagyis o felbontdsaban (a, b, c,d) vagy
(x,y) alaki tényezdk lehetnek. Egyik esetben sem lesz 0% = (1,3) , vagyis a
(1,3) permutdciénak nincs négyzetgyoke.

c) 7 csak 9 hosszu ciklus lehet, mert: hatvinyozdskor a ciklusok hossza
nem novekszik! Tehat 7° = id és 710 = 79" = 7 | és fgy

=710 =(r2)° = (1,2,3,4,5,6,7,8,9)° = (1,6,2,7,3,8,4,9,5) .
3.4.15) d) Altaldban: Barmely ciklus rendje éppen a hossza, és a

hatvdnyozds azonossdgai miatt tobb elem szorzatdnak rendje a rendek leg-
kisebb kozo6s tdbbszordse:

o(0109...0%) = lkkt (o(01), ..., 0(0%))
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Kiemeljiik, hogy a fentiek alapjan érdemes a permutéaciot eloszor ciklusokra
bontanunk!

Tehat:
a) o(o) =1kkt(4,2) =4,
b)  o(n) =1lkkt(4,3) =12,
c) o(p) =1kkt(3,2,5) =30.
3.4.16) a) Az el6z6 feladat médszerét felhasznalva olyan 1 < iy, ..., 75 <

n szamokat kell keresniink amelyekre i1 + ...+ i, =n és (kkt(iq,..., 1)
maximalis, minden (adott) n szdmra. Néhany érték példdul:

[, ik | 1kkt | [,k | 1kkt |
11 1 11| 5,6 vagy 1,2,3,5 30
22 2 12 1] 3,4,5 60
313 3 131 1,3,4,5 60
4 4 4 14 1 3,4,7 84
52,3 6 151 3,5,7 105
61 1,2,3 vagy 6 6 16 || 4,5,7 140
71 3,4 12 171 2,3,5,7 210
81 3,5 15 18 || 5,6,7 210
91 4,5 20 19 1] 3,4,5,7 420

10 || 2,3,5 30 20 || 1,3,4,5,7 420

b) Mivel 100 = 2-t6l 23- ig a primszamok 6sszege: 2+3+5+7+114+13+
17419423 = 100, ezért Sigo -ban max (o (o)) > Ikkt (2,3,5,7, 11, 13,17, 19, 23)
= 223092870 .

3.4.17) Tudjuk, hogy minden transzpozicié pontosan két elemet cserél
fel, vagyisha o =71y0...07,, és7; az x; elemet y; -re képezi le, akkor
sziikségszertien y; -t x; -re, és semmi mds. igy egy lehetséges megoldéds o,
felbontésara:
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1 2 3 45 6 7
l l =T1

5 2 3 416 7
! l =T2

5 2 3 1 4 6 7
l ! = T3

5 2 3 6 417
l l =T4

5 2 3 6 4 71
l l =T5

5 3 2 6 4 71

ahonnan

01 =T1°T9*T3°T4*Ty = T50T40T30T920T1 = (2,3)0(1,7)0(1,6)O<1,4)0(1,5)

(a megbolygatott elemeket mindig igyekeztiink mielébb helyiikre tenni). Ne
feledjiik, hogy permutaciok szorzdsandl a sorrend lényeges (kivéve, ha diszjunkt
ciklusokat szorzunk ossze) !

A permutécié elgjele pedig a felbontédsban szerepl6 transzpozicidk szama-
nak paritdisa: +1 jeloli a paros, —1 a pératlan esetet. Esetiinkben
sgn(oy) = (=1)°> = —1.

Masik megoldas: (i) A permutéciét diszjunkt ciklusok szorzatéra
bontva

o1 = (1,5,4,6,7) 0 (2,3) (3.4)
azonnal kapjuk, hogy  sgn(c;) = (=1)*' = —1  hiszen tudjuk, hogy
minden £ -elemi ciklus elgjele

59 (i1, i) = (—1) (35)

és a sgn eldjelfiiggvény multiplikativ, azaz

sgn(o o p) = sgn(o) - sgn(p)  (Vo,p € 5y) .

(ii) Tetszoleges (iq,...,17;) € S, ciklusra érvényes az

(11, .oy ig) = (i1, 02) - (31,93) - ... - (41, 0p—1) - (41, 1k)
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azZaz

[ (41, oy ik) = (41, 95) © (41, 8-1) © ... © (i1, 73) © (i1, 72) |

osszefiiggés (a sorrend lényeges!), amit alkalmazva azonnal kapjuk az (3.4)
és az (3.5) eredményeket. Hasonléan'®):

o1 =523 =(52)(53)=(523)0(52),

012 (173a775) (1>3) (1 7) ( 5):(175)0(177)0(173>7
o= (322700050 =1(1,3,4)(2,7,6,8) (5,9) =
=(1,3)-(1,4)-(2,7)-(2,6)-(2,8)- (5,9) =

=(1,4)0(1,3)0(2,8)0(2,6)0(2,7)0(5,9),

123456 7891011
014 = (2415831096 711) = (1,2,4,5,8,9,6,3) (7» 10) =

=(1,2)-(1,4)-(1,5)-(1,8)-(1,9) - (1,6) - (1,3) - (7,10) =
=(1,3)0(1,6)0(1,9) 0 (1,8) 0 (1,5) 0 (1,4)0(1,2)0(7,10) .

3.4.18) a) A téblazathoz tartozé permutacié ("alsé sora”) 2,5, 1,7,
10, 3, 8, 4, 15,11, 6, 9, 12, 13, 14, az inverziék'") szdma + az iires négyzet
sora = 1434043+5+0+2+0+6+24-04-04+04+04+0+3 = péaratlan, vagyis
az a) jaték nem rakhato ki.

b) A permutdcié: 12,1, 9, 4, 2, 5, 10, 11, 8, 3, 13, 7, 15, 14, 6, az
inverziok szdma + az iires négyzet sora = 114+0+74+24+0+1+4+44340
+2+1424140+2 = péros, vagyis a b) jaték kirakhatd.

3.4.19) a) 28 lépésre van sziikségiink. Egy lehetséges legrovidebb
megoldés:

FFBLJLBFFBLLJFFJLBBFJLLJFFBB

16) ne feledjiik: dlszjunkt permutécidk szorzdsa kommutativ

1) Ha egy ...,i,...,J,... felsoroldsban az i és j szamok forditott (inverz) sorrendben
vannak (Vagyls i > j de i eldbb kovetkezik mind j), akkor inverziéban vannak egymdssal,
és ez egy inverzi6. [
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3.4.20) I. megoldas: A

0= (1? 3132 48 ;363748195131116122 12) =(1,8,4,7,13,5,9,2,12,3,6,11, 10)

permutdcié négyzetgyokét kerestiik: olyan p € S,, permutdciét, amelyre
p* =0 . Mivel o egy 13 hosszi ciklus, ezért p is az  (Mert tudjuk: ha
egy permutdcié tobb diszjunkt ciklusbdl &dll, akkor hatvanyai is ekkora vagy
még kisebb ciklusokbdl dllnak.)  Ekkor pedig p'® =id és p> = 0 miatt

P =p=(p?) =0"=(1,2,8,12,4,3,7,6,13,11,5,10,9) .

II. megoldas: Mivel a méasodik keverés utéan a 10, 9, Q, 8, K, 3,
4, A, 5, J, 6, 2, 7 permutdciét kaptuk, ezért ennek a permutdciénak a
négyzetgyokét keressiik.

Ha megvizsgdljuk az eltérést az alap és a mdsodik keverés utdni allapot
kozott, lathatjuk, hogy az dsz dtkeriilt a 8-as helyére, a 8-as a 4-es helyére,
a 4-es a ... , és végiil a 10-es az dsz helyére. igy minden lap megfordul el6bb
vagy utébb minden mésik lap helyén is, vagyis pontosan a tizenharmadik
keverés utdn visszakapjuk a kiindulési allapotot.

Vegyiink egy lapot a paklibél, példaul az Asz -t, és nézziik meg hova keriil
a 14. keverés utdn, ami megegyezik az elsé keverés utani helyével:

Keverés |0 2|4 (6| 8|10] 12| 14
Pozici6 |1 |8 4| 713 | 5| 9| 2

Innen mar egyszerti, mert tudjuk, hogy az els6 keverés utdn a 2-es helyére
keriilt az dsz. Innen kovetkezik, hogy a 2-es a 8-as helyére keriilt. Innen
kovetkezik, hogy a 8-as ddma helyére, stb.

Tehét az dllapot az elsd keverés utan'®):

9,A,4,Q,7J,7,3,2, 10, 5, K, 8, 6.

3.4.21) Addig kovessiik nyomon az eseményeket, amig Dométor és Elek
koziil valamelyiknek fel kell dllnia. Megmutatjuk, hogy a 78! esetnek pon-
tosan a felében fordul el6, hogy Eleknek (szdméra kedvezdtlen médon) iildhe-
lyet kell valtoztatnia. Ehhez a 78! iilési sorrendet parokba allitjuk gy, hogy
minden parban pontosan az egyik sorrend legyen Elekre nézve kedvezo.

A pérositas legyen a kovetkezo: egy tetszoleges sorrend pérja legyen az,
amelyet belole Domotor és Elek helycseréjével kapunk. Ez val6ban parositds,

18) Barta Laszl6 megolddsa, http: //www.fefo.hu/catalog/customer /jatek /oldgame141.html
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hiszen minden sorrend kiilonbozik a parjatél, és a parok tagjai kolcsonosen
egymadsra taldlnak, mivel Domotor és Elek kétszeri helycseréje az eredeti
sorrendet &llitja vissza. Vildgos, hogy egy sorrend pontosan akkor kedvezo
Elek szdmara, ha a pérja kedvezétlen. Tehdt 1/2 annak a valésziniisége,
hogy Elek iilve nézheti végig a Domotor leleplezodéshez vezetd eseményeket.

Megjegyzések: (1) A feladat szempontjdbdl elég csak Dométort, Eleket
és a ,,tobbi utast” vizsgalni, és Domotor és Elek helyzete szimmetrikus, fel-
cserélheto.

(2) Konnyen megsejthetd a végeredmény, ha 79 utas helyett 3-ra, majd
4-re ,az ujjainkon szamoljuk ki” a keresett valdsziniiséget. Ezutdn teljes
indukciéval beldthatjuk, hogy a végeredmény az utasok szamédtol fiiggetleniil
mindig 1/2 .

3.4.22) I. megoldés: Ha a harom jémadér'®) sorrendje éppen "1,2,3",
akkor 1 ugrasa utdn a sorrend "2,1,3", 3 ugrasa utdn a sorrend "1,3,2", és 2
ugrasa utéan a sorrend vagy "2,1,3" vagy "1,3,2". Tehdt a lehetséges ugrdsok
az (3279) = (1,2) és (1 53) = (2,3) permutdcickat jelentik, és a feladat
kérdése az, hogy 1999 db ilyen permutdcié szorzata lehet-e id. Mivel ezek
paratlan permutédcick, ezért a valasz: nem, hiszen pératlan sok (barmilyen)

permutécié szorzata is paratlan permutéciét ad.

IT. megoldas: A sdska (S), a szocske (SZ) és a tiicsok (T) Osszesen
hatféle elrendezésben iilhetnek egymads mellett, és minden ugrdsnal a kozépsod
kicserélodik. Az aldbbi graf 6 csicsdt a 6 elrendezésnek feleltettiik meg, és
két csicsot akkor kotottiink ossze, ha az egyikbol 1 ugrassal el lehet jutni a
madsikhoz, és viszont.

19) bocs: jébogér (pontosabban jé-rovar)
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(S,SZ,T)
0
(SZ,S,T) 5 1 (S, T, SZ)
(SZ,T,S) 4 2 (T, S.SZ)
3
(T, SZ, S)

3.4.22) feladat

(A cstcsokat a 0, 1, 2, 3, 4, 5 szdmokkal az dbra szerint megszamoztuk.)
1999 ugréssal pontosan akkor lehet eljutni a kiindulé sorrendhez, ha a graf
0 pontjabdl az éleken 1épegetve 1999 1épés utan visszajuthatunk a 0 pontba.
Minden lépésnél paros sorszami csticsbol paratlanba vagy pdratlanbél parosba
lépiink, igy péaratlan lépés utdn csak paratlan sorszami pontba léphetiink,
0-ba nem. Tehat a feladat kérdésére a vilasz: nem.

II1. megoldas: Nevezziik A dllapotnak az el6z6 megoldés jeloléseit hasz-
nalva a kovetkez6 3 esetet: (S,5Z,T), (T,S,5Z), (SZ,T,S), B éllapotnak pedig
a tobbi 3 elrendezést: (S,T,SZ), (T,SZ,S), (SZ,S,T). Minden ugréds utdn az
A allapotbdl a B-be, B-bol pedig az A-ba jutunk. igy 1999 lépés utdn A-bél
kiindulva B-be kell jutnunk, tehdt nem keriilhetiink vissza sem a kiindulo,
sem a masik két A-beli elrendezésbe.

Megjegyzés: Tudjuk, hogy tetszoleges n € N pozitiv egész szdmra az 1,
2, ..., n szdmok permutdcioit két csoportba, az dgynevezett pdros és pdratian
permutaciokra lehet bontani. Egy tetszoleges (a1, as, ..., a,) permutéciéhoz
keressiik meg az Osszes olyan ¢ < j szdmpdrt, amelyre a; > a;. Az ilyen
parok szamat hivjuk a permutécié inverziészamadnak. Ha az inverziészam
péros, akkor a permutdciét paros permutacionak nevezziik, ellenkez6 esetben
pedig paratlan permutéciénak.

Ha egy permutacioban két tetszoleges elemet (nem feltétleniil szomszédoso-
kat!) felcseréliink, akkor a permutécié paritdsa (parossdga) megvéltozik.

E fentiek alapjan (a permutdciok paritdsanak vizsgdlatdval) 3 helyett
akdrhdny ugrdandozé rovarra és 1999 helyett mds szdamra is eldonthet6 a fela-
dat.
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3.4.23) Kor-telikor, vagyis Kortelikér ) 20) .

20) lgsd: Gritzer Jézsef (1897-1945, a ,rejtvénykiraly”, Karinthy Frigyes titkdra):
SICC - Szérakoztatd Id6toltések, Cseles Csalafintasdgok, 1935, / Méra Kiads, 1964, ... |
https://hu.wikipedia.org/wiki/Grétzer Joézsef
https://hu.wikipedia.org/wiki/Sicc - Szérakoztaté idétoltések, cseles csalafintasdgok



4. fejezet

Gyuruk

4.1. Alapfogalmak

4.1.1) Gyfiriik: a), b), ¢), d), e), nem gyfiritkk: o), f), g) .

(A%, +,0) nem gyfiri, mert az  fo(g+h)=fog+ foh baloldali
disztributivitds nem teljesiil.

({i,h},V,A) sem gylirii, mert sem a V sem a A miiveletre nézve nincs
inverzelem,

(P(X),U,N) sem gyfirfl, mert sem a U sem a N miiveletre nézve nincs
inverzelem.

4.1.2) b) ({i,h},<) kommutativ (Abel) csoport egységeleme i
hiszen
"i&e " =1 é "h < 77 = h, és minden elem 6nmaga inverze: 7 i &
1”7 =1 és "h<e h” =10 Mivel V kommutativ, ezért elég csak
az egyik disztributivitdst belatni (pl. igazsagtabldaval): pV (¢ & r) =
(pVa) = (pVr).

¢) (P(X),A) kommutativ (Abel) csoport egységeleme () hiszen AAD = A
és minden elem 6nmaga inverze: AAA = () . Mivel N kommutativ,

ezért elég csak az egyik disztributivitast belatni (pl. Venn-diagramokkal):
AN(BAC)=(ANB)A(ANC) .

113
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d), e) Mivel Z[V3] és Q,, C R, igy a szokdsos miiveletek tulajdonss-
gai biztosan teljesiilnek. Csak a + és - miiveletek zartsdgit és egységelem
létezését kell igazolnunk.

4.1.3) (N,+,) -ben egység 1;  minden elem csak 6nmagdval asszo-
cidlt;  irreducibilis = primelemek = a szokdsos primszamok.

(Z,+,-) -ben: egységek +1 és —1;  asszocidltak = csak eléjelben kiilon-
boz6 egész szamok (vagyis abszolit értékiik megegyezik); irreducibilis =
primelemek = a szokdsos pozitiv és negativ primszamok.

(Z -2,+,-) (=péros szamok) -ben:  semmilyen egység nincs;  tehat
asszocialt elemek sincsenek;  irreducibilis elemek = mindazon pédros szamok,

amelyek 4 -gyel nem oszthatdk;  primtulajdonsdagi elemek = olyan péaros
szamok, amelyek 2p alakdak valamilyen p € P paratlan primszdamra.

(R[z],-) -ben: egységek = konstans polinomok (=R elemei); asszocidltak
= csak konstans-szorzétényezdben eltérd polinomok (azaz p(x) és c-p(z) ahol
c € R); irreducibilis = prim polinomok = a szorzattd fel nem bonthato
polinomok. Az Algebra Alaptétele’) szerint ezek pontosan az elséfoki és a
negativ diszkrimindnssal rendelkezé m&asodfoki polinomok.

c) A megoldédsban felhasznalhatjuk a 4.3.1. ” Euklideszi gytrtk alapfo-
galmai” fejezet 3.1.2)* feladatdnak, valamint a 4.3.1. "Z[a]” alfejezet ered-
ményeit:

N(z) totélisan multiplikativ, és  u egység <= N(u) =1.
A fentiek alapjan tehat:

(Z[ﬂ], +,) -ben: egységek (1 -+ \/§)n minden n € N -re,

(Z[i], +,-) -ben: egységek +1, +i ,

(Z [—% + %gz] .+, ) -ben: egységek +1, :F% + \/731 ,

d) Q= {%cQ|bpdratlan} -ben: egységek ¢ ahol a és b mindketts
pératlan;

1) Algebra Alaptétele (R valtozat): Minden valés egyiitthatés polinom p(z) € Rz]
lényegében egyértelmiien (sorrendtdl és asszocidltaktdl eltekintve) felbonthatd legfeljebb md-
sodfoki irreducibilis valds egyiitthatdji polinomok szorzatdra. [

Algebra Alaptétele (C véltozat): Minden komplex egyiitthatés polinom p(z) € Clx]
lényegében egyértelmiien (sorrendtdl és asszocidltaktol eltekintve) felbonthatd elséfoki
komplex egyiitthatdji polinomok szorzatdra. [
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g és ¥ pontosan akkor asszocidltak, ha = és v 2 -nek ugyanazon

hatvanyédval oszthatok;
7 pontosan akkor irreducibilis ha a nem oszthaté 4 -gyel.

e) (R[[z]],+,-) (formdlis hatvanysorok): egységek azon > a,z" ele-
n=0
mek, ahol ag # 0.

f) (Zp~,®,0) (p-adikus egészek): egységek > a,p™ ahol ag # 0.
n=0

o) (R™" +,.) -ben: egységek az invertdlhaté matrixok.

4.2. A Z,, maradékosztalyok

4.2.1. Alapmiiveletek

4.21.0)a) 7-3=21=2-12—-3=-3 (mod 12) .
b) Nem, mert pl. 6+4=1 (mod9) .
c) Azt kell megmutatnunk, hogy a<b és c€ Z, -bol (dltaldban)
nem kovetkezik a+c<b+c.

4.2.1.1) a) 3 -nak nincs (multiplikativ) inverze (mod 9) mert 3-3 =0,
azaz 3 nulloszt6? 3 (mod 9).

[\
Il
\]

d) Nincs olyan z szdm (mod 13) amelynek négyzete 7 lenne: =
(mod13) ,  vagyis V7 nem létezik (mod 13) .

4.21.2)a) z=9-7)/5=2-(5"1)=2-8=3 (mod13).
Ellentrzés: HF.

2) Definicié: Az (S,0) félcsoportban a € S nulloszté, ha a # u ahol u € S az S
félcsoport zéruseleme, és van olyan b € S, b # u elem amelyre aob=u . O

3) Definicié: Az (S,0) félcsoportban u € S zéruselem, ha uoa = u minden a € S
elemre.
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b) Legel6szor is kikotés: o # 5 (mod 47) .

Az egyenletet dtalakitva kapjuk: 3z +4=35—T7Tzr azaz
r=31/10=31-10"" (mod47) .
Kovetkezd lépésként tehdt 107! -et kell meghatdroznunk (mod 47) .

y = 107! olyan szdm, amelyre 10 -y = 1 (mod 47) . Egyik lehet6ségiink
(a legegyszer(ibb) tehdt: végigprébélgatjuk a (mod 47) = {0,1,...,46}
halmaz dsszes elemét: y =33 ésigy x=31-33=1023 =36 (mod47) .

Masik lehetoségiink, ami kevesebb prébalgatast és szamolast igényel, a
kovetkez6. A feladatgy{ijtemény végén levd primitiv gyok tablazatok?) koziil
tekintsiik a (mod47) tabldzatot: g = 5 primitiv gyok. Az indextdbldzatban
latjuk, hogy inds(31) = 3 és inds(10) =19 , azaz ¢* =31¢s ¢ =10 .
Tehét

1=33/10=g P =g =¢"%10=¢0 =36 GF(47) -ben.

Mellékesen a tabldzatbol azt is kiolvashatjuk (szamolés, probélgatéds nélkiil),
hogy

107 =g = g% = ¢*" = 33 (mod 47)
amint ezt az els6 megolddsban kiszémoltuk (prébalgatassal).

(A primitiv gyokok haszndlatat részletesen a 4.2.1.4) feladatban mutatjuk
be.)

c) Mivel 2> —-5x+6=(x—2)(x—3), ezbrtaz =2észy=23
(mod 13) . (Ne feledjiik: minden test nullosztémentes.)

d) Szorzattd nem tudjuk bontani az 2% + 3z + 9 kifejezést (disz-
krimindns<0), gyokot sem tudunk vonni (a diszkrimindns indexe pdratlan),
tehdt mds moédszer nem maradt: prébalgassuk végig a véges GF(17) =
{0,1, ..., 16} struktira sszes elemét.

Az egyenletnek nincs gyoke.

e) Probalgassuk végig GF(17) elemei: az egyenlet gyoke.x = 7 .

f) Az bz + 3y — 13z = 9  linedris Diophantikus egyenletet kell
megoldanunk (a médszert 1d. a 4.3.4 fejezetben),

vagy: probalgassuk végig GF(13) elemeit (13 - 13 eset),

4) hasonl6 a logaritmus tablizathoz
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VAGY (a legjobb megoldas): az egyenletet oldjuk meg y -ra:
y = (9—5x)/3=(9—-5x)-9=81—45z =
= 3+T7r=7r+3 (modl13)

(hiszen 37! =9 (mod 13) ).
Mivel z € GF(13) tetszbleges lehet, igy az egyenlet gyokei: (0,3), (1,10),
(2,4), (3,11), (4,5), (5,12), (6,6), (7,0), (3,7, (9,1, (10,8), (11,2), (12,9).

4.2.1.3) Szamoljuk ki a fiiggvény helyettesitési értékeit az © = 0,1, ..
helyeken.

10

4.2.1.4) a) Szamitsuk ki rendre 3 hatvdnyait (mod 17):
31=3,32=9, 3=10,3"=13,3=5, 35=15(=-2), 3" =11 (= —6),
P =16 (= -1), 3 =14 (= -3), 30 =8 (= —9), 3" =7 (= -10),
312 =4 (= —13), 38 =12 (= —5), 34 =2 (= —15), 3 =6 (= —11),
316 =1(=-16) (mod 17) .

Mivel a fenti listdban ~ (mod 17) \{0}  (azaz Zj, = {1,...,16} ) dsszes
eleme szerepel a felsoroldsban, ezért g = 3 valéban primitiv gyok (mod 17) .

b) A "kis” Fermat-tétel’)%) felhasznaldsdval:

310 = 321648 =38 (mod 17) ,
majd a hatvanytdblazatbol (1d.fiiggelék) egyszeriien kiolvasva:
3¥=16 (mod17) .
A (mod 43) hatvanytdbldzatbél — 3% =24 (mod 43) .

%) Fermat ("kis”) tétele: Ha p € P primszam és a € Z nem oszthatd p -vel, akkor
aP"' =1 (modp). O

Fermat fenti tételének altaldnositdsa Euler kivetkezd tétele:

Euler (szdmelméleti) tétele: Ha a,m € Z relativ primek, akkor a®(™ =1 (mod
m) ahol @(m):= azm -nél kisebb, m -hez relativ prim pozitiv szamok szdma  (Euler-
féle ¢ fiiggvény). O

Euler fenti tétele pedig specidlis esete Lagrange (csoportelméleti) tételének.

6) Pierre Fermat (1601-1665) francia jogdsz és matematikus. Tobb, mint 400 évig
megoldatlan sejtését: "Az ™+ y" = 2™ egyenletnek n > 2 esetén csak trividlis gyiokei
vannak.” (=Nagy Fermat Sejtés =Fermat’s Last Theorem =FLT) csak 1995-ben
sikeriilt bebizonyitani.
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c) A tabldzat szerint ind()(28) =5 mert 3° = 243 = 28 (mod 43).
Ennek alapjan ~ 28% = 358 = 3% =24 (mod 43) .

d) A tabldzat szerint g = 3 primitiv gyok (mod 43) , valamint
indP(11) =30, gy

1140 = (330)"0 = 31200 = 324 = 16 (mod 43)
mivel a kitevét (mod 42) kell szdmolni: 1200 = 24 (mod 42) .

Ha (mod 47) kell szdmolnunk, akkor a ¢ = 5 primitiv gyskst haszn4l-
hatjuk, vagyis az elozoekhez hasonléan:

1140 = (51" = 5280 = 5% = 19 (mod 47) .

e) Az Indextabldzatban (és az a) részben is) ldttuk, hogy mdﬁ)(?) =11
hiszen  3'' =7 (mod 17) .

fgy 71=3%1ll=5 ¢ 6/7T=6-5=13 (modl17).
Ellen6rzés:  13-7 =6 (mod 17) .
Hasonléan z'ndg?;)(—l) = mdﬁ)(m) =8 mivel 3¥=16=-1 (mod17),
fgy V-1=v16=3%2=3*=13 (mod17).
Ellendrzés: 132 =169 =170 —-1=-1=16  (mod17)
vagy 132=(-4)? =16=-1 (mod17)
vagy 132=(3%)’=3*=16=—-1 (mod17)
(a Hatvanytdblazatbol) .

f) A tablazatok szerint g =5 primitiv gyok (mod47), ¢ =7,
amik alapjan

T l=g R =g 32 =g =927 (mod47) .

Tovabbd (a tabldzat szerint) 11 =g, {gy az egyenlet gyoke
r=11/7T=11-71 =g = ¢! =15 (mod47)

mivel (a tdbldzat szerint) g =15 (mod47) .
Ellenérzés:  7-15=105=11 (mod47) .

g) Eloszor is vegyiik észre, hogy

a”=(a")" (mod m)
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tetszbleges a,m,n € 7 egész szdmokra. Vagyis csak a~! értékét kell
meghatdroznunk mind a harom esetben!

I) Megoldds: Az 2 =13"! (mod 1271) sszefiiggés ekvivalens az
137 — 1271y = 1

linedris Diophantikus egyenlettel (1d. a 4.3.4 fejezetet).

Hasonléan, az ~ x = 137! (mod 24) illetveaz x = 3744 (mod 9875)
értékeket az

132 — 24y =1 ill. 3744z — 9875y = 1

linedris Diophantikus egyenletek megoldédsa szolgaltatja.
(A részletes szamoldsokat a IT) Megoldds utén kozoljiik.)

IT) Megoldas:  Vegyiik észre, hogy 1271 = 31-41 két kiilonbo6z6 prim-
szam szorzata. Tehét elegendd elészor kiszdmolnunk 1371 értékét (mod 31)
és (mod 41) , majd alkalmazzuk a Kinai Maradéktételt (1d. a 4.3.5 fejezetet).

A 24 és a 9875 modulusok nem bonthaték fel primek elsé hatvdnyainak
szorzatdra, igy a fenti médszer most nem alkalmazhato.

Hasznalhatjuk még Euler (szémelméleti) tételét is.

Szamolasok: A 3744-x—9875y =1 linedris Diophantikus egyenlet
megolddsa ([ | -ben a maradékok vannak, 1d. a 4.3.4 fejezet):

[3744] = [—9875] - 0 + [3744]

[—9875] = [3744] - (—2) + [—2387]

[3744] = [—2387] - (—1) + [1357]

[—2387] = [1357] - (—1) + [—1030]

[1357] = [—1030] - (—1) + [327]

[—1030] = [327] - (=3) + [—49]
[327] = [—49] - (—6) + [33]
[—49] = [33]- (—1) + [-16]
[33] = [-16] - (=2) + [1]

[—16] = [1] - (=16) + [0]

ahonnan  Inko[3744,—9875] =1 .
Visszafejtve:

Inko =
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—1-[33]+2-[~16] =1-[33] + 2 ([-49] — [-1] - [33])

=2 [—49] +3-[33] = 2 [—49] + 3 - ([327] — [—6] - [-49))

—3-[327] + 20 - [-49] = 3 - [327] + 20 - ([—1030] — —3 - [327))

=20 - [~1030] + 63 - [327] = 20 - [—1030] + 63 - ([1357] — —1 - [~1030))

= 63 - [1357] + 83 - [—1030] = 63 - [1357] + 83 - ([—2387] — —1 - [1357])

— 83 [—2387] + 146 - [1357] = 83 - [—2387] + 146 - ([3744] — —1 - [—2387))
— 146 - [3744] + 229 - [—2387] = 146 - [3744] + 229 - ([—9875] — —2 - [3744])
= 229 - [—9875] + 604 - [3744] = 229 - [~9875] + 604 - ([3744] — 0 - [—9875))
— 604 - [3744] + 229 - [-9875] ,

ahonnan
rg=0604-C/d=604, yo=229-C/d=229,
az altalanos megoldds pedig:

r = xo+k-b/d=604+k-(—9875), y=vyo—k-a/d=229—k-3744 (k € Z).

Innen 37447 = 604 (mod 9875) .
Ellendrzés: 3744 - 604 = 2261376 =1 (mod 9875) .

4.2.1.5) Ha indulédskor azonos alldsban van a két megjelslt fog (mond-
juk mindketté fiiggdlegesen lefelé”)), akkor megszdmolhatjuk, hogy hényszor
fordult a hajtott (éltaldban a nagyobbik) kerék addig, amigy legkozelebb
mindkét kerék ugyanigy &ll, vagyis mindketto fiiggdlegesen lefelé all.

Tudnunk kell természetesen a két fogaskerék fogainak szamat: legyenek
a és b fogiak, és jelolje x ill. y hogy hényszor fordult kérbe a és b, (z -et
megszamoltuk, y -et nem). A ldncmeghajtds miatt

c:=axr ="by.
S6t, mivel x és y a legkisebb ilyen természetes szamok, ezért
c = lkkt (a,b) ,

tehat kerékpdrozas kozben a legkisebb kézds tobbszorost tudjuk kisérletileg
meghatdrozni. Tovdbb4, a jol ismert

Inko (a,b) - lkkt (a,b) =a-b

) sajnos a cimlapon nem egy ilyen helyzet lathaté
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osszefiiggésbol Inko(a,b) -t is mar egyszeriien meg tudjuk hatdrozni.

Megjegyzés: Hasonld, de sokkal bonyolultabb fogaskerék rendszerekkel
Derrick Norman Lehmer (1867-1938) és Derrick Henry Lehmer (1905-
1991) amerikai matematikusok (apa 4s fia) bonyolult szamelméleti szamité-
sokat oldottak meg. Fogaskerék rendszereik nem tévesztendoek ossze a milt
szazadi fogaskerekes, csak négy alapmiiveletre alkalmas szamologépekkel,
részletesebben ldsd:

https://math.uni-pannon.hu/~szalkai/Lehmer-szita.pdf |

https://en.wikipedia.org/wiki/Derrick Norman Lehmer |

https://en.wikipedia.org/wiki/Derrick Henry Lehmer

4.2.2. Altaldnos- és kozépiskolds feladatok

4.2.2.0) a) Emlékeztetéiil pl. a 9-es préba: 7 Egy tetszboleges n € 7
egész szdm pontosan akkor oszthatd 9 -cel, ha szamjegyeit dsszeadva a kapott
0sszeq oszthato 9 -cel.”

A préba a kovetkezok miatt helyes: ha n szamjegyei  ay, ..., aq , akkor
10'=1"=1(mod 9) (i € N) alapjdn az

k k
n= ZlOi-ai = Zai (mod 9)
i=0 i=0

Osszefiiggés igazolja a 9 -es prébat. [
Hasonléan igazolhaté a tobbi felsorolt szamproéba is.

b) Han € N szdmjegyei ay, ..., ao , akkor a

i _( 1vi_ J —1(mod 11) ha i pdratlan ,
0°=(=1)= { 1 (mod 11) ha ¢ péros (i € N)

Osszefiiggések alapjan

igazolja a 11 -es probat. [
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Mivel 2—8+4+-3—-5+7—8+9—-4+2—-3+7-54+3-9+1-8+0-7+1 = —22,
ezért a szam oszthaté 11 -gyel.

Ellentrzés: 2 835 789 423 753 918 071 : 11 = 257799038523083461 .

c) Alkalmazzunk 9 -es prébat: a tényezok 9 -es maradékainak szorzata
meg kell, hogy egyezzen a végeredmény 9 -es maradékdval.

673 maradéka 6+7+3 =7, 427 maradéka 4+4+24+7=4,
287371 maradéka 24+84+74+3+7+1=1,
igy 7-4=1 (mod9) alapjdn
a 673-427 =287 371 szorzds lehet helyes.
Hasonl6éan: 425 maradéka 2, 25168 maradéka 4,
23089752420 maradéka 6, {gy 2-4 #* 6 alapjan
a 91742525168 = 23089752420 szorzds biztosan helytelen.
Az osztasokat célszerii szorzat alakba dtirni:
907159 = 382 - 2374 + 291 illetve 2830917 = 427 - 6634 + 199 .

907159 maradéka 4, 382 maradéka 4, 2374 maradéka 7, 291 maradéka 3, igy
4=4-743 alapjdgna 907159 = 382-2374+291 egyenl6ség helyes lehet.

Hasonl6an: 2830917 maradéka 3, 427 maradéka 4, 6634 maradéka 1,
199 maradéka 1, gy 4-1+ 1 # 3 alapjdn a médsodik osztds biztosan
rossz!

A 601 524 - 548 120 = 329797 334880 szorzés ellendrzésekor a  9-ces
proba nem jelez hibdt, de a 1l-es préba igen! Ennek az oka az, hogy a
végeredményben a széamjegyek tsszeg 9-cel médosult!

(Valéjaban: 601524*548120 = 329707334880.)

Természetesen eléfordulhatnak olyan tévedések is, amit a 11-es préba nem

vesz észre, csak a 9-ces préba.

A 135498 - 759054 = 102850298793  szorzds hib&jat sem a 9-ces sem
a 11-es préba nem veszi észre!
(Valgjdban 135498*759054 = 102 850 298 892 .)

Megjegyzés: Ha a fenti médszer egy miiveletet rossznak minésit, akkor
az biztosan rossz. Ha azonban a maradékok vizsgdlata nem mutat eltérést,
akkor még az eredeti miivelet lehet hibds: a helyes végeredménytol 9 tobbszo-
rosével tér el. Ennek valésziniisége 1/9, vagyis ellen6rzé médszeriink csak kb.
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89% -os (!) biztonsdggal ellendrzi az eredményt. Ha azonban a 11 -es prébat
is alkalmazzuk (a bemutatotthoz hasonléan), akkor az ellendrzés tévedésének
esélye mar csak 1/99 | vagyis a médszer biztonsaga kb. 99% !

A moédszer pedig nagyon egyszert, akar fejben is elvégezhetd!

4.2.2.2) Ha csak az utolsé két jegy érdekes, az azt jelenti, hogy az
eredményt (mod 100) kell kiszdmitanunk, éltaldban pedig az utolsd k jegy
kiszédmitdsa (mod 10'“) szamolast kivan.

a) Vegyiik észre, hogy n > 10 esetén n! oszthaté 100 -zal, hiszen
legaldbb két 5-tel és két 2-vel oszthaté szam van az 1,...,n szdmok kozott.
fgy
H+214...42005! =11+ 21 431+ 41+ 51+ 6! + 71+ 8 + 9! =
=1+24+6+244+20+20+40+20+80=113=13  (mod 100) .

b) Tudjuk, hogy tetszbleges m € 7Z modulus esetén 1z = y -bdl
kovetkezik, hogy =% = y* (mod m) . Tovdbbd m = 100 (péros) miatt
(x +50)> = 2> +2-50 - 2 + 50> = 22 (mod 100)
fgy
12422+ .. 420052 = (12 + 22+ ... +50%) - 40 + (12 + 22 + 3% + 42 + 5%) =
— S0SLC@E0ED 404 (1 4 4 + 9+ 16 4 25) = 42925-40+55 = 55 (mod 100).

6
A szdmolds sordn felhasznaltuk a jol ismert

—~ , nn+1)2n+1)

Osszefiiggést is.
c) (mod 10%) kell szdmolnunk, de felhaszndlhatjuk a Binomislis Tételt
is:
10011965 = (1 + 1000)1965 = 11965 4 (1965 . 1000 + (195%) - 10002 + Q =
= 1929631965001 + 2 = 1929 631 965 001 ,
ahol Q egy olyan szdm, amelynek (legaldbb) 9 utolsé szamjegye 0 .
Hasonléan (a feladatban 7 = 100119%5):

10017 = 17 + (?) - 1000 + (Z) 10002 +Q = ..
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ahol 2 -nak (legaldbb) 9 utolsé szémjegye 0  és n -nak csak az utolsé 9
szamjegye érdekes.

d) Legyen A:=5+5%+..4+5% . Mivel 186=2-3-31, igy
az eredeti feladat:
A=0 (mod2-3-31)

ekvivalens az
(mod 2)

A=0
A=0 (mod3)
A=0 (mod3l)

kongruencia rendszerrel (hiszen a 2, 3, 31 szdmok relativ primek).
5=1 ¢ésigy 5*=1 (mod?2), vagyis A=150=0 (mod 2).
5b=2 ésigy 52=22=1, 5=2-1=2, (mod3),

vagyis

A=24+142414+...4241=(2+1)-75=0-75=0 (mod 3) .
5=5, 52=25, 5=5-25=1 (mod3l), figy

A=54+254+14+5+25+1+..4+5+254+1=(31)-50=0 (mod 31) .

4.2.2.7) Ot kiilonbozé (1) megolddst adunk.

100 -as préba: 14! nyilvan oszthat6 2-4-5-10 = 400 -zal, vagyis (tobbek
kozott) 100 -zal, tehdt Peti eredménye biztosan rossz. Panni eredménye
még lehet j6.

9 -ces, 3 -as préba: 14! nyilvdn oszthaté 3-mal, tehat Panni eredménye
biztosan rossz. Peti eredménye még 9 -cel is oszthatd, tehdt ez a mddszer
Peti eredményét nem mindsiti.

11 -es préba: 14! nyilvan oszthaté 11-gyel, de egyik tanulé eredménye
sem oszthato vele (11 -es prébal), tehdt mindkét eredmény rossz.

7 -es, 13 -as préba: 14! nyilvdn oszthaté 7 -tel és 13 -mal. Bar gyors
préba nincs a 7 -tel ill. 13 -mal val6 oszthatdsdgra, de taldn maradékosan
gyorsabban el tudjuk osztani a két ”szémkigy6t” (7 -tel vagy 13 -mal) mint
a 14 szdmot osszeszorozni. Egyik tanulé eredménye sem oszthaté sem 7 -tel
sem 13 -mal, tehat mindkét eredmény rossz.

(Egyébkent: 14! = 87178291 200.)
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4.2.2.8) A feladat szerint 10839 = 11863 (mod m) vagyis
m | 11863 — 10839 = 1024 ahonnan m = 128, 256 vagy 512.
A lehetséges maradék mindhdrom esetben 10839 = 11863 = 87 (mod m).

4.2.2.10) Az
1999n = 2001  (mod 10 000)
kongruencidt kell megoldanunk, ami ekvivalens az
1999n = 10 000m + 2001

vagy mdsképpen az
1999n — 10 000m = 2001

ugynevezett Diophantikus egyenlettel: n,m € N . Ez kénnyen megold-
hat6 a (4.3.4) "Linedris Diophantikus egyenletek” c. fejezetben ismertetett
(Euklideszi) algoritmussal:

n = —4004001 + 10000k
= —800400 + 1999k kelZ.

Mivel nemnegativ gyokoket keresiink, ezért
—4 004 001 + 10000k > 0

ahonnan
k > 4004 001

vagyis a legkisebb széba joheto érték

E=401 és n=25999. U

Osszehasonlitdsképpen idemésoljuk a KéMalL-ban megjelent eredeti meg-
oldast is. Legyen n egy olyan pozitiv egész, amelyre az 1999n szam 2001-re
végzodik. Ekkor kiilonbségiik

1999n — 2001 = ...0000
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4 nulldra végzodik, és igy oszthaté -tobbek kozott- 2000-rel. Alakitsuk at a
fenti kiilonbséget a kovetkezOképpen:

19990 — 2001 = 2000(n — 1) — (n + 1)

Mivel a bal oldal oszthaté 2000-rel, a jobb oldalnak is oszthatonak kell lennie,
azaz 2000 | n+1. Az n szébajohet értékei: 1999, 3999, 5999,.... FEzeket
rendre megszorozva 1999-cel 5999 - 1999 = 11992001 az elsé olyan,
amelyik 2001 -re végzodik, tehdt 5999 a legkisebb n .

4.2.2.11) (mod 17) szdmolunk:
333,333,331 = (10° = 7)/3 = (10° = 7) - 6 = ((102)4 .10 — 7) 6=
=((-2)"-10-7)-6=(160-7)-6=0 (mod 17) .

4.2.2.12)* b) Ha s = 2 , akkor s — 1 = 1 és a maradé¢k 0. Tegyiik fel a
tovabbiakban, hogy s > 2. Jelolje S; az (s+ 1) -es alapt szamrendszerben
felirt 4ii...7;_4.r Szémot, ekkor

Si=i 1111 e =i ((s+1) "+ (s+1) >+ +(s+1)+1) .
Az (s + 1) szdmot (s — 1) -gyel osztva a maradék 2, ezért S; és
(2727 +241) =0 (20— 1)
ugyanazt a maradékot adja (s — 1)-gyel osztva. Tehat

F,=1+22+ 333 +4444 + ... + s8ss...8

ugyanakkora maradékot ad (s — 1)-gyel osztva, mint

G =1-2"-1D)+2- (221 +..+s-(2°—1)
_s(s+1) H_s(s+1)

= 1-2'4+2.224+ . +5-2° = 5

s(s+1)

hiszen 1 +2 4+ ...+ s = — Legyen

B=H-2=1-2"4+2.224+ . +5-2°-2
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ekkor
29B=1-224+2.22 4 . 4+s-2°71 4,
A fenti két egyenlet kiilonbsége
B = 2B-B=-2'-2%_2% 5.2 _ 92—

= —1-21-922_95 4 g.25" 1
— (2T 1) +s- 2T —1=(s—1)- 27"

ami nyilvan oszthaté (s — 1) -gyel.
Tehét a feladatban F; maradéka megegyezik

s(s—1) _

s(s+1) _s(s+1)_2_s(s—1)+23
2 2 2
s(s—1)
2

B+2-— 2 —2—s5—
= 1—(s—1)—
osztdsi maradékdval (mod (s — 1)). FEz pedig 1, ha s pdros, és

s(s—1) 2 (S—l—l)(s—l)—(s—l):2+(s—1)_(s—|—1)(s—1)

1— - 2
2 2 2 2 2
14s (s+1)(s—1)
) 2
., 1+s , ,
alapjan ha s paratlan (mert s+ 1 paros).

4.2.2.14) Vegyiik észre (ellenérizziik), hogy minden pératlan szam négy-
zete pontosan 1 maradékot ad 8 -cal elosztva, vagyis 8k +a =1 (mod 8)
minden a = £1,£3 esetén. Tehdt nézoktol kapott négyzetosszeg mod 8
maradéka pontosan a gondolt szdmok szam&t adja. Mivel pedig a 8 -as
maradék csak az egész szam utolsé 3 jegyétdl fiigg, kis gyakorlds utdn mi is
eldadhatjuk a btivésztriikkot.

4.2.3. Euler és Fermat tételei, nagy kitevojii hatvanyok
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4.2.3.0) A tizes szdmrendszerben x € N pontosan akkor k jegyfi, ha
10F! <2 < 10F

Ezek alapjan  k—1 < lg (342553%) = 5432-1g (3425) ~ 19200.276 ,  vagyis
a kérdéses mennyiség 19201 jegyti 10 -es szdmrendszerben felirva.

Kettes szdmrendszerben pedig  logs (3425°432?) ~ 63781.936  alapjdn a
hatvdny 63782 szamjegybol &ll.

4.2.3.1) a) Tetszbleges p € P primszamra ¢(p) =p—1,  tovdbba a
logikai szitaformula (legegyszeriibb valtozata) alapjén

ep-q)=pg—p—q+l=(p—-1)-(¢—1)

ahol p,q € P tetszbleges primszamok.

b) A [SzI] Feladatgytijtemény 4. fejezetében (Logikai szitaformula) lefr-
tak miatt
1
w0 =TI (1)
piln !

ahol az n szdm primtényezds felbontdsa

k
G
i=1

c) A fentiek (azaz a logikai szitaformula) alapjan

1500 1500 1500 = 1500 = 1500 = 1500 1500

1 — 1500 — —
#(1500) 2 3 5 237925735 2.35

= 400

4.2.3.2) a) 6456552 (mod 9786)  kiszdmitdsa:
k = 4652 = 1001000101100 (bin) ,
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ul0] = u=6456 = u>’ = 6456 (mod 9786)
u[1] (u[0])? = u? = 6456 = 1362  (mod 9786)
uf2] (u[1])? = u¥ =1362> = 5490 (mod 9786)
uf 3] (u[2])? = u*’ = 5490% = 9006  (mod 9786)
ul4] (u[3])? = v =9006% = 1668  (mod 9786)
uf 5] (u[4])? = u*” = 1668% = 3000  (mod 9786)
u[6)] (uf5])? = v = 3000% = 6666 (mod 9786)
ul7] (u[6])? = u?" = 6666 = 7116  (mod 9786)
ul8] (u[7])? = u®° = 7116 = 4692  (mod 9786)
uf 9] (u[8])? = u*’ = 4692% = 6150  (mod 9786)
u[10] (u[9])? = u*" = 6150> = 9396  (mod 9786)
u[11] (u[10])* = u®" = 9396% = 5310  (mod 9786)
u[12] = (u[11])* =u?" =5310> = 2634  (mod 9786)

igy

uF = 5490 - 9006 - 3000 - 6150 - 2634 = 4068 - 3000 - 6150 - 2634 =

= 858 - 6150 - 2634 = 2046 - 2634 = 6864  (mod 9786) ,

vagyis 645662 = 6864 (mod 9786) .

b) 4326'8® (mod 1003)  kiszdmitdsa:

k = 11100011010 (bin) ,

129
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ul0)) = u=314=v* (mod1003)
ull] (u[0])* = v* =302 (mod 1003)
u[2] (u[1])? =u* =934  (mod 1003)
uf3)] (u[2)? =u* =749  (mod 1003)
ul4] (u[3])? = u* =324  (mod 1003)
ul5)] (u[4])* =u® =664 (mod 1003)
ul6] (u[s])? =u* =579  (mod 1003)
ul7] (u[6])® = v* =239 (mod 1003)
ul8] (u[7)? =u® =953  (mod 1003)
ul9)] (u[8])* = u¥ =494  (mod 1003)
u[10] = (u[9])* =u*" =307 (mod 1003)

Tehat
43261818 = 3141818 = 302 - 749 - 324 - 953 -494 - 307 =64  (mod 1003) .

c) 2222%% (mod 137) kiszdmitdsa:

Mivel 137 primszam és sokkal kisebb a kitevonél, ezért célszerii eldszor a
7kis” Fermat tételt hasznalni, amivel a kitevot csokkenthetjiik:

22227955 = 2929136401115 — 999915 (mod 137)

ami alapjan (a rovidebb) szamolds:

k = 1110011 (bin) ,

=30 (mod 137)

ul0)] = v =

u[l] = ¥ = 78 (mod 137)
w2l = «¥ =56 (mod 137)
w3 = ¥ =122  (mod 137)
ud] = «* = 88 (mod 137)
up] = v =172 (mod 137)
ulp) = v* =115 (mod 137)
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uF =30-78-88-72-115=11-88-72-115=9-72-115=100-115 = 129 .
Vagyis  22225%° = 30M° =129  (mod 137) .

Megjegyzés: a kitevot nem prim modulus esetén is csokkenthetjiik,
ha a hatvény alapja relativ prim a modulushoz, Euler (szdmelméleti) tétele
alapjan.

4.2.4. RSA - titkosiras

4.2.4.0) a) 440747 = 613 - 719 ,
b) 2347589 = 1483 - 1583 ,
c) 97189241 = 7151 - 13591 ,
d) 17967876255379 = 81371 - 220814249 |
e) 444113096135661846937 = 3719977867 - 119385951211
f) 207 — 1 = 193707721 - 761838257287

4.2.4.1) a) "Wir treffen uns am Samstag”  iizenet kédolva: =
120417 00 15172541412509 00 210924 00 0107 00
24 01 07 24 15 01 28.

b) 24/ =24'7 =29 =U (mod 55), ... s.i.t., az iizenet: UGYES.

c) 10/ =10" =10 =H (mod 77), ... s.i.t., az {izenet: HELYES.

4.2.4.2) a) n = pg = 269241 = 64829, s = p(n) = 268-240 = 64320 ,

b) az ef —sy =1, azaz 53201 - f — 64320 -y = 1 Diophantikus
egyenletet kell megoldanunk: f = 28721 ,

c) y=21°(modn) azaz y = 480555321 = 61606 (mod 64829) ,
d) r=y/ (modn) azaz  z = 6160627 = 48055 (mod 64829) ,

e) 8% = 13745 , 5125301 = 57388 &s 12157 = 18638
(mod 64829) , vagyis a "HELLO” iizenet kédolva = 0008 0512 1215,
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f) 3637627 = 16 , 2821027 = 918 , 533342871 = 1519 (mod 64829) ,
vagyis a kédolt iizenet: 0016 0918 1519 = ”"PIROS”

4.2.4.3) a) n = pqg = 29539, s = p(n)=29160 ,

b) 13201 f —29160-y =1 alapjén f = 26041 ,

c) y=11418!3201 = 24836  (mod 29539) ,

d) z =248362°! = 11418 (mod29539) ,

e) 813201 = 9709 | 51213201 = 512 ¢s 121513201 = 13473 (mod 29539),
vagyis a "HELLQO” {izenet kddja: 970951213473 |

f) 42426041 = 112 | 20621294 = 1301 , vagyis a kédolt tizenet:
01121301 ="ALMA” .

4.2.4.5) a) 00000001%% = 00000001, 16160100%% = 00022271 (modn),
182118139 = 47610329 (modn) , tehdt a kédolt tizenet = 00000001
00022271 47610329  (eml: n = 49,891, 381).

b) ”OLVASD EL” = 15122201 19 04 00 05 12 amit 8 hosszu részekre
tordelve k1 = 1512220 , ks = 11904000 és k3 =512 . Ekkor

k¢ = 1512220%° = 11812012  (mod 49, 891, 381)
kS = 11904000%% = 4882790  (mod 49, 891, 381) ,
ks = 512209 = 42839442  (mod 49, 891, 381) ,

vagyis a kodolt tizenet : 11812012 4882790 42839442 .

c) 2¢ = 49691150%%° = 19211115 (modn) és 19211115="PRIM”
értelmes iizenet.

d) n=49891381 = 6091 -8191 =p-q,
s=(p—1)-(¢g—1)=49877100 ,
f = 4056989 = 1111011110011110011101(B1N .
fgy (1)) = 3779178640699 = 92 30 17 14 ="SZOL” (modn) ,
(y2)) = 011500824056989 = 11 05 01 21 ="IDAR” (modn) ,
(ys)” = 3213771840569 = 11 23 02 22 ="ITAS” (modn) , azaz a feltort
iizenet: "SZOLIDARITAS” .

4.2.4.6) Ha
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n = 444 113 096 135 661 846 937 = 3 719 977 867 * 119 385 951 211
és  f =2039,
akkor  e= 217 809 267 204 044 099 &5z = 32 kédja

y = 2¢ = 316 326 629 379 930 725 998 (modn) .

4.2.4.7) Han € N | akkor az egy részként kédolhat6 betiisorozatok
hossza k -jegyll szdm, azaz k/2 betiit tartalmazhat ha az n szdm k-jegyf,
feltéve hogy n legalabb 35-tel kezdédik. Vagyis n<3535 esetén csak bet{inként
tudunk kédolni, ami konnyen feltorheté. Ne feledkezziink még meg a kédoléds
utdni (dekédolds elétti) szokozokrol sem!

4.2.4.8)* A torténet az [M] cikk szerint a kovetkez6: Rivest, Shamir és
Adleman a Scientific American 1977. augusztusi szdmdban tlizte ki ezt a
feladatot (az els6 megfejtének 100$ jutalmat ajanlottak fel. 1994 aprilisdban
gazddja akadt a 100$-nak.)

n -et a kovetkezoképpen sikeriilt faktorizalni:

n = 3490 5295108476 5094914784 9619903898 1334177646 3849338784
~3990820577 *
* 32769 1329932667 0954996198 8190834461 4131776429 6799294253~
"9798288533.

A "titkos” kitevo:

f = 106 69861436857 8024442868 7713289201 54780709906 63393786280
1226224496 63106312591 17744708733 4016859746 23065539685 4451327710
9053606095 .

A hatvanyozds utdn az eredeti, rejtjelezett iizenet:

P =20 08 0500 13 01 07 09 03 00 23 15 18 04 19 00 01 18 05 00 19 17 21
05 01 13 09 19 08 00 15 19 19 09 06 18 01 07 05

=7 THE MAGIC WORDS ARE SQUEAMISH OSSIFRAGE”

=7 A VARAZSSZO A KENYESGYOMRU HALASZSAS” .

A faktorizdcié (1994-ben!) azéltal valt lehetségessé, hogy irtak egy prog-
ramot, amely a szamitdsokat képes volt sok szamitogépre szétosztani s a
részeredményeket a kozpontba elkiildeni, s tobb mint 600-an, amikor éppen
nem volt sziikség szamitogépiikre, ezt a programot futtattdk. A munka igy
8 hénapig tartott. A befutott részeredmények egy 569466 x 524338 mdtrixot
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alkottak, amelyet Gauss-féle elimindciéval 188614 x 188160-ra csvkkentettek.
Ennek alapjdn a faktorizacié 16K MasPar P-1-es gépen 45 6réig tartott. Ez
az els6 eset, hogy sikeriilt RSA kédban irt szoveget feltérni; mint lathatjuk,
elég szép munka volt.

4.3. Euklideszi gytriik

4.3.1. Alapfogalmak

4.3.1.1)a) (N, +,:)és (Z,+, ) mindegyike Euklideszi gyfirii: ¢(n) =
|n| a szokdsos abszolitérték, és a maradékos osztds is a szokdsos.

(Z-2,4+,-) nem Euklideszi gyfir{i: pl. 20 sem oszthat6 el 6 -tal mara-
dékosan a pdros szémok korében gy, hogy a maradék kisebb legyen mint az
0szt6 (most éppen 6).

Mais indokléas: tanultuk, hogy minden Euklideszi gytiriiben teljesiil az
egyértelmii primfelbontési tulajdonsdg, marpedig a paros szamok gyfirtijében
pl. 60 tobbféleképpen is felbonthaté irreducibilis (tovabb mér nem bonthatd)
elemek szorzatdra: 60=2-30=10-6=...

b) Egy R|z] polinomgyfirii pontosan akkor Euklideszi, ha R test. Vagyis
(Zp[x]v +, ')’ (@[:E]v +, ')7 (R[l‘], +, '), (C[l’], +, ')7 (Q[ﬂ?], +, ')7 (F[ZE], +, ) min-
degyike Euklideszi gyfirti. Ekkor ¢(p) = a p polinom fokszdma-+1
ha p#0. (A 741" novelésre azért van sziikség, mert  ¢(c) >0 kell
minden ¢ # 0 konstans [azaz 0 -foki] polinomra.)

(N[z],+,-), (Z[z],+,"), (Zn[z],+,-) nem Euklidesziek: példdul az
522 +4r — 2 polinom sem oszthaté a 3z —2  polinommal gy, hogy a
maradék elsofoki legyen.

c) (Zla],+,-) Euklideszi gyfirti, ha a=i,v2, V1=+ \/ng ,
nem Euklideszi gytirlt, ha o = /31, v/5i, v6i, V/19i, /43i, /67i, /163i

vagy 1+@.

A Z[o] struktirdk
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Most kiilon alfejezetben dltaldénosan is megvizsgiljuk a norma és a ma-
radékos osztas probléméjat a

Zla)={a+b-a:a,beZ}
gyurikben a mdsodfoki algebrai egész esetén, azaz ha « gyoke egy
o® +pa+q=0 (4.1)

egyenletnek.

Mivel szeretnénk, hogy a maradékos osztéds elvégezhetd legyen Z[a] hal-
mazunkban, ezért tegyiik fel még, hogy p,q € Z olyan egész szdmok, ame-
lyekre

1+ |p|+ gl <4 . (4.2)

(N (u) legfontosabb tulajdonsigait megtalaljuk a 3.1.2) feladatban)
Specialis esetek:

ha p=0,¢=0 akkor a« =0, Z[a] = Z=egész szdmok, N(a) = a?,

ha p =0, ¢=1 akkor a =i, Z[i]="Gauss-egészek”, N(a + bi) = a® + b,

hap=1,¢g=1akkor a = -1+ \/Tgi, Z[a)="Euler-egészek”,
N(a + ba) = a® + b* — ab,

hap =0, ¢ = —2 akkor a=v/2, Z[a]="H-egészek”, N(a+ba) = a> —2x b
Jelolje D a (4.1) egyenlet diszkrimindnsét, azaz

D= <§)2—q, és gy az(%)—i—@ . (4.3)

Mivel Z[a] C C, ezért a Z[a] halmaz elemei kozott az alapmiiveleteket a
szokdsos médon végezziik®). Tovabba, Z|a] részhalmaza a

Qo) :={a+b-a:a,beQ}

8) Meg kell még gondolnunk azt is, hogy Z]a] zart a mitveletekre (1d.a 1.3. ” Figguények,
miweletek” c. fejezet 3.5. feladatdt). Ez csak a szorzds esetében nem nyilvdnvalé:
ha aa+b és ca+deZa], akkor
(aa +b)-(ca + d) = aca®+(ad+be)a+bd = ac(—p-a—q)+(ad+be)a+bd = ua+v € Z[al.
Itt hasznaltuk fel, hogy « kielégiti a (4.1) dsszefiiggést.
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és a
QVD]:={a+b-VD:a,beQ}
halmazoknak is, ezért az osztast is el tudjuk végezni Q[v/D] és Q[a] -ban:
Ha a+b-a,c+d-a€Zla), akkor

a+b-a = a+b-(§+\/ﬁ>:x+y-\/ﬁ

c+d-a = c—l—d-(%—l—@):u%—v-\/ﬁ

és

a+b-a z+y-vVD <I+y~\/ﬁ)~<u—v-\/ﬁ)
ctdoa U+U'\/5:<u+v-\/5>~<u—v-\/ﬁ)
_ (zu—yvD)+ (yu—av) - VD
u2 —v2-D ’
majd bevezetjiik a , ,

wi=u"—v*-D

jelolést, és felhasznaljuk az (4.3) osszefiiggést, akkor kapjuk, hogy

(zu —yvD) + (yu — 2v) - (o = §)
w
zu—yvD — (yu—av) -5 yu—av

w w

= 2i %0 € Qq
w w

ahol m,n,w e Z.

Jelolje tovabba
N(a+ ba) := |a* + gb* — pab|

az a+ba € Z[a] szdm norm&jat’).

9) Konnyen beldthaté, hogy N mindig multiplikativ fiiggvény Z[a] -n, azaz N (k-\) =
N(k)-N(X\) tetszbleges k, A € Z[a] szdmokra.  (Ldsd még a 3.1.2) feladatot is.)
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Célunk a maradékos osztds elvégzése a Z|a] gyliriiben, azaz:
adott a+ba, c+da€Zla], c+da#0 szdmok esetén keresenddk
olyan e+ fa, g+ ha € Z[a] szadmok, amelyekre

a+ba = (c+da)-(e+ fa)+ (g+ ha)
és N(g+ha) < N(c+da) . (4.5)

Ennek receptje: végezziik el az

at+b-aa m n
c+d-ao w w

osztast a (4.4) képlet szerint, és kerekitsilk az ™, raciondlis szdmokat
a legkozelebbi (akdr nagyobb akdr kisebb) e, f € Z  egész széamokra.
(Vagyis a hdnyadost mar megtalaltuk.)

A (4.2) feltétel miatt a

(g + ha): = (a+ba) — (c+da) - (e + fa)
=(a—ce+dfq)+ (b—cf —ed+dfp) -«

szamra teljesiilni fog a (4.5) feltétel. A fenti képlet pedig a maradékot szol-
galtatja. U [ |

4.3.2. Primfelbontas

4.3.2.1) 60=6-10=2-30 - ez két kiilonboz6 felbontds irreducibilis
elemekre.

4.3.3. Euklidesz algoritmusa

4.3.3.1) a) [nko(7732,149) meghatdrozdsa (a maradékokat () -ben
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frtuk fel):
(7732) = (149) - 51 + (133)
(149) = (133)-1+ (16)
(133) = (16) -8+ (5)
(16) = (5)-3+(1)
5) = (1)-5+(0)
igy  Inko(7732,149) =1 .
b) Inko(94542,24981) meghatédrozasa:
(04542) = (24981) - 3 + (19599)
(24981) = (19599) -1 + (5382)
(19599) =  (5382) -3+ (3453)
(5382) =  (3453)- 1+ (1929)
(3453) = (1929) -1+ (1524)
(1929) = (1524) -1+ (405)
(1524) = (405)- 3+ (309)
(405) = (309)-1+ (96)
(309) = (96) 3+ (21)
(96) = (21)-4+(12)
21) = (12)-1+(9)
(12) (9)-1+(3)
(9) (3)-3+(0)
igy  Inko(94542,24981) =
4.3.32) A
a-b
Ihkt(a,b) = s
osszefiiggeés alapjan  [kkt(56354,2956) = 56354 - 2956 = 83291212 .

4.3.3.3) Haszndljuk a

Inko(a,b,c) =

(inko(a,b), c)
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Osszefiiggést.
Mivel Inko(65924,33284) =4 |
igy Inko(65924,33284,53142) = Inko(4,53142) = 2 .

4.3.3.4) Hasznéljuk az
a-b
lkkt(a,b) = ————
(a,5) Inko(a,b)
és az
Inko(a, b, c) Inko( Inko(a,b) , c)
Inko(a,b,c,d) = lInko( Inko(Inko(a,b),c), d)
lkkt(a,b,c) = lkkt( lkkt(a,b), c)
lkkt(a,b,c,d) = lkkt( lkkt(lkkt(a,b),c), d)
azonossagokat (ez utébbiak azt mondjak, hogy: az Inko és lkkt miiveletek
asszociativak).

Altalaban pedig:

Inko(ay, ...,ar) = Inko (Inko(ay, ..., ax—1),ar) O

a) Az Euklideszi algoritmust kétszer futtatva kapjuk, hogy Inko(a,b) = d
és Inko(c,d) = = , ami adja a végeredményt:  Inko(a,b,c) = x .

Esetiinkben  Inko(29601,26565) = 759  és  Inko(16302,759) = 33 ,
igy 1nko(29601,26565,16302) = 33 .

Tovabba  1kkt(29601,26565) = 29601 - 26565/759 = 1 036 035
és  1kkt(16302,1036035) = 16302 - 1036035 / Inko(16302, 1036035) =
= 16302 - 1036035/429 = 39369 330 ,
vagyis  lkkt(29601,26565,16302) = 39369 330 .
Hasonl6an
Inko(5292, 7623, 6435, 5005) =
= Inko( Inko ( Inko(5292,7623),6435 ) , 5005 ) =
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= Inko( Inko (63,6435) , 5005 ) =

= Inko( 9, 5005) =1,
és
lkkt(5292,7623, 6435, 5005) =
= Ikkt( Ikkt ( Ikkt(5292,7623),6435 ) , 5005 )
— Ikkt( Ikkt ( (5292 - 7623/63),6435 ) , 5005 )
= Ikkt( Ikkt (640332, 6435) , 5005 ) =
— Ikt (
— Ikkt(
— Ikkt(

t( (640332 - 6435 /Inko(640332, 6435)) , 5005 ) =
t( (640332 - 6435/99) , 5005 ) =
t( 41621580, 5005 ) =

= 41621580 - 5005 / Inko(41621580, 5005) =

= 41621580 - 5005 / 5005 =

— 41621580 .

b) Mivel Inko(14700,21021,9867) = 3 , ezért a hdrom szdm nem
relativ prim.

c)PL. 6,10 és15.

4.3.3.5)  Kézenfekvs, hogy T = lkkt(t1,t2) 1id6 miilva mindket-
ten egész koroket futottak, vagyis ekkor a startndl taldlkoznak.  Ugyanezt
madsképpen is megfogalmazhatjuk: a startnal csak akkor taldlkozhatnak, ha
mindketten egész koroket futottak, vagyis csak T = lkkt(t1,t2) 1d6 miilva.

DE:

a) 1kkt(6,10) = 30 percenként a startnal taldlkoznak.
DE pl. 15 perc milva egyikiik 2% kort, masikuk 1% kort futott, vagyis a
palya felénél (a starttal szemkozt) is taldlkoznak!  Lasd még a dltaldnos
megoldast a (d) pontban!

b)  [kkt(20,35) = 140 percenként a startnal taldlkoznak.
DE pl. %O = 46% perc milva egyikiik 1;,)& 120 = % = 2% kort, masikuk
1;)& 135 = % = 1% kort futott, vagyis a palya harmaddndl is taldlkoznak!
Lésd még a altaldnos megoldast a (d) pontban!
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c) [lkkt(5,15) = 15 percenként a startnél taldlkoznak.
DE pl. 73 perc milva egyikiik 11 kort, mésikuk $ kort futott, vagyis a
pélya felénél (a starttal szemkozt) is taldlkoznak!  Lésd még a dltaldnos
megoldést a d) pontban!

d) i) Mikor taldlkoznak?
Legyen a pdlya hossza K, a versenyzok sebessége v; = K/t; és vy =
K/ty. Tegyiik fel, hogy t; < ty azaz v; > vo.  Nyilvan akkor taldlkoznak
(t id6 muilva), ha az dltaluk megtett utak kilonbsége éppen a pélya hosszanak
egész szamu tobbszorose, azaz

vt=uv-t+z-K (xeN)
aminek megoldésa (kis rendezés utan)

taty
to — 11

t=x (xeN) . (4.6)

Abban az esetben, ha t, és ty egész szamok, akkor felhasznédlhatjuk a
T = lkkt(ty,ty) =d -t - t, (4.7)
Osszefiiggést, ahol

t1 = d-ty, to=d-ty, d=Inko(t,ts),
t,és t, relativ primek , (4.8)

aminek alapjan a (4.6) eredmény igy is irhato:

T
U

ty
Ez magyardzatot ad az (a),...,(c) esetekben ”véletlentil” felfedezett tényekre:
a versenyzok a palya mas részénél, azaz T tortrésze ido miilva is taldlkozhat-
nak.

d) ii) Hol (a palya mely részénél) taldlkoznak?
Jelolje o azt a tortszamot, hogy ¢ id6 mmilva a pélya hosszanak hdnyad

részénél taldlkoznak:
0<ax<l

és a versenyzok dltal megtett utak
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vt =y K +aK illetve vyt =yK +aK (y1,y2 € N) .

(i}

(ami persze ugyanaz, mint {t/ts}), ahol {r} jelsliaz reR valos
szdm tort részét'?).
A (4.6) eredményt felhasznalva kapjuk hogy

Egyszeriien

o= {x L } (z € N) (4.10)

ty— 1

. N . : 11 t
(ami sajnos legtobbszor nem egyezik meg!’) - { t2_2t1} -el),

vagy (amennyiben lehetséges):  Inko(t1,ts) -vel valé egyszeriisités utén

a:{w ' } (reN) . (4.11)

ty — 1)
Ha X -val jeloljiik, hogy a médsodik futé hanyszor lassabb az elsénél, azaz
ta=X-1 ANeR, A>1),

akkor (4.10) a kovetkezdképpen is irhatoé:

a:{mAil} (zeN) . (4.12)

d) iii) Milyen feltételek esetén taldlkozhatnak csak a a startjelnél?
A megoldds mindenképpen
a=0

10) Definicié: Tetszbleges r € R valds szamra  {r} :=r —[r] jeloli az r szim tort
részét, és {} a tortrész fiiggvény. O

Pozitiv r szdm esetén {r} a tizedesjegy utdni részét jeloli, mig negativ r esetén
{r} = 1— a fenti mennyiség. Nyilvdnvaléan 0< {r} <1 minden r € R esetén.

1) Allitas: Ha u>0, zeN é z-{uy<1, akkor {z-u}=2xz-{u}.
Bizonyitds: Mivel >0, ezért u=[u]+{u}, ésigy

{z - u} ={z[u] + 2{u}} = {z{u}} =2{u} mivel zeN. O

z-{u} >1 esetén az allitds nyilvanvaléan nem teljesiil.
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Amennyiben t; és ty egész szamok, akkor az (4.11) képletbdl érdemes
kiindulni: a = 0 akkor és csak akkor teljesiil, ha

ty—t; =1

Ha t; és ty nem egész szamok, akkor az (4.12) képletbdl kapjuk, hogy a

feltétel \
=——€N
v P €

ahonnan

A= 1+

v—lz v —

(v EeN),

vagy szavakban: A csak 1+ ﬁ alakui tort lehet.

Javasoljuk az Olvasénak, hogy a fenti képleteket legaldbb az a), b), ¢)
esetekre prébélja kil

4.3.3.6) a) Az el6z6 feladat d) részének jeloléseit hasznalva
vct+uv-t=x-K (zeN)
ahonnan
toty
to + 11

Vegyiik észre, hogy a pélya barmely részén taldlkozhat, és utdna a feladat
ismét ugyanaz: a startjel helyett a taldlkozdsi pontot kell tekinteniink.

t==x

(x € N)

b) Az ingamozgds képletei szerint: ¢ id6 milva a hinték helyzetei

sin(t- 2) illetve sin(¢-2%) ,  azaz a taldlkozds feltétele
1 2
2 2
sin(t- =) = sin(t - —)
1 to

aminek megolddsai:

egyirdnyi mozgasnal

2 2
t- L=t L4k (ke
t ts
aAZaZ ot
t=k - —2 (keZ) (4.13)

to — 11
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amely megegyezik a (4.6) eredménnyel,

mig ellentétes irdnyd mozgédsnél

2 2
A e R (meZ)
t to
anaz 2m+1 it
m 1l2
t= . €Z). 4.14
2 to + 1 (m ) ( )

Abban az esetben, ha tq és ty egész szamok, akkor felhasznalhatjuk a (4.7) és
(4.8) vsszefiiggéseket, amik alapjan

(2m+1)- (meZ).

2 (ty + 1))

A (4.13) és (4.14) eredményeket j6l lathatjuk az aldbbi dbrén
(tl =6 és tQ = 10)

ANVAV/AWS'® 4
RAVALVARV/AVANY/

4.3.3.6) feladat

A metszéspontok: ¢t =4k-15 ¢ t=02m+1)-% (k,meZ).

4.3.3.7) Amig az egyik futé 22 métert fut, addig a gyorsabbik 32 métert
tesz meg, vagyis sebességiik ardnya 11:16. Amig tehat az els6 futé 11 kort fut,
addig a masodik 16-ot. igy egy lekorozés utdn a masodik futénak 16 kort kell
futnia, mig djra a pédlydnak ugyanazon a helyén éri utol és korozi le térsdt.
Ko6zben azonban 6 5-tel tobb kort tett meg, igy kozben mar négyszer lekorozte
tarsat, a palya 4 kiilonb6z6 pontjéan. Vagyis az elso lekorozés helyével egyiitt
5 olyan pontja van a palydnak, ahol a gyorsabbik futé lekorozheti tarsét.

4.3.3.8) A kit{izott (és hasonld) problémak kapcsolatét a tényleges valdsa-
gos jelenségekkel részletesen elemzi Sérkozy Andrés [SA'78] konyve.
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4.3.3.9) a)
n+11 n—-—94+20 20
= —= ]_ —|— s
n—9 n—9 n—9
vagyis a tort értéke akkor egész, ha % is egész, vagyis a nevez6 osztéja a

szamlalonak. Vagyis
n—9=41, +2, +4, +5, +10 vagy +20
lehet csak, ahonnan n lehetséges értékei
n =10, 8, 11, 7, 13, 5, 14, 4, 19, —1, 29, —11 .
b) (3n+45) _ 3 4

(n+3) n+3 °
) (r*+1) et —(atr1)+2 42
¢ (ntl) ntl =n ntl

4.3.3.10)  Legels6 gondolatunk az lehet, hogy egy tort akkor (és csak
akkor) egyszeriisithetd, ha

Inko(szamlald,nevezd) > 1.

Azonban Z[z] hidba polinomgytir{i, de ebben a struktirdban nincs Euklideszi
algoritmus (mert Z -ben nem lehet osztani).
Azonban tudjuk, hogy tetszdleges gytiriiben  d|x és d|y -bdl kovetkezik,
hogy d|z + y, s6t dltaldban
d| mx+ny

tetszOleges z,y gyliriibeli elemekre és m,n € Z egész egyiitthatékra. [

n+13 _ n—9422 : "z :
a) e = "2Ees . vagyis egyszerlisiteni pontosan akkor lehet, ha

Inko(22,n—9) > 1. Ez akkor teljesiil, ha n — 9 oszthaté 2-vel vagy 11-gyel
(den—9+#0); vagyis n=2k+9=20+1 vagy n=11t+9 alaku
valamilyen ¢, t € Z , k,t #0,{ #4  egész szdmokra.

b) Mivel

3-(14n+3)—2-(2ln+4)=1

ezért

Inko((14n+3),(2In+4)) |1

vagyis a tort nem egyszerfisithet6'?).

12) KoMaL C.461.gyakorlat, 1997 /nov.,481.0ld.
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c) Pébéljuk meg az Euklideszi algoritmust alkalmazni:

8n+7) = 1-(bn+6)+ (3n+1)
5n+6) = 1-Bn+1)+ (2n+5)
Bn+1) = 1-2n+5)+(n—4)
2n+5) = 2-(n—4)+13

ezért
Inko((bn+6),(8n+7)) = 13

5n+6
8n+7

Mivel 13 primszéam, ezért az tortet csak olyan n € Z egész szam esetén

lehet egyszeriisiteni, amelyre
13|5n4+6 és 13|8n+7

azaz

5n+6=0 (mod 13)
8n+7=0 (mod 13) ’

melynek megoldésa

n=-6/5=7-8=4 (mod 13)
n=-7/8=6-5=4 (mod 13)

vagyis a megoldés:
n=13k+4 (ke€Z)

Ellenérzés: 5n+6 =5 (13k +4) + 6 = 13(5k + 2)
és 8n+7=8(13k+4)+7=13(8k+3), vagyisa tort azilyen n € Z
egész szamokra valéban egyszeriisithetd 13 -mal.

Az alébbi feladatok megolddsa elétt érdemes dtolvasni a  4.3.1 " Z[a/
strukturdk” c. alfejezetet a 4.3.1.1) c) feladat megolddsdnal.

4.3.3.11)b) (p=0,q=1,a=10) 2 =1_1;

ezért a hanyados 2 — ¢, a maradék
24+ 7)) —(—1+3i)x(2—i)=1
tehat a maradékos osztés

2+T7)=(-1+3)x2—-49)+1 ,
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és valéban  N(1)=1< N(—143:) =10.

4.3.3.12) a) (p=0,9=1, a =1)
Az Euklideszi algoritmust haszndlva

N(6+6i)=72> N(5+3i) =34, ezért
(64+6i)=(bB+3i)x1+(1+3i), N(1+3i)=10
G+3)=0+3)«x1—-i)+1+3), NA+i)=2
(1+3) = (1+i)*(2+0)+0, N(©0)=0,

tehat  Inko(6+ 67, 5+ 3i) = (1 +1)

b) (p=0,¢=2,a=iV2) Inko=1+1iV2,
c) (pzl,q:l,oz:—%—k*/?gi) Inko=1,

d)(p=0,¢g=-2,a=+2) Inko=2-+2.

e) Inko(13+8i,5+3i)=1
£)  Inko(3 + 22i, 39 — 20i) = 1 — 4i .

4.3.4. Linearis Diophantikus egyenletek

4.3.4.1) a) 6120z + 3141y =4 egyenlet megolddsa:

Eloszor az Euklideszi algoritmussal meghatarozzuk az egyiitthaték Inko -jat
(a maradékokat < > -be zértuk):

<6120> = <3141> * 1 + <2979>
<3141> = <2979> * 1 + < 162>
<2979> = < 162> * 18 + < 63>
< 162> = < 63> * 2 + < 36>
<63>=<36>*1+ < 27>
<36>=<27>*1+ < 9>
<27>=<9>*3 4+ < 0>

Mivel  Inko(6120,3141) = 9 nem osztéja a konstans tagnak: 9t 4 |
ezért az egyenletnek nincs gytke ("nem oldhaté meg”) .
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b) 5682z + 4836y = 30 egyenlet megolddsa:
Az egyiitthatok Inko -ja (a maradékokat | | -be zértuk):

[5682] = [4836] - 1 + [846]
[4836] = [846] - 5 + [606]

[846] = [606] - 1 -+ [240]
[606] = [240] - 2 + [126]
[240] = [126] - 1+[114]
[126] = [114] -1+ [12]
[114] = [12]-9+ [6]
[12] = [6]-2+ [0]

tehat Inko(5682,4836) = 6 ,
majd visszafejtve:
6= 1-[114]—9-[12] =
= 1-[114] —9-([126] — 1-[114]) = —9 - [126] + 10 - [114] =
= —9-[126] + 10 - ([240] — 1 - [126]) = 10 - [240] — 19 - [126] =
= 10-[240] — 19 - ([606] — 2 - [240]) = —19 - [606] + 48 - [240] =
= —19 - [606] + 48 - ([846] — 1 - [606]) = 48 - [846] — 67 - [606] =
= 48 - [846] — 67 - ([4836] — 5 - [846]) = —67 - [4836] + 383 - [846] =
= —67 - [4836] + 383 - ([5682] — 1 - [4836]) = 383 - [5682] — 450 - [4836] ,

ahonnan a gyokok:
rg=383-C/d=1915, yo=—450-C/d = —2250
és az egyenlet dltaldnos megoldasa:

x = xo+k-b/d = 1915+k-806, vy = yo—k-a/d = —2250—k-947 (k€ Z)

c) Az 10518z + 5682y = 6 egyenlet megoldésa
[10518] = [5682] - 1 + [4836]

[5682] = [4836] - 1 + [846]

[4836] = [846] - 5 + [606]

[846] = [606] - 1 + [240)]
[606] = [240] - 2 + [126]
[240] = [126] - 1+[114]
[126] = [114] -1+ [12]
[114] = [12]-9+ [6]
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[12] = [6]-2+ [0]
majd
Inko(10518,5682) =6 = 1-[114] —9-[12] =
= 1-[114] — 9- ([126] — 1 - [114]) = —9 - [126] + 10 - [114] =
= —9-[126] + 10 - ([240] — 1 - [126]) = 10 - [240] — 19 - [126] =
= 10-[240] — 19 - ([606] — 2 - [240]) = —19 - [606] + 48 - [240] =
= —19-[606] + 48 - ([846] — 1 - [606]) = 48 - [846] — 67 - [606] =
= 48 - [846] — 67 - ([4836] — 5 - [846]) = —67 - [4836] + 383 - [846] =
= —67 - [4836] + 383 - ([5682] — 1 - [4836]) = 383 - [5682] — 450 - [4836] =
= 383 - [5682] — 450 - ([10518] — 1 - [5682]) = —450 - [10518] + 833 - [5682]

ahonnan

xg=—450-C/d, yy=833-C/d=833.
Az altalanos megoldas:

r=x0+k-b/d=—-450+k-947, y=yo—k-a/d =833 —k-1753
(keZ)

d) 4512z + 1111y = 3248 egyenlet megoldésa:

4512] = [1111] - 4 + [68]

[

[1111] = [68] - 16 + [23]
[68] = [23] - 2+[22]
23] = [22] - 1+ (1]

22] = 1] - 22 + [0]

vagyis Inko(4512,1111) =1 .
Visszafejtve

Inko(4512,1111) =1 =
=1[23]-1-[22] =
=1-[23]—1-([68] —2-[23]) = —1-[68] +3-[23] =
=—1-[68]+3-([1111] — 16 [68]) =3-[1111] + (—49) - [68] =
=3 [1111] + (—49) - ([4512] — 4 - [1111]) = —49 - [4512] 4+ 199 - [1111]
ahonnan

2o =—49-C/d = —159152 ,  yo =199 - C/d = 646352 .

Az altalanos megoldas:
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x=x+k-b/d=—159152 + k - 1111 ,
y=yo—k-a/d=646352 — k-4512  (k € Z)

4.3.4.2) A 242433y = 25200 Diophantikus egyenlet dltaldnos megoldésa:
r=-33600+Fk-11, y=25200+k-8 (ke€Z),

ennek nemnegativ gyokei kellenek:
0<-33600+ k11 és 0<25200—kx8 (ke€Z),
azaz 300 ~ 3054.54 < k < 220 =3150 (k € Z),
vagyis a vélasz: 96 lehetdségiink van.
Megjegyzés: Természetesen a szokdsos dltalanos iskolai ” favdgés” meg-

oldds is van:  x -et noveljiik 0 -tdl addig, mig y egész nem lesz, majd ebbdl
a kezd® megolddsbol més megolddsokat gydrtunk (hogyan?)

4.3.4.3) a) A 4dx+ 2,5y =42, vagyis egész szdmokra beszorozva
(bovitve) a
8r + dHy =84

linedris Diophanikus egyenlet (nemnegativ) gyokeit keressiik.
A megoldédsok:  (3;12) és (8;4) .

b) Az x4+ 0,7y = 4,6, azaza 10x+ 7y = 46 egyenletnek nincs
nemnegativ gyoke.

Ha azonban megelégsziink 1dl veszteséggel, akkor az = + 0,7y = 4,5 ,
azaz a 10z + 7y = 45 egyenlet nemnegativ gyokeit kell megkeresniink:
r=1,y=5.

c) Az 85x + 60y = 700 linedris Diophanikus egyenlet (nemnegativ)
gyokei: x=4,y=6.

4.3.44) A 4dr—-6y=3 illetvea 238r—28y =436 Diophan-
tikus egyenleteket kell megoldanunk.

4.3.4.5) a) Atalakitds utdn a 1142 — 1683y = 3 linedris Diophantikus
egyenletet kapjuk, aminek megoldésa:

[114] = [—1683]- 0 + [114]
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[—1683] = [114] - (~14) + [-87]
[114] [=87] - (=1) + [27]
[=87] = [27] - (=3) + [-6]
[27] = [=6] - (—4) + [3]

[=6] = [3] - (=2) + [0] ,

fgy
Inko(114,—1683) = 3 =
=1-[27+4-[-6]
=1-[27]+4-([-87] — (=3) - [27]) =4 - [-87] + 13 - [27]
= 4. [—87]+ 13- ([114] — (—1) - [-87]) = 13- [114] + 17 - [-87]
=13 -[114] + 17 - ([-1683] — (—14) - [114]) = 17 - [-1683] 4 251 - [114]
=17-[-1683] + 251 - ([114] — 0 - [-1683]) = 251 - [114] + 17 - [-1683] ,
xg=251-C/d=251, wyo=17-C/d=17,
Az altalanos megoldés:
r=x9+k-b/d=251+k-(=561), y=yo—k-a/d=17—Fk- 38
(keZ).

A fentiek alapjan a kongruencia megolddsa: z =251 (mod 1683) .

b) Atalakitds utan a 182z —175y = 1  linedris Diophantikus egyenletet
kapjuk, aminek megold&sa:

[18] = [—175] -0+ [1§]
[—175] = [18] - (—9) + [—13]

[18] = [-13] - (=1) + [5]
[-13] = [5] - (=2) + [-3]

5] =[=3]-(=1)+[2]

[=3]=[2]- (1) + [-1]

2] =[-1]-(=2)+[0],

igy lnk‘o(18 —175) = -1 =

18—

L [=3]+1- (5] = (=1)-[=3]) =1-[5] + 2 [-3]
=1-[5]+ ([ 13] = (=2) - [5]) =2 [-13] 45 - [3]
=2-[-13]+5- ([18] = (=1) - [-13]) =5 - [18] + 7 - [—13]
=5-[18] + 7 ([-175] — (—9) - [18]) = 7 - [-175] + 68 - [1§]
=7-[-175] + 68 - ([18] — 0 - [-175]) = 68 - [18] 4+ 7 - [—175]
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ahonnan
1'0:68C/d:—68, y0:70/d:—7
Az altaldnos megoldés:

r=x0+k-b/d=—684k-175, y=y0—k-a/d=—-7—k-(—18)
(keZ).

A fentiek alapjan a 18 multiplikativ inverze:
181 =—-68=107 (mod 175)

Ellen6rzés: 18- 107 = 1926 = 1 (mod 175) .

4.3.4.6) Ha m jeloli a keresett szamot, akkor

25707 =32 (mod m)
37568 = 43  (mod m)

ahonnan

25707 =k -m + 32
37568 = -m + 43

vagyis
m | Inko(25707 — 32, 37568 — 43) = Inko(25675,37525) = 1975
Mivel m négyjegyti, ezért csak ~ m = 1975  lehet a megoldas.

4.3.4.7) (0) Elérebocsétjuk, hogy a megoldhatésag sziikséges és elégséges
feltétele:

Inko(a,b,c) | m
(1) Az Euklideszi algoritmussal megkeressiik  d := Inko(a,b) -t.
(2) az ax+by=td (t€Z) egyenletek dltaldnos megolddsa
W) o oy =ty + BN (ke 7).
(8) Szamitsuk ki ¢ := Inko(d,c) értékét (az Euklideszi algoritmussal).

r=t-x,+

(4) Oldjuk meg az dt+cz =m egyenletet, melynek dltaldnos megolddsa
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f=m. t_i_lkkt(dc)_g? z:%-zo—lkktc(d’c)-é (tez).

Tehdt az  ax + by + cz = m linedris Diophantikus egyenletek altaldnos
megolddsa:

x:t.xo_‘_lkktéab .
=ty + B oy b=, Dy
Z_F'ZO_T-E

Megjegyzés: § = Inko(a,b,c) , tovabbd a megoldhatésig szikséges
és elégséges feltétele:
5| m

4.3.4.8)a) Az 12+ 30y + 152 =18 egyenlet megolddsa:
(0) mivel [nko(12,30,15) =3 |18, ezért van gyoke az egyenletnek,
(1) d =Inko(12,30) =6 ,
(2) a 12x+30y=1t-6 egyenletek dltalanos megoldésa:
r=t-(-2)+5k, y=t-1-2k,
(3) d = Inko(d, c) = Inko(6,15) =3 ,
(4) a 6-t+15-2=18 egyenletek dltalanos megoldésa:
t=6-(=2)+50, 2=6-1-20,
igy az altaldnos megoldés:

(

r=t-(—-2)+5-k
y=t-1-2-k ahol t=-124+5-4
z=6-1-2/ k.teZ

\

azaz
.

= (—12+50) - (—2) + 5k
y=(—12+45¢() — 2k ahol  k,l € Z
| z=6-2(
Ellenorzés: 122 4+ 30y 4+ 152 =
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=12 (=124 50) - (=2) + 5k) +30- ((—12 4 5¢) — 2k) + 15 - (6 — 2¢) = 18.

Erdekességképpen kozliink egy ”elemi iskolds” megoldast is.

Mivel teljesiil a3 = Inko(12,30,15) | 18  (sziikséges) feltétel, ezért az
egyenletnek léteznek egész gyokei.

Egyszertisités utdn a
4r + 10y + 52 =6 (4.15)

egyenletet kapjuk.
El6szor megoldjuk a kétismeretlenes

dr + 10y = 6 — 52 (4.16)

egyenletet (z € Z paraméter): Inko(4,10) = 2 és  1kkt(4,10) = 20
alapjan a megoldés

r = (—2— 24—0k> : (6_252) Y= (1+ %k) : <6_25Z> (4.17)

feltéve, hogy 6 — bz oszthaté 2 -vel. Ez utébbi feltétel

6 —5z=20, vagyis 6=5z+2(
alakban frhaté, amely egyenlet megolddsa:
z2=6+tx2, {=—-12+tx5 (t€Z),

ami alapjan a (4.15) egyenlet dltaldnos megolddsa

2 2
v (-9 (o) s,

20 20

20 — 6+t*2, k,tEZ

Az eredeti egyenlet megoldésa tehat, Inko(12,30,15) =3 alapjdn
20
r = 3- <_2_Zk> (=124t x5)

20
y = 3- (1+Ek) (=124 t%5) ,

2 o= 3-(64+t%2), kteZ.
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d) Az a) egyenlet pozitiv gyokeinek megtaldldsahoz olyan k¢ € Z
egész szamokat kell keresniink, amelyekre

0 < (=12+450)-(=2)+5k
0 < (—12+450)—2k
0 < 6-20

4.3.4.9) Mivel 3 , 4 és 7 relativ primek'®), ezért elészor megoldjuk a
3r+4y+T72=1
egyenletet, majd a kapott gyokok mindegyikét n -el szorozzuk.

4.3.4.10) Azt keressiik, hogy milyen n esetén vannak ill. nincsenek a
6x + 9y + 202 = n Diophantikus egyenleteknek nemnegativ gyokei. A
problémat a fenti dltalanos médszerekkel is megoldhatjuk (HF), aldbb azon-
ban a KoMal, -ban megjelent megolddst kozoljiik.

Most csak olyan egész szamokrdl beszéliink, amelyek eldallithatok 6, 9 és
20 tobbszoroseinek Osszegeként.

A 6 és 9 tobbszoroseinek dsszegei a 6a + 9b = 3(2a + 3b) alakd szdmok,
ezek kozott minden 3k (k > 2) alaku szdm el6fordul, hiszen 2a+-3b alakban
az 1-nél nagyobb 3r , 3r+1 , 3r 4+ 2 alakid szdmok egyarant felirhatok. Ezért
a 20+ 3k alaki szamok k > 2 esetén elééllithatdk a kivant médon, és ugyanez
a 40+ 3k alaki széamokra is igaz. A 46-t6l kezdve igy minden szdm el6fordul,
mert vagy tobbszorose 3-nak, vagy ha 20 4 3k alaki, akkor 3-mal osztva 2-t,
mig ha 40 + 3k alaki, akkor 3-mal osztva 1-et ad maradékul.

Kérdés, hogy 26 és 46 kozott sikeriil-e minden szémot eldallitani? Azt
allitjuk, hogy nem, a 43 kimarad, s ez egyben a legnagyobb olyan szdm,
amelyiket nem irhatunk fel 6, 9 és 20 tobbszoroseinek osszegeként.

A 45 a 9 tobbszorsse, a 20 4 3k alaku szdmok (k > 2): 26, 29, 32, 35, 38,
41, 44, 47, ... , mig a 40 + 3k alakiak (k > 2) 46-tal kezdédnek. A tobbi
(hidanyzo) szam vagy tobbszorose 3-nak, vagy kisebb 43-nal.

A 43 valéban nem bonthaté fel a kivant médon, mert ha 1 db 20-as
szerepel benne, akkor 43=204-23, de 23 nem szerepel a 20+3k alakiak kozott

13) Mivel linedris Diophantikus egyenletré] van sz6, az egyiitthatéknak nem sziikséges
pdronként relativ primeknek lenniiik.
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k > 2 miatt. Ha viszont 43-ban 2 db 20-as szerepel, akkor 43=20420+43,
de 3 darabos csomag nincs.
Tehdt a legnagyobb olyan darabszam, amit nem tudunk megrendelni, a 43.

4.3.5. Kinal maradéktétel

4.3.5.1) a) Mivel a 7,9,11 modulusok pdronként relativ primek,
ezért M = Ikkt(7,9,11) =7-9-11 = 693 .
Elsoként az
Y- — = (mod m;)
alakui
y1-99 = 1 azaz y;-1=1 (mod7)

y2-77
ys-63 = 1 azaz y3-8=1 (modll)

1 azaz y2-5=1 (mod9)

kongruencidkat kell (egyesével) megoldanunk, amelyek (egyik) megoldédsa
y1:1, y2:2 és y3:7

Ezutén az eredeti kongruenciarendszer megoldédsa

3
xzZaiyi—52-1-99+3-2-77+3-7-63E597 (m0d693)
i=1 m;

b) A modulusok ismét paronként relativ primek, ezért

M = 1kkt(7,12,25,11) = 7-12-25 - 11 = 23 100 .

Az

i - M =1 (modm;)
m;

alaki kongruencidk
y1-3300 = 1 (mod7)
y2- 1925 = 1 (mod12)
y3-924 = 1 (mod25)
ys-2100 = 1 (mod11)
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megolddsai: y; =—-2=5, y2=5, ys=—-1=24, y,=—-1=10.

A kongruenciarendszer megoldésa

4 M
r = Y ay— =5-5-3300+2-5-1925+3-24-924+0 =

=1 %

168 278 = 6578 (mod 23 100) .

4.3.5.2) A kongruencidk nem 1z = q; alakuiak, igy az édltaldnos médszer
elott at kell alakitanunk oket:

Mivel 37! = 2 (mod5), ezérta 3z =4 (mod5) kongruencia
ekvivalens az  x=4-2=3 (mod5) kongruencidval.

Hasonléan 27! =2 (mod3) miatta 2z =1 (mod3) kongruencia
ekvivalens az 2 =1-2=2(mod3) kongruencidval,

37'=5(mod7) miatt 3r=2(mod7) helyett
r=2-5=3(mod7) -et irunk,

27'=5(mod9) miatt 2z =3 (mod9) helyett
r=3-2=6(mod9) -et frunk,

5= -2 (mod11) miatt 5z =4 (modll) helyett
r=4-(—2)=3(mod1l) -et frunk,

271 =3 (mod5) miatt 2z =3 (mod 5) helyett
r=3-3=4(modb) -et irunk.

4.3.5.3) Az eredeti kongruenciarendszer :

(mod 2)
(mod 3)
(mod 4)
(mod 5)

de itt a modulusok nem relativ primek. Azonban az els6 kongruencia kovetke-
zik a harmadikbdl, igy elegend6 csak az utolsé hdrmat tekinteniink:

8 8 8 8
11 11
=~ W N =

r=2 (mod 3)
r=3 (mod 4)
r=4 (mod 5)
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Ennek megolddsa: M = 60, Ay = 20, Ag =15, A3 = 12 és
y1 = —1, yp = —1, y3 = —2, ami alapjdn —1 = 59 (mod 60)
vagyls x=59+60k (keZ).

A kongruenciarendszert kielégité legkisebb természetes szdm — x = 59.

IT. megoldas (rovidebb):  Mivel a kongruenciarendszer specidlis alaki:

r=m; —1 (mod m;) /my =2, mg =3, mg=4, my=5/

ezért a megoldas

r=M-—1 (mod M) ahol M = lkkt(mq,...,m4) = 60 .

4.3.5.4) Emlékeztetiink arra, hogy t6bb hasonld méretii szorzés elvégzé-
séhez az elokészito széamoldsokat csak egyszer kell elvégezniink, és utdna a
szorzéasok helyett csak osszeaddsokat kell végezniink.

Tovabbd érdemes mindeniitt igyekezziink legkisebb abszolit értékekkel
(azaz negativ maradékokkal is) szdmolni.

(0) Eldkeészités: Konnyen ellendrizhetd, hogy a megadott modulusok pdron-
ként relativ primek. Ekkor

M =253-200 - 261 - 247 = 3 262 030 200 ,
(VM =~ 57114.186 , ez a szorzétényezdk kb. max. mérete),

az  |y;- 2L =1 (modm;)| kongruencidk megolddsai:

(3

yi=—18, yil = (~18)- (3262 030 200/253) = —232081200 ,
yp = —49, 1yl = (—49) - (3 262 030 200/200) = —799197399 ,
ys = 17, ysil =17 (3262 030 200/261) = 212469400 ,

ys = 62, y4mM4 = 62 - (3262 030 200/247) = 818809 200 .
(1) A tényleges szorzdsok:
a) input: X =56079, Z =058144.

(i) a parhuzamos szémolasok:

r1:=X =166 (mod my) 21 :=7=-46 (mod my)
ro:=X= 79 (mod my) 29 =2 =-56 (mod my)
r3:=X =—-44 (mod m3) ’ z3:= 7 =-59 (mod ms3)
rg:=X= 10 (mod my) z2:=2Z= 99 (mod my)
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majd
r1-21 =—46  (mod my)
Ty 21 = —24  (mod my)
r3-z1 = 36 (mod ms3)
Ty = 2 (mod my)

(ii) az Osszesités:

t
M
=1

— (—232081200) - (—46) + (=799 197 399) - (—24) + 212469400 - 36
+818 809 200 - 2
= 39142989576 = 3 260 657 376 (mod M)

Az eredmény j6, mert valéban X.Z = 3 260 657 376 .
b) input: X, =49745, Zy = 55846 .

(i) a parhuzamos szédmolasok (toltse ki az iires helyeket!):

r1=X=(mod ) zn=Z= (mod )
ro=X= (mod ) n=7Z= (mod )
r3=X= (mod ) ’ 3=7Z= (mod )
ry=X= (mod ) 2=7Z= (mod )
majd

xT1-2 = (mod )

To -z = (mod )

T3z = (mod )

Ty 2 = (mod )

(ii) az Osszesités:

X-Z = Zyi%'xi'zi:

(—232081200)- ( )+ (—799197399)-( )
4212469400 ( )+ 818809200 ( )
(mod )

Ellendrzés: X-Z = OOK 0O nem OK .
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4.3.5.5) b) A

Li2 tod (4.18)

kongruenciarendszer dltaldnos megoldédsa, ha a modulusok nem feltétleniil
relativ primek:

A kongruencidk definiciéja miatt
r=mq-l1+ar=mg-ly+ay |,

ezért az
myq - 61 —mso - £2 = Q9 — Q1 (419)

linedris Diophantikus egyenletet kell megoldanunk, és a (4.18) kongruencia-
rendszer megoldhatdsiganak sziikséges és elégséges feltétele:

Inko(my, ms) | ag — ay

Legyen d:=Inko(my,mz), ekkoraz (4.19) egyenlet altaldnos megolddsa

0 = £§°) N lkkt(mq, m2) by = Eg)) . lkkt(my, ms) "t (te),
my mg

ahonnan (4.18) megolddsa példdul:

r=my ~£§0) + lkkt(mq,ma) - t + a; (teZ). (4.20)
(vagy ami ugyanaz: = = my - 0 4 lkkt(my,mo) -t+ay (t€Z).)
Léthatjuk, hogy a megoldds (mod M) egyértelmii, ahol

M = lkkt(ml, mg)

a) a (4.19) egyenlet most 66, — 100, =7—-3 =4,
aminek megolddsa (1 =—-1+5-t, lo=1+3-t (t€Z).
Innen x=-6+30t+3=27+30t (t€Z), vagy masképpen
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=27 (mod 30) .

4.3.5.6) b) A

r=a; (mod my)
r=ay (mod my) (4.21)
r=az (mod mg)

kongruenciarendszer dltaldnos megoldédsa, ha a modulusok nem feltétleniil
relativ primek a kovetkezo:

A kongruencidk definicidja alapjan a kongruenciarendszer ekvivalens az
alabbi (linearis Diophantikus) egyenletrendszerrel:

x:m1'€1+a1 (1)
x:m2-€2+a2 (2)
$:m3-€3—|—a3 (3)

valamilyen (megkeresendd) 1,0y, 03,2 €7Z  egész szdmokra.

Az egyenleteket egymasbdl paronként kivonva kapjuk, hogy a megold-
hatdsdg (egyik) sziikséges feltétele:

Inko(m;, m;j) | a; — a; (1<i#j<3). (4.22)

(Ez nyilvéan tetszoleges szamu kongruenciat tartalmazé rendszerre egy sziik-
séges feltétel.)

Az eléz6 feladat (4.20) végeredménye alapjén az (1) és (2) egyenletek
megolddasa

g=my 0O + Ly t+a  (t€Z). (4)

ahol
LLQ_ = lkkt(ml, mg)

és [\ egyik gyoke az (1) és (2) egyenleteket tomoritd
maq - 61 — mMay 52 = Q9 — a1 (423)

egyenletnek  (I1d. (4.19) az el6z6 feladatban).
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Vagyis a (3) és (4) egyenletekbél &ll6 rendszert kell mér csak megoldanunk
(az ismeretlenek most: x,03,t € Z) :

r=mg3-¥l3+ as (3)
Tr = L172' -t + (ml . 650) + a1> (4)

A fenti egyenletrendszer megoldhatdsaganak szikséges feltétele (mint eddig):

Inko(mg, L12.) | as — (ml . 65") + al) , (4.24)
és a megoldds  (ismét a (4.20) végeredmény alapjan):
v =my- 08 +1kkt (Lia,ms)-s+as (s €Z) (4.25)
ahol 12;“ egyik megolddsa az
mg-ls — Lo -t =as — <m1 -£§°) + al) (4.26)

Diophantikus egyenletnek.

Erdemes még azt is észrevenniink, hogy

lkkt (LLQ, mg) = lk:k:t(ml, ma, m3)

OSSZEGEZVE: A (4.21) kongruenciarendszer megoldhatésaganak sziik-
séges és elégséges feltétele (4.22) és (4.24), gyokeit (4.25) adja meg, amelyhez
el6bb meg kell oldanunk a (4.23) és (4.26) egyenleteket.

=5 (mod 6)
a)i) Az r=1 (mod 10) egyenlet megolddsa:
r=11 (mod 15)
Eloszor a (4.23) egyenletet kell megoldanunk:
. 51 =—4—5u
6'51—10~£2——4, {62:—2—3U (UEZ)
Ezutan kapjuk a (4.26) egyenletet, megolddsa:
=2—-2v

(veZ)

1505 —30-t=11—(6-(—4)+5) =30, {f?’
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Tehdt az i) kongruenciarendszer megolddsa:
x=15-2+430s+ 11 =41 + 30s (s €Z)

vagyis
r=11 (mod 30) .

4.4. Polinomok

4.4.1) a)
(z* 4+ 2?) : (x — 2) = 23 + 222 + 5z + 10
227 + 2*
52
10z
20

azaz (2% + 2%) = (v — 2) - (23 + 222 + 5z + 10) + (20) .
A felbontés a Z[z], R[z], Q[z], Clz| struktirdk mindegyikében igaz.
b) (#*+4+3z+4+5): (222 —Tzx+9)=4x+ I, amaradek Lz - L.
A maradékos osztds a Z[z]| gyliriiben nem végezhet6 el, a t6bbi polinom-
gylirtiben igen.
c) (42° + bz — 2) : (22° + 3) = 222
—62% + 5r — 2

azaz  4r° +5x —2 = (22 +3) - 222 + (—62° + bx — 2) ,  a felbontds
mind a négy polinomgyfiriiben igaz.

4.4.2) Legel6szor is gylijtsiink ossze par altaldanos Stletet polinomok fel-
bontasaval kapcsolatban.
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i) Erdemes a felbontandé polinomnak egy gyikét keresni (vagy kitaldlni),
mert ezutdn Bézout tétele'®) és a maradékos osztds segitségével faktorizalni
tudjuk a polinomot. [

ii) Az Algebra Alaptétele'®) szerint a valés (-egyiitthatéju) drreducibilis
polinomok legfeljebb masodfokuak, mig a komplex (-egyiitthatdji) irreducibilis
polinomok csak els6fokiak lehetnek. [

iii) A fenti Tétel egyik kovetkezménye, hogy pdratlan foki valés polinom-
nak mindig van valés gyoke. [J

(Gyokképlet ugyan nincs 4-nél magasabbfoki egyenletekre, de kozelitd
modszerek igen.)

iv) Ne feledjiik azt sem, hogy: egész egyiitthatés polinom egész gyokei
csak a konstans tag (azaz ag) pozitiv és negativ osztdi lehetnek'®) | [

v) Masodfoki valés polinom az?® + br + ¢ € R[z] akkor és csak akkor
reducibilis, ha diszkrimindnsa nemnegativ: D > 0 , és ekkor a felbontds

ar® +bx+c=a(r—x) (v — 22)

a jolismert ”gyoktényezos alak”, ahol a a féegyiitthaté és z; , x5 a polinom
gyokei. Mégegyszer: D < 0 esetén a polinom irreducibilis R|[x] -ben.

vi) Egyenld egyiitthatdk (vagy egyiitthaték 6sszehasonlitdsa) méd-
szere: haa p(z) =Y, a;x" polinomot

Zn:aig;i = (g bjg;j> : (i: ck:vk)

=0 k=0

alakban kivanjuk felbontani, akkor az a; egyiitthaték alapjén felirjuk az
alabbi n + 1 (nemlinedris) egyenletet

a; = Z bjcifj (0 S ) S Tl)
j=0

1) a maradék nélkiili polinomosztés elvégezhetdségét Etienne Bézout (1730-1783) fran-
cia matematikus kovetkez6 eredménye biztositja:

Bézout Tétele: Ha p(x) € T[x] egy tetszdleges T test feletti polinom, és v € T
gyoke a p(x) polinomnak (azaz p(y) = 0), akkor p(z) oszthatd az (x —~) gySktényezdvel,
azaz  p(x) = (x—7)- q(z) teljesil valamilyen q(x) € I'[z] polinomra. O

E tételnek specidlis esete (ha p(z) masodfoki) a kozépiskoldban tanult ”a mésodfoku
egyenlet gyoktényezds alakja ...”  &llitds.

15) Az Algebra Alaptételét lasd a 4. Gyliriik c. fejezet elején.

16) persze egy egész egyiitthatés polinomnak nem biztos, hogy van egész gyoke!
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a b; és ¢, ismeretlenekre, és megprdbdljuk megoldani. (Amire persze édltaldnos
modszer nincs.)

Hasznunkra lehet még a kovetkezd Osszefiiggés is:

vii) Tétel: Ha p(x) € Rlx] tetszbleges valos egyiitthatds polinom, és
v € C gyoke, akkor v (komplex konjugdlt) is gyoke a p(x) polinomnak. [

A 4.4.2) feladat megoldasa:

o) 2*—1=(z—1)(xz+2) reducibilis a Z[z], Q[z], R[z], C[x] struktiirdk
mindegyikében,

2?2 —5=(x—5)(x++/5) felbonthaté (reducibilis) Rlx] és C[z] -ben,
de Z[x] és Q[z] -ben nem,

24+ 1= (z—1i)(z+1i) csak C[z] -ben reducibilis,
23 — 1 és 23 + 1 pératlan fokidak, tehdt van valés gyokiik. Egész egyiitt

hatésak, tehat a konstans egyiitthaté ap = 1 (ill. ay = —1) osztéit kell
kiprébédlnunk (bar igy csak egész gyokoket kereshetiink): mindkét esetben
r = +1 és x = —1 johet széba, és utdna polinomosztéds (Bézout tétele).

Vagy: a jolismert azonossdgok alapjan:
?—1=@@-DE*+r+1) & 2°+1=(@+1)(@*—z+1)

Mivel a fenti mésodfoki polinomoknak nincs valds gyokiik, ezért a fenti fel-
bontédsok C|x] kivételével véglegesek (azaz a tényezok irreducibilisek).

C[x] -ben azonban gyokeiket kénnyen megkereshetjiik, igy

7’ —1=(r—1)(z—p)(z—p)
és
1= (r+1)(z—0)(z—07)
ahol
1
2 2 2
és p ill. & a komplex konjugdltat jelenti.

1 1
p=—=+=tV3 és o=

A jolismert azonossdgok alapjan

vt —1=(z—D(x+1D)(a*+1).
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A fenti szamoldsok alapjan ez C[z| kivételével irreducibilis tényezokre vald
felbontds, mig C[z] -ben (szintén a fentiek szerint)

vt —1=(x—1D(z+1)(z—i)(z+1).

z* + 1 reducibilis az Algebra Alaptétele szerint mind R[z] mind C[z] -ben.
Mivel gyoke nincs, ezért prébalkozzunk

x4+1:(x2+a:t+b) (mz—i-cx—l—d)

alaki felbontdssal, ahonnan az egyiitthaték tsszehasonlitdsa alapjén az

ot 1=1,

3 O=c+a,

2 O=d+ac+b,
x 0=ad+bc,

1 : 1 =bd

egyenletrendszert kapjuk. Ennek megolddsa az
et 1= <x2 — V24 1) (wQ +2V2 4 1> (4.27)

felbontdst adja, amely tényezék R[x] -ben irreducibilisek.

A fenti szdmolds azt is mutatja, hogy az 2* + 1 polinom a Z[z] és Q|x]
struktirdkban srreducibilis.

A (4.27) egyenlet alapjén konnyen megtaldljuk a C[z] -beli felbontést is

Masik megoldas: Megkereshetjiik az
t+1=0

egyenlet dsszes komplex gyokét: —1 -bdl kell negyedik gyokot vonnunk:

180° 360° 180° 360°
LL’k:COS(4 +(k—1)- >+isin<4 +(k—-1)- )

4 4
(k=1,2,3,4)
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ahonnan azonnal megkapjuk a C[z| -beli felbontast:
2t 1= (x—21) (2 — 22) (2 — 23) (T — 24) .

Hasznéljuk most a vii) tételt: mivel a a négy gyok parosaval egymds
konjugdltja:

T3 =Ty €85 X4=21,

ezért az
(x—a)(x —a3) =22 + V2 + 1

és az

(x—a)(x —xqg) =22 — V2 +1

valds egyiitthatéju polinomok irreducibilis tényezéi az = 2*+1  polinomnak
R[x] -ben.

4.4.2) a) 2> —3r+1 gyskei 1o =2 +1V5, vagyis felbont-
hatatlan (irreducibilis) Z[z] és Q[x] -ben, mig R[z] és C[z] -ben felbonthaté
(reducibilis):

P304 1= (o= (4 4VE) - (- (- 1E))

Az 2?2+ 5x+7 polinom diszkrimindnsa negativ, tehat R[z] -ben is irre-
ducibilis, mig Clz] -ben természetesen felbonthaté:

x2+5x+7:(x—(—g—i-%i\/g))-(x—(—%—%i\/g)).

4.4.2) b) A 22 —52"+ 3z —2 polinom felbontésa:

Mivel harmadfok, ezért R|x] -ben biztosan van gyoke.
A polinom egész egyiitthatds, ezért nézziik meg elészor: van-e egész gyoke!
A konstans tag ag = 2, aminek oszt6it (+1, -1, +2 és -2) kiprébélva kapjuk
az = = 2 gyokot. Ezutdn Bézout tétele alapjan az (r — 2) gyoktényezdvel
osztjuk a p(x) polinomot:

(22 =522 +32—2): (z—2) =222 -z + 1
—2?+ 3z —2
x—2
0

(Nem meglep6 az r(x) = 0 maradék, hiszen Bézout tétele éppen ezt mondja
kil)
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Ekkor tehat

(20° —=52° +30-2) = (x—2)- (22° -z +1) . (4.28)

Mivel most a méasodfoki 222 — 2+ 1  polinomot kell szorzattd bon-
tanunk, hasznslhatjuk a gyokképletet és a polinom gyoktényezés alakjét'™):

1£v1-4-2 1 7
LT 1LV
4 4 4
Ez azt jelenti, hogy az  22? —x +1 polinom irreducibilis.
Tehdt (4.28) mutatja a végleges felbontast Z[z] , Q[z] és R[z| -ben,
mig C[z] -ben

(22° —52® + 32 — 2) = (v — 2) - <x—(i+§z)> : (x—(i—?z))

A 22°—22—1 polinomot hasonléan bonthatjuk fel Z[z] , Q[z] és R[z]
-ben:

X1,2

20° — 2" —1=(xz—1)- (22* + 2 +1) ,
illetve C[z] -ben:

2:63—:152—1:(3:—1)-(x—(—i—i—iiﬁ))-(w—(—i—%i 7>)

4.4.2) c) Az 2* +22° 4 222 4+ 22 — 1 = 0 negyedfoki egyenlet gyokei'®)

17) Allitas:  Ha a p(x) € T[z] polinom n-foki, és van n db (nem feltétleniil kiilonboz6)
gyoke: x1,....,xy, € I, akkor

plx)=an-(x—x1) ...  (x — ) (4.29)

ahol a,, € T a p(x) polinom féegyiitthatdja (legmagasabd foki tag egyiitthatdja) . O
A (4.29) szorzatot hivjuk p(z) gybktényezods alakjinak.
(Az Allitas Bézout tételének egyszerii kvetkezménye.)

18) A harmad- és negyedfokii egyenletek (egzakt [pontos]) megoldéképletei megtaldl-
haték bérmely matematikai lexikonban, mérnoki kézikonyvben ” Cardano formula” cim-
sz6 alatt (béar a képletet Tartaglia fedezte fel). Tovabbd, legtobb szimbolikus matematikai
program (pl. Derive, Maple, Mathematica,...) is ismeri.
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=\/\/5+ﬁ—f—% (430)
ahol

_ 3/.371 _ 1169 371 11-v/6 V69 11
Q= 93312 31104 + \/93312 + 31104 3888 11664 + 3888 11664+

_ 3/ 371
3456 1152 3456 1152

11 3W+11 1

g = Y

_ 11
V= m—me\/m + i 1
a tobbi gyokot nem részletezziik, kozelitoleg

71~ 0.339246
~ —1.712984,
w34~ —0.313130 £ 1.273873 - i

tehat p(x) felbontdsa Clz| -ben:
p(x) = (x—x1) (# —22) - (& — 23) - (¥ — 14)
alapjan
p(z) ~ (z — 0.339) (x + 1.713) (z + 0.313 — 1.274¢) (= + 0.313 + 1.2740)

Eszrevehetjiik, hogy mivel p(z) € R[z] valés egyiitthatés polinom, ezért
minden komplex gyok konjugdltja is gyoke a polinomnak: x4 = Z3 . igy az

(z — 23)(x — 14) ~ 2% + 0.626261 -z + 1.720804

mé&sodfoki polinom irreducibilis tényezdje p(z) -nek.
igy p(z) felbontdsa R[z] -ben:

p(z) ~ (z — 0.3392) - (x4 1.7130) - (2® + 0.6263 - = +1.7208) . (4.31)

Polinomunk Z[z] és Q[z] -beli felbontdsa attdl fiiggnek, hogy a fenti (4.31)
kifejezésben mik az egyiitthaték pontos értékei'®): mindegyikiik egész ill.
raciondlis, vagy van kozottiik (akdr csak egy is) irraciondlis. Mivel ezt a

19) esetleg sz6bajohet még az (x — 0.3392) - (x + 1.7130) szorzétényezd is,
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gyokok (4.30) alatti és hasonlé pontos értékei dontik el - a szamitdsokat most
nem részletezziik.

Misik megoldds: A fentiek alapjan az — a* + 223 4+ 222 + 22 — 1
polinom Z[z]| , Q[z] ill. R[x] -beli felbontédsai

2t 4+ 2203 +22° + 20 — 1 = (v — A)(z — B)(2* + Cx + D) (4.32)
VAGY
ot +22° 4+ 227 + 20 — 1 = (2* + Av + B)(2* + Cz + D) (4.33)

alaki lehet valamely
A B,C,DeTl
szamokra (itt [' a Z, Q, R halmazok valamelyikét jeloli, a feladattol fiiggden).
Az egyiitthatok osszehasonlitdsai alapjén (4.32)-b6l az
2=C—-A-B
2=-BC+ AB+ D — AC
2=—-AD — BD + ABC

—1=ABD
mig (4.33)-bol az
2=C+A
2=D+AC+B
2=AD+ BC
—1=BD
nemlinedris egyenletrendszert kapjuk. Ennek megoldédsara automatikus

modszeriink nincs: vagy meg tudjuk oldani, vagy nem.

4.4.2) d) p(z) =2° — 22* + 132% — 1822 + 222 — 12
A gyskképletek elmeéletebdl 29 tudjuk, hogy dtodfoku egyenletekre nem
lehet gyokképlet (algoritmus). A konstans tag (= 12) egész osztéi kozott

20) madsodfoki (algebrai) egyenletekre a tanult gyokképlet (mar 4000 évvel ezeldtt
Mezopotdmidban is ismerték), harmad- és negyedfoki egyenletekre Girolamo Cardano
(1501-1576), Nicolo Tartaglia (1500-1557) és Ludovico Ferrari (1522-1565) olasz tudésok
képletei adnak megolddst. Otod- és magasabbfoki egyenletekre Niels Henrik Abel (1802-
1829) norvég és Paolo Ruffini (1765-1822) olasz matematikusok bizonyitottdk, hogy nincs
altalanos gyvkképlet, az eredeti bizonyitds hibdjat Bolyai Janos (1802-1860) is kijavitotta
(Abel-Ruffini-Bolyai Jdanos Tétel).
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sem taldlunk gyokot. Azonban konnyen taldlunk kiilonb6zé eldjelii értéket
adé pontokat R -ben"):  p(0) <0 é  p(1) >0, figy a [0,1] inter-
vallumban gyorsan kiszamolhatjuk a p polinom egyik gyokének®?) kozelits
értekét. Legegyszeriibb az intervallumfelezéses médszer®®)??) | a gyok kozelitd
értéke:

x1 ~ 0.784674 |
igy polinomosztéssal:

(25 — 22 + 1323 — 182 + 222 — 12) : (v — 0.785) ~
~ ot — 1.2152° + 12.04622 — 8.548x + 15.293
—1.2152% + 1323 — 1822 + 227 — 12
12.0462% — 1822 + 227 — 12
—8.5482% + 221 — 12
15.293x — 12

vagyis méar csak a 4-edfoku
q(z) = 2" — 1.2152% + 12.0462° — 8.548z + 15.293

polinomot kell faktorizalnunk, mint az el6z6 feladatban.
Ez utébbi polinom gyokei

21) P4ratlan fokt polinomoknal ez mindig sikeriil (miért?) .

22) Darboux tétele: Ha f(z) folytonos az [a,b] intervallumon és f kiilonbozb eléjelts
értékeket vesz fel az [a, b] intervallum végpontjaiban (azaz f(a)- f(b) < 0), akkor a f -nek
van gyoke az [a,b] intervallumban. O (Gaston Darboux francia matematikus, 1842-1917)

23) Egyenletek gyokeinek kdzelitd médszereit (intervallumfelezés, hirmddszer [requla
falsi], stb.) barmely matematikai lexikonban, mérnoki kézikonyvben megtaldlhatjuk, eset-
leg Urban J.: Hatdrértékszamitas (Bolyai-konyvek sorozat, Miiszaki Kiadd) c. konyvének
300.o0ldaldn; illetve a legtobb szimbolikus matematikai program (pl. Derive, Maple, Math-
ematica) is ismeri és kiszadmitja a médszert.

20) Az f(z) = 0 (*) alakd egyenletek (ahol f folytonos) egy gyokének kézelité meg
keresésére a legegyszeriibb (de mégis exponencidlisan gyors) megolddsa az intervallum
felezés: Tegyiik fel, hogy f(a) és f(b) kiilonboz6 eldjeltiek, ekkor (*)-nak van gyoke az
[a, b] intervallumban. Legyen xg := a, x1 := b és x5 := (x9 + x1)/2 az [xg, 1] intervallum
felezbpontja. f(x2) elbjelének vizsgdlatdval kivdlaszthatjuk kivdlaszthatjuk az [z, z2] és
[2, z1] intervallumok koziil azt, amelyben a keresett gyok van. Ezt a lépést ismételgetjiik:
Tpt1 = (X1 + ) /2 €8 f(xn41) elbjelének vizsgdlata.

n lépés utén, ha (*) gyokét x,, ;1 -el kozelitjiik, a hiba kisebb mint |a — b|/2™ , azaz kb.
minden 3 — 4 lépés utdn kapunk egy ujabb tizedesjegyet.
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219~ 0.221192 + 3186974 - i |
w34 ~ 0.386 307 + 1.161567 - i ,

ami alapjan C[z] -ben:

p(x) ~ (x—0.785) - (x — (0.2211+3.1869i)) - (z — (0.2211 — 3.1869)) -
(= (0.3863 + 1.16157)) - (= — (0.3863 — 1.16157))

mig R[x] -ben (a konjugélt-gyokparokat dsszeszorozva)

p(z) =~ (z — 0.785) - (2% — 0.4422x + 10.2052) - (2* — 0.772 6z + 1.4983)

4.4.3) A felbontand6é szam 10'+1, ezért probalkozzunk az  2'5+1
polinom felbontasaval (és majd utdna helyettesitsiik az x = 10 értéket):

o411 = (m5)3+1: (2°+1) ((2°)° —2°+1) =
(z+1)(z* —2®+2°—24+1) (2" —2° + 1)
(z+1) (' =2 +2> -2 +1)-
-(x2—x+1) (x8+x7—x5—:174—x3+x+1)

Az els6 két 1épés a kozépiskoldban tanult egyik azonossag:
A +1=(a+1) (a® -+ -+ +1)

majd az
20— 2"+ 1=0 (4.34)

egyenlet komplex gyokeit kiszdmolva észrevehetjiik, hogy minden v € C gyok
7 konjugéltja is gyoke az egyenletnek. Ekkor az

(x=7)-(z=7)

alaku szorzatok megadjdk az (4.34) polinom wvalds egyiitthatoji felbontésat.
Ezek koziil parat dsszeszorozgatva (probalkozva) kaphatjuk meg a

xlo—x5+1:(x2—x+1) (x8+x7—x5—a:4—:v3+x+1)
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felbontést?®).
x helyére 10 -et irva kapjuk az adott szdam egy kezdeti felbontdsdt:

10 +1 = 11-(10* = 10> + 10> =10+ 1) - (10> =10 + 1) -
(10® — 10" + 10° — 10* — 10* + 10 + 1)
= 11-9091-91-90089011
Mivel a tényezok nem mind primszamok,ezért tovabb kell dket faktorizal-
ni. Ez (ha nincs jobb mdédszeriink) mar torténhet a szokdsos ” osztogatdsos”
algoritmussal?®®), de vegyiik észre: a fenti polinomos mdédszerrel 16 jegyfi
szam helyett mér csak egy 8 jegy(i szdmot kell felbontanunk. Ha figyelembe
vessziik, hogy az ”osztogatés” maédszer exponencidlisan lassi, akkor kb. 1016

1épés helyett mar csak 108 1épésre van sziikségiink !!!
A végeredmény: 9091 primszam, 91 = 7-13 és 90089011 primszam, vagyis

10" +1 =11-9091 - 91 - 90089011

4.4.4) a) I. Megoldas: A polinomot tulajdonképpen 7 (x — 2) alapi
szdmrendszerben” kell felirnunk, igy maradékos osztogatdssal’”) is meg-
kaphatjuk az egytitthatokat:

po(z) =2 222422 —1=(z—2)- (22 +2)+3,
(22 +2)=(z—2) - (z+2)+6,
r+2=(x—-2)-14+4,
Tehét a megoldés:
p)=(x—-2)-[(x—2)-(z—2)-1+4)+6]+3=
—(z—2°+4-(2—-2°46-(z—2)+3.
II. Megoldas: Taylor polinomot kell keresniink a = 2 pont koriil, igy:
plx)=a3-222+2x -1, p2)=3,

25) Az utolsé dtalakitdst a korosztési polinomok elméletének ismeretélben révidebben is
elvégezhetjiik.

26) vagy hasznalhatjuk a konyv végén lev primtablazatot is,

27) ez lényegében a Horner elrendezés
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p(zr) =32 -4z +2, p'(2)=6,
p’(z) =6x—4, p’(2)=8,
P (x) =6, p¥(2) =6,

Tehat a megoldds ismét (a jol ismert Taylor formula szerint):
p() =3+ 3(r—2)+ 5z =2+ §(z —2)°.

III. Megoldas: Hasznéljunk elemi bazistranszforméciot:
a p(r)=23-22>+2r—1 polinom koordinétdit kell kiszdimolnunk az

{1,(z - 2), (z — 2)% (z — 2)°}

bazisra vonatkozéan. Az indulé tdblézat:

L 1]z-2[(@-2°[(@=—2°]p) |
x> 0 1 1
x? 0 1 —6 | —2
T 0 1 —4 12 2
1 1 -2 4 8 —1

b) z'4+22=204+36(x—2)+25(z—2)°+8(zx—2)"+ (z—2)".

4.4.5) Vegyiik észre, hogy 2% +2x+1= (v +1)%,
igy a binomidlis tétel szerint

1:2001 _ ((l’ + 1) . 1)2001 _

_ % <20k;01> (z + 1)k (=1)2001—F 4 (20101) (x4+1)+ (—1)2%" =

k=2
2001 (x + 1) + (—1) = 2001z +2000  (mod (z +1)?).

4.4.6) a) I. Megoldas: Az Euklideszi algoritmus alapjan:
(®+20°—22+1) = (2®—2-2)-(x+3)+ Bz +7)
(P —2-2) = (Bo+7) (3z-)+2
Bz+7) = 2. (Zr+8)+0
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amibdl
Inko (p(z),q(z)) = 2 ~

Mivel az eredmény asszocidlt 1-hez, ezért a két polinom relativ prim egyméshoz
(mind a négy polinomgyfiriiben).

II. Megoldas: A két polinom gyokeit (kozelitd értékeiket) megkeresve
a polinomokat tényezokre bonthatjuk:

234222 —22+1 = (v + 2.8312) (z — 0.4156 — 0.4248:) (x — 0.4156 + 0.42487)

és
?—x—-2=(x+1)(z—2)

ahonnan szintén latszik, hogy a két polinom mind a négy polinomgytiriiben
relativ prim egymaéshoz.
b) f(z)=2'+323 -2 —4x -3 &  g(z) = 32° +102% + 22 — 3
legnagyobb kézos osztdja az Euklideszi algoritmussal:

Az els6 osztds:

(z* +32% — 2% — 4z — 3) : (32° + 102% + 22 — 3) = (£ — §)

—23/3—-5/3- 2% — 3z — 3
—5/9-22 —-25/9- 2 —30/9
azaz

(z*4+3a3-22-42-3)=(323+1022+22-3) (£-3)+ (L2 Lz-20),

a masodik osztés
(3x3 + 1022 4+ 22 — 3):(=5/9- 2?2 —25/9- 2 — 30/9) = —-27/5-x+9
—5x2 — 162 — 3
9x + 27

azaz

(323 + 102 + 22 — 3) = (FPa? — 22— ) (Lo +9) + (9 +27) ,

a harmadik osztés:
L(@* + 524 6) = (9(x+3)) - (32(z+2)) +0

Tehét
Inko(f(x),g(z)) =c-(z+3) (c e R)
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4.4.7) Alkalmazzuk az Euklideszi algoritmust
(a maradék polinomokat | | jeloli):

[a:?’—x2—|—3x—10} = [x3+6x2—9x—14]-1+[—7m2+12x+4},
—x 54 235
[2° + 62> — 9z —14] = [—7x2+12x+4}-(7—4—9)+{4—9@—2)},
72 _ B2 g (22
[—72% + 122 +4] = {49@ 2)] (235 (7x+2))+0
vagyis

Inko(f(x),9(x)) =c(z—2)  (ceR)
Visszafejtve kapjuk:

Inko (f(x),g(x)) = (x —2) =

= o ([% + 62% — 9z — 14] — [-T2? + 120 + 4] (£ - 53)) =

— B0+ 60 — 0 — 1] — 2 (= 3) [T 4 120 4] =

= o [2% + 622 — 9z — 14] —
—a (=2 =5 ([2° — 2% + 3z — 10] — [2° + 62% — 9z — 14]) =
= (g + 5= (£ = 23)) [2* + 627 — 9z — 14] —
—a (£ — 523 [ — 2? 4 3z — 10]

vagyis

235\ 7 49) 235 235
\235 235\ 7 49 235 235

4.4.8) Az aldbbi 6sszefiiggések alapjén tobbféle megoldédsi médszer koziil
valaszthatunk:

és

i) Definicié: A v € T szam k -szoros gybke a p(z) € T'[z] polinomnak,
ha p(z) oszthaté az (x — v)* polinommal, de nem oszthaté (x — ) t-el. O

ii) Tétel: A v € T' szam pontosan akkor k -szoros gyoke a p(z) € I'[z]
polinomnak, ha  p®(y) =0 (deriviltak) minden i=0,1,....k — 1 esetén
de pM(y)#0. O
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a) Mivel f(zg) =0 és f'(z9) #0, ezért xy csak 1 -szeres gyvke f(x) -nek.

Masik megoldds: az f(z) polinomot megprobaljuk tébbszor elosztani
az r — x, polinommal:
els6 osztds:

(234322 +20—6): (v —1)=2*+42+6,

42% + 22 — 6
6x — 6
0

mésodik osztés:

(22 +424+6): (z—1)=x+5.
or + 6
11

Mivel a legutolsé maradék # 0 , ezért f(z) nem oszthaté (x —1)? -el, csak

(x — 1) -el, vagyis az x = 1 szdm egyszeres gyoke az f(z) polinomnak.

b) f(-2)=f(-2)=0 é f'(~2)#0, ezért x; = —2 pontosan
2 -szeres gyoke g(z) -nek.

4.4.9) a) Az a(x) polinomnak kénnyen ldthatéan van gyoke: = = 1 .
Az el6z6 feladathoz hasonléan: @'(1) = 0 miatt ellenérizhetjiik, hogy = = 1
(legaldbb) kétszeres gyvke a(x) -nek, vagyis a(x) oszthaté (z — 1)% -el. Tehét
az a(x) polinom nem négyzetmentes.

b) b(x) -nek nincs gyvke, igy a kivetkezd eredményt kell hasznalnunk:

Tétel: Egy tetszbleges p(x) € T'[x] polinom pontosan akkor négyzetmentes,
ha
Inko( p(x), pi(z))=1. O

Tehét (az Euklideszi algoritmust hasznélva):
bz) =at +2° +42® + 2+ 3,
V(z) =4a®+ 322+ 8z + 1,

az els6 osztds: ([ ]-ben a maradékokat jelsltiik):

(z* + 2% + 42® + £+ 3) : (423 + 322 + 8z + 1) = 0.25z + 0.0625 ,
0.2523 + 222 + 0.752 + 3
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[1.813x2 + 0.250z + 2.938]
a masodik osztés:

(42° 4 322 + 8z + 1) : (1.81322 + 0.250x + 2.938) = 2.206z + 1.350 ,
2.44822 + 1.518z + 1.000
[1.1802 — 2.968]

a harmadik osztés:

(1.81322 + 0.2502 + 2.938) : (1.180z — 2.968) = 1.536 + 4.076 .
4.810z + 2.938
[15.037]

Mivel a maradék nem 0 , igy a b és b’ polinomok relativ primek. Ez pedig
azt jelenti, hogy a b(x) polinom négyzetmentes.

c) Inko(c(z),c/(z)) = (22 +3), vagyis (22+3)?|c(x), vagyis
a ¢(z) polinom nem négyzetmentes.
(Egy¢bként  a(z) = (x — 1D)3*(x+ 1), bx) = (@*+1)(2*+ 2 +3),
c(z) = (2% + 3)%(2* + 22+ 5) .)

4.4.10) Egy polinom gytkei egyszeresek pontosan akkor, ha négyzetmentes,
azaz  Inko(p,p')~1. A p(x)=az’*+br+c polinomot derivéltjival
maradékosan elosztva kapjuk

(az® 4+ bz + ¢) = (2az + b) 1J:+b c i
ax X Cc) = = — — . -
2 4a 4a
ahonnan
b2
Ink N=c——
nho(p. ) =~ 1
hiszen p’ els6foki. Vagyis a gyokok egyszerességének kritériuma a jélismert
-1 -1
—D = —(b¥*—4 0
4a 4a ( ac) 7
feltétel.

4.4.11) Erdemes el6szor megnézni, hogy a polinomnak van-e gyoke a
kérdéses halmazban, valamint a Feladatgy{ijtemény végén levo irreducibilis
polinomok téblézatédt is hasznalhatjuk.

0) o(z)=22+1=(x+1)> (mod 2),



4.4. POLINOMOK 179

oo(x) =2 +x+1 végigprobdlgatds utén: irreducibilis Zy[z] -ben,
a) a@)=2"-1=(@+1)(*+22+1)(z*+2+1) (mod 2),

b) b(z) = 2° — 2z + 1 irreducibilis (mod 5), mert nincs gydke Zs -ben,
tovabbé a mésodfoku (irreducibilis) polinomokat mind végigprébalgatva kap
juk, hogy b(x) -nek masodfoku osztdja sincs.

¢) cx)=2"-1=(x—1)" (mod 7), hiszen: tetszbleges p € P
primszdmra és a,b € 7, szamokra tgaz, hogy

(a+ by = zp:akbp_k <p) =a” + " (mod p)

k
k=0

mert

(p) (p-1).(p—k+1) _,

L) =P X (mod p) ha 0Sk<Sp

d) d(x)=22°+325+523+22°2 +4 = (z+1)*(z+3)(22> —1) (mod 7).

4.4.12) Az z = 0 vdlasztédssal kapjuk, hogy

7] P(0) = ag
Tovabba
P(z) — P(—z) = 2z - (asa* + azz”® + a1) (4.35)
miatt,az x =1, x=2 ¢é x=4 vilasztassal kapjuk, hogy
7 ‘ (0,5 + as + al) (436)
7 | (16&5 + 4&3 + CZ1> (437)
7 | (256@5 + 16&3 + al) (438)
(felhasznéltuk azt a kozismert Allitast, mely szerint: ”Ha egy szorzat oszt-

hato egy olyan ¢ € 7Z szdmmal, amely a szorzat eqyik tényezojéhez relativ
prim, akkor a szorzat mdsik tényezdje oszthaté c -vel”.)
A fenti mennyiségeket Osszeadva kapjuk

71 (273as5 + 21az + 3a1) = 3 - (7(13as5 + a3) + a1)
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ahonnan, az elobb emlitett &llitds szerint
7 ‘ 7(13&5 + CL3) + ag

vagyis
7 ‘ aq

Mindezek alapjén (4.36) és (4.37) a kovetkez6képpen alakul:
7|as+as és T7|16as+ 4das
[smét e két mennyiséget osszeadva és éllitdasunkat hasznélva kapjuk, hogy
Tlas ¢és T7|as
Mivel
P(z) + P(—z) — 2P(0) = 22% - (aez* + asz® + a2)

ezért a (4.35) -ben szerepld kifejezéshez hasonléan vizsgalhatjuk a fenti kife-
jezés T -tel val6é oszthatésagdt, és kapjuk, hogy

7|(l2, 7|a4 és 7|CL6 . O
MEGJEGYZESEK: (i) Az

7
ag=..=az3=ay =0, a2:a1:§
egyiitthatokkal megadott ~ P(z) := I(z? —z) polinom szintén minden
egész x € 7 szamra 7 -tel oszthatd egész szémot ad, de egyiitthatéi mégsem
oszthatok 7 -tel (hiszen nem is egész szdmok).
(ii) Hetedfoki polinomra a feladat eredeti éllitdsa mar nem igaz, amint

az 2’ —x polinom mutatja. [



5. fejezet
Testek

5.1.3) Felhivjuk a figyelmet, hogy az aldbbiakban = jeloli a szokdsos
egyenléség jelet, =,, a modulo m reldciét (mint mindig), és =, a
modulo f(z) (”polinomosztds” Z -ben) maradékot.

p(x)-q(z) = Bzt + 223 — 4z + 1) - (—42* + 2% — 3z + 2)
= —122% — 827 4 32% 4 92° — 42 4+ 132 — 11z + 2
=5 228 — 32" +32% — 125 + 12t + 322 — 1o + 2
= (2° — 22* +32% — 52 + x) - f(z) + (152 — 1823 + 242% — b5z + 2)
=f(z) 152* — 182° + 24a? — bz + 2
=5 —1823 + 2422 — b + 2
= (=9) - f(x) + (3322 — 14z + 38)
= f(a) 3322 — 14x + 38
= 32 +x+3.

5.1.4) GF(4) = Zo[a]/s240s1) = ({0,1,2,2 + 1} ,+,-) , ahol

Lt Lo [ 1t ] @ Jatl][ - JO] 1 | x [a+1]
0 0 1 T z+1 0 0 0 0 0
1 1 0 z+1 T 1 0 1 T r+1
T T r+1 0 1 T 0 T r+1 1
z+1x+1 T 1 0 z+10|x+1 1 T
mert pl.

vr=rt=2"- (P +r+l)=a+1 (mod 2® + z + 1, mod 2)
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és

(z+1)?=+1=22+1—- (2P +o+1) =2 (mod 7%+ z + 1, mod 2).



6. fejezet
Halok, Boole-algebrak

6.1. Halok

6.1.2) R € Sub(N) maximalis és legnagyobb eleme is Sub(R) -nek.
Legkisebb ill. minimdlis eleme nem minden struktirdnak van: példdul a
3 = (Z,+) strukturdanak minden k € Z szdm 4ltal generalt

(k) ={kx:2x€Z}

részhalmaza zart az + miiveletre, azaz (ciklikus")) rész-struktirdja, melynek
barmely y € 7 esetén (yk) rész-strukturdja:

(k) < (k) <3 (yez).

1) Definicié: Az 2 = {A,...} struktiira egyetlen elemmel generdlhat6 [a] < A rész-
struktirdit (a € A tetszbleges) ciklikus rész-struktirdanak nevezzik. O

183
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6.2. Boole-algebrak

Emlékeztetéiil a BA axiéomak:

kommutativitas AUuB=BUA (BA1)
ANB=BnNA (BA2)

asszociativitds AU(BUuC)=(AUuB)UC (BA3)
ANn(BNC)=(AnB)NC (BA4)

disztributivités AUu(BNC)=(AUB)N(AUC) (BA5)
AN(BUC)=(ANB)U(ANC) (BAG6)

elnyelési tulajdonsdgok AU(ANB)=A (BAT)
AN(AuB)=A (BAS)

() és I tulajdonsédgai AUA=1 (BA9)
ANA=10 (BA10)

Auph=A (BA11)

ANP=10 (BA12)

AUT =1 (BA13)

ANnI=A (BA14)

Nem &rt felidézniink azt sem, hogy a Boole Algebrak szerkezetének részle-
tesebb vizsgdlata (pl. [S2/01]) alapjan megéllapithat6 (pl.[]], 8.8):

Tétel: Minden véges Boole-Algebra elemszima 2% valamilyen k € N
szdmra. [

6.2.1) Csak néhdny példat sorolunk fel:
R -ben: (BA5): A+ (B-C)=(A+B)-(A+C) nem igaz,
(BAT), (BA8): A+ (A-B)=A, A-(A+B)=A nem igazak,
7 -ben (BA4):  min(a, min(b,c)) = min(min(a,b),c) igaz,
(BA5):  maxz(a, min(b,c)) = min (max(a,b), mazx(a,c)) igaz,
(BA6):  min(a, max(b,c)) = max (min(a,b), min(a,c)) igaz,
(BA9), (BA10):  min(a,1—a) =0, maz(a,1—a)=1 nem igazak,

De Morgan:
1 —max(a,b) = min(l—a,1-0),

1 —min(a,b) = mazx(l—a,1—0) igazak.
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6.2.2) Csak néhédny példat sorolunk fel:
Pq -ben (BA5): A+ (B-C)=(A+B)-(A+C),

(BA6): A(B+C)=(A-B)+(A-C) (események dsszege és szorzata).

Felhivjuk a figyelmet, hogy a wvalds szamok (R) szokdsos Osszeaddsa és
szorzasa nem teljesiti a (BA1)-(BA14) axiéméakat, azaz nem Boole algebra !

Ny -ben (BA4):  Inko(a,Inko(b,c)) = Inko(Inko(a,b),c) ,
(BA5):  lkkt(a,Inko(b,c)) = Inko (Ikkt(a,b), lkkt(a,c))
(BA6):  Inko(a, lkkt(b,c)) = lkkt (Inko(a,b), Inko(a,c))
(BA9), (BA10):  Inko(a,¥) =1, Ikkt(a,%)=N

a

(mert N négyzetmentes),

De Morgan:
N N N N N N
gkt (22}, o = lnko &, &
Inko(a, b) (a’ b)  Tkkt(a,b) O(a’ b) :

C -ben: C = (C,U,N,”, Fehér, Fekete) ahol
C = { Fekete, Sdrga, Cidn, Magenta, Kék, Zold, Viros, Fehér}

és példaul  VorosUZsold=Sdrga, CidanNSdrga=2Zold, Vorés =Zold ,

De Morgan:

Kék U Zold = Véros, Magenta N Cidn = Sdrga



186 FEJEZET 6. HALOK, BOOLE-ALGEBRAK

Additiv és szubtraktiv?) szinkeverés

2) addicié = 6sszeadds, szubtrakcié = kivonds



I11. rész

Filiggelék

187






1. GOT ABC

.

Aa
Bb
Ce
Dd
Ee
Ff
Gg
Hh
Ii
Jj
Kk
Ll
Mm
Nn
Oo
Pp
Qq
Rr
Ss
Tt
Un

Go6t ABC

Ma
b
(¢
Dd
(¥¢
o
4
536
Ji
3
(35
Ll
Wim

n
o

e

'~"'\

It
Un

S S T N T e RO N O A e L S S
P BTRR TSN 9 ) 3 pa BTN STTS Y R A8

189

Vv Ny V)
Ww ﬂlﬁ (1 m % /8

xx X X %
Yy ?)1] (Lg' ’?
1z :33 3 g,,

Modified Vowels [Umlaute)

A Wa g 4
o6 Vo 7 g
Uid Uiy 4

Compound Consonants

¢h d] 4%
sch ic[] %
ck ‘f A/&
5% !‘j - ﬁ
B (87, 88) !;t(i% “) //‘5
st | /ﬂ
iz ‘3 /%
oo P %



190

.2. Egész szamok felbontasa 30.000 -ig

Csak a 2, 3, 5 és 11-el nem oszthaté szémokat soroltuk fel.

Emlékeztetdiil a 11-es préba:  FEgqy tetszbleges n € 7 eqész szam pontosan
akkor oszthatd 11 -gyel, ha szamjegyeit viltakozoé eldjellel dsszeadva a kapott
0sszeg oszthato 11 -gyel. 0
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= 7*13*23
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3193

41*71

23*127
37*79

29*101
7*419

17*173
7*421
13*227

13*229
19*157
29*103
T*7*61
41*73

31*97

23*131
7*431

13*233
7*433

17*179

43*71
7*19%23

37*83
7*439
17+*181

19*163

7*443
29*107
13*239

53*59
31+*101
13*241

43*73
7*449
47*67
23*137
29*109

19*167

31*103

3197
3199
3203
3209
3211
3217
3221
3227
3229
3233
3239
3241
3247
3251
3253
3257
3259
3263
3269
3271
3277
3281
3283
3287
3293
3299
3301
3307
3313
3317
3319
3323
3329
3331
3337
3341
3343
3347
3349
3353
3359
3361
3367
3371
3373
3379
3383
3389
3391
3397
3401
3403
3407

23*139
7*457

=13*13*19

3409 =

3413
3419
3427
3431
3433
3437
3439
3449
3451
3457
3461
3463
3467
3469
3473
3479

7*461

53*61

41*79
7*463

17*191

13*251
T*467

29*113
17*193
T*T7%67
19*173
37*89

31*107

47*71
13*257

17*197
7*479

T*13*37

31*109
17%*199

43*79
19*179
41*83

7*487
13*%263
23*149
47*73

7*491
19*181

T*17*29

23*151
T*T7*71



3481
3491
3493
3497
3499

3503 =

3511
3517
3521
3523
3527
3529
3533
3539
3541
3547
3551
3557
3559
3563
3569
3571
3577
3581
3583
3587
3589
3593
3599
3601
3607
3611
3613
3617
3623
3629
3631
3637
3643
3647
3649
3653
3659
3661
3667
3671
3673
3677
3679
3683
3689
3691
3697
3701
3703
3709
3713
3719
3721
3727
3731
3733

3737 =

3739
3743
3749
3757
3761
3763
3767

59%59

7*499
13*269

31*113

7*503
13*271

53*67

7*509

43*%83

T*T7*73

17*211

37*97

59*61
13*277

23*157

19*191

7*521
41*89
13*281

7*523
19*193

13*283
29*127
7*17*31

7*23*23
47*79
61*61
T7*13*41
37*101
19*197
23*163

13*%17*17

53*71

3769

3779

3781 = 19*%199
3787 = 7*541
3791 = 17%223
3793

3797

3799 = 29*131
3803

3809 = 13%293
3811 = 37*103
3821

3823

3827 = 43*89
3829 = 7%*547
3833

3841 = 23*167
3847

3851

3853

3857 = 7*19*29
3859 = 17*227
3863

3869 = 53*73
3871 = T7*7*79
3877

3881

3887 =13*13*23
3889

3893 = 17*229
3899 = 7*557
3901 = 47*83
3907

3911

3913 =
T*13*43%

3917

3919

3923

3929

3931

3937 = 31*127
3941 = 7*563
3943

3947

3953 = 59*67
3959 = 37*107
3961 = 17*233
3967

3973 = 29*137
3977 = 41*97
3979 = 23*173
3983 = 7*569
3989

3991 = 13*307
3997 = 7*571
4001

4003

4007

4009 = 19*211
4013

4019

4021

4027

4031 = 29*139
4033 = 37*109
4039 = 7*577
4043 = 13*311
4049

4051

4057

4061 = 31*131
4063 = 17*%239
4067 = T*7*83
4069 = 13*313
4073

4079

4087 = 61*67
4091

4093

4097 = 17*241
4099

4109 = 7*587
4111

4117 = 23*179
4121 = 13*317
4123 = 7*19*31
4127

4129

4133

4139

4141 = 41*101
4151 = 7%593
4153

4157

4159

4163 = 23*181
4171 = 43*%97
4177

4181 = 37*113
4183 = 47*89
4187 = 53*79
4189 = 59*71
4193 = 7%*599
4199 =
13%17*19%*

4201

4207 = 7*601
4211

4217

4219

4223 = 41*103
4229

4231

4237 = 19*223
4241

4243

4247 = 31*137
4249 = 7*607
4253

4259

4261

4267 = 17*251
4271

4273

4277 = T7*13*47
4283

4289

4291 = 7*613
4297

4303 = 13*%331
4307 = 59*%73
4309 = 31*139
4313 = 19*%227
4319 = 7*617
4321 = 29*149
4327

4331 = 61*71
4333 = 7*619
4337

4339
4343
4349
4351
4357
4361
4363

4369 =

4373
4379
4381
4387
4391
4393
4397
4399
4403
4409

43*101

19*229

T*7%89

17*257

29*151

13*337
41*107

= 23*191

4417 =

4421
4423
4427
4429
4439
4441
4447
4451
4453
4457
4459
4463
4469
4471
4481
4483
4487
4489
4493
4501
4507
4511
4513
4517
4519
4523
4529
4531
4537
4541
4547
4549
4553

4561
4567
4571
4573
4577
4579
4583

53*83
T*17*37

7*631

19*233
43*103
23*193

61*73

=T7*7*7*%13

41*109
17*263

7*641

67%67

7*643

13*347

7*647
23*197
13%349
19%239

= 29*157
4559 =

4589 =

4591
4597
4601
4603
4607
4613
4619
4621

4627 =

47%97

7*653
17*269
23*199
19*241

13*353

43*107
17*271

7*659
31*149

7*661



4633
4637
4639
4643
4649
4651
4657
4661
4663
4667
4669
4673
4679
4681
4687
4691
4693
4699
4703
4709
4711
4717
4721
4723
4727
4729
4733
4739
4747
4751
4753
4757
4759
4769
4771
4777
4781
4783
4787
4789
4793
4799
4801
4811
4813
4817
4819
4823
4831
4837
4841
4843
4847
4849
4853
4859
4861
4867
4871
4877
4879
4883
4889
4891
4897
4901
4903
4907
4909
4913

41*113

59*79

13*359
7*23*%29

31*151
43*109

=13*19*19
=37*127

= 17*277
= 7%*673
= 53*89

29*163

T7*677
47*101

T*7*97
67*71

19*251
13*367
17*281

7*683

= 17*283

61*79
7*13*53

7*691
47*103
29*167
37*131
13*373
23*211
43*113

31*157

T*17*41
19*257

67*73
59*83
13*13*29

7*701

=17*17*17

4919
4921
4927
4931
4933
4937
4943
4949
4951
4957
4963
4967
4969
4973
4979
4981
4987
4991
4993
4997
4999
5003
5009
5011
5017
5021
5023
5029
5033
5039
5041
5047
5051
5053
5057
5059
5063
5069
5077
5081
5083
5087
5089
5099
5101
5107
5111
5113
5117
5119
5123
5129
5131
5141
5143
5147
5149
5153
5161
5167
5171
5173
5177
5179
5183
5189
5191
5197
5201
5207

7*19*37
13*379

7*7*101

7*709

13*383
17*293

7*23*31

19*263

29*173

47*107

7*719

71*71
7*7*103

31*163
13*389

61*83

37*137

13%17*23

7%727

19*269
T*17*43
47*109
23*223
7*733
53%97
37*139
19*271
13*397
7*739
31*167
71*73
29*179

7*743
41*127

5209
5213
5219
5221
5227
5231
5233
5237
5239
5243
5249
5251
5257
5261
5263
5267
5273
5279
5281
5287
5293
5297
5299
5303
5309
5311
5317
5321
5323
5327
5329
5333
5339
5341
5347
5351
5353
5359
5363
5369
5371
5377
5381
5383
5387
5389
5393
5399
5407
5411
5413
5417
5419
5429
5431
5437
5441
5443
5447
5449
5453
5459
5461
5471
5473
5477
5479
5483
5491
5497

13*401
17*307
23*227

=13*13*31
T*7%107
29*181
59*89
7*751

19*277
23*229

17*311
67*79

7*757

47*113
13*409
17*313

7*761
73*73

19*281
7*7%109

53*101
23*233
31*173
7*13%59
41*131
19%283

= 7*769

17*317

= 7*773

= 61*89

= 13*419
T7*19*41
53*103
= 43*127

= 13*421

=17*17*19
=23*%239

5501
5503
5507
5509
5513
5519
5521
5527
5531
5537
5539
5543
5549
5551
5557

5561 =

5563
5567
5569
5573
5579
5581
5587
5591
5593
5597
5603
5609
5611
5617
5623
5627
5629
5633
5639
5641
5647
5651
5653
5657
5659
5663
5669
5671
5677
5681
5683
5689
5693
5699
5701
5707
5711
5713
5717
5719
5723
5729
5737
5741
5743

7*787
37*149

T*7%113
29*191
23*241
31*179
7*13*61

67*83

19*293

7*797

= 37*151

5747 =

5749
5759
5761
5767
5771
5773
5777
5779

T*17*47
29*193
13*431
71*79
31*181
41*137

17*331
13*433
43*131

7*809

53*107
7*811
13%19*23

41*139

13%439

29*197

7*19%43
59*97
17%337

7*821

13*443
7*823
73*79
29*199
23*251
53*109



5783
5789
5791
5801
5803
5807
5809
5813
5821
5827
5831
5833
5837
5839
5843
5849
5851
5857
5861
5867
5869
5873
5879
5881
5887
5891
5893
5897
5899
5903
5909
5911
5917
5921
5923
5927
5933
5939
5941
5947
5953
5957
5959
5963
5969
5971
5977
5981
5983
5987
5989
5993
5999
6001
6007
6011
6013
6019
6023
6029
6031
6037
6041
6043
6047
6049
6053
6059
6067
6071

7*827

7*829

37*157

=T*T7*7*17

19*307
13*449

7*839

7*29*%29
43*137
71*83

17*347

19*311
23*257
61*97

31*191

17*349

13*457
19*313

T*23*37
59*101
67*89
47%127
7*853
43*139

31*193
53*113
13*461

7*857
17*353

7*859
13*463
19*317
37*163

7*863

23*263

73*%83

13*467

6073
6077
6079
6089
6091
6097
6101
6103
6107
6109
6113
6119
6121
6131
6133
6137
6139
6143
6151
6157
6161
6163
6167
6169
6173
6179
6181
6187
6191
6197
6199
6203
6209
6211
6217
6221
6223
6227
6229
6233
6239
6241
6247
6251
6253
6257
6263
6269
6271
6277
6283
6287
6289
6293
6299
6301
6307
6311
6313
6317
6319
6323
6329
6331
6337
6341
6343
6349
6353
6359

= 59*103

T*13*67

17*359
31*197
41*149

= 29*211

17*19*19
7%877

47*131
61*101

7*881
31*199

37*167

7*883
23*269
41*151

= 7%*887

T*7*127
13%479

23*271
17*367
79*79

7*19*47
=13*13*37

= 61*103

19*331
7*29*31

= T7*17*53

= 59*107

= 71*89

= 13*487

= 17*373

7*%907

6361
6367
6371
6373
6377
6379
6383
6389
6397
6401
6403
6407
6409
6419
6421
6427
6431
6433
6437
6439
6443
6449
6451
6461
6463
6467
6469
6473
6481
6487
6491
6493
6497
6499
6503
6509
6511
6517
6521
6527
6529
6533
6539
6541
6547
6551
6553
6557
6559
6563
6569
6571
6577
6581
6583
6587
6593
6599
6601
6607
6613
6617
6619
6623
6629
6631
6637
6641
6643
6647

23*277

7*911

13*401

37*173
19*337
43*149
13*17*29
T*7%*131

59*109

7*919
41*157
47*137
17*379

7*13*71
23*281
29*223

13*499

43*151
73*89
67%97
7*929
23*283
17*383
T*T*7*%19

61*107

47%139
13*503
31*211

79*83
7*937

29%227
7*941
19*347

T*23*41

17*389
13*509

37*179
7*947
19*349

29*229
T*13*73
=17*17*23

6649
6653
6659
6661
6667
6671
6673
6679

6683 =

6689
6691
6697
6701
6703
6707
6709
6713
6719
6727
6731
6733
6737
6739
6749
6751
6757
6761
6763
6767
6769
6773
6779
6781
6791
6793
6797
6799
6803
6811
6817
6821
6823
6827
6829
6833
6839
6841
6847
6851
6857
6859
6863
6869
6871
6877
6881
6883
6887
6889
6893
6899

6901 =

6907
6911

6913 =

6917
6923
6929
6931
6937

61*109

59*113
7*953

41*163

37*181

19%353

T*7%137

7*31*31
53*127

23*293
17*397
43*157
29*233

67*%101
7*967
13*521

7*971
13%523

T*7*139

17*401
19%359

7*977

41*167
13%17*31

19%19*109

13%23*23
7*983

71%97
83*83
61*113

67%103

31*223

T*23%43
13*13*41
29*239

7*991



6943
6947
6949
6953
6959
6961
6967
6971
6973
6977
6979
6983
6989
6991
6997
7001
7003
7009
7013
7019
7021
7027
7031
7033
7037
7039
7043
7049
7057
7061
7063
7067
7069
7079
7081
7087
7091
7093
7097
7099
7103
7109
7111
7121
7123
7127
7129
7133
7141
7147
7151
7153
7157
7159
7163
7169
7171
7177
7181
7187
7189
7193
7199
7201
7207
7211
7213
7217
7219
7223

53*131

17*409

19*367

7%997

29*241

47*149
43*163

7*17*59

79*89
13*541
31*227

7*19*53

23*307
7*1009
37*191

73*97
19*373
7*1013
41*173
47*151
31*229

13*547

17*419

7*1019

37*193

7*1021

23*311
17*421

=13*19*29
=67*107
=71*101

43*167

T*13*79

23*313
19*379

7*1031

31*%233

7229
7231
7237
7241
7243
7247
7253
7259
7261
7267
7273
7277
7279
7283
7289
7291
7297
7301
7303
7307
7309
7313
7319
7321
7327
7331
7333
7339
7343
7349
7351
7357
7361
7363
7367
7369
7373
7379
7387
7391
7393
7397
7399
7409
7411
7417
7421
7423
7427
7429
7433
7439
7441
7451
7453
7457
7459
7463
7471
7477
7481
7483
7487
7489
7493
7499
7501
7507
7511
7517

7*1033

13*557

7*17*61
53*137
13*13*43

7*1039
19*383
29*251

37*197
23*317

T*7*149
67*%109

71*103
13*563

17*431

41*179
7*1049

7*1051
17*433
37*199
53*139

73*101
47*157
83*89

19*389
13*569

7*7*151
31*239

41*181

13*571
7*1061
17%19*23

43*173
7*1063

29*257

17*439
31*241

7*1069

59*127

13*577

7*29%37

7519
7523
7529
7531
7537
7541
7543
7547
7549
7553
7559
7561
7567
7571
7573
75717
7583
7589
7591
7597
7603
7607
7609
7613
7619
7621
7627
7631
7633
7637
7639
7643
7649
7651
7657
7661
7663
7669
7673
7679
7681
7687
7691
7693
7697
7699
7703
7709
7717
7721
7723
7727
7729
7739
7741
7747
7751
7753
7757
7759
7763
7769
7771
7781
7783
7787
7789
7793
7801
7807

73*103

17*443

19*397

7*13*83

T*23*47
67%113

71*107

7*1087
23*331
19*401

29*263

13*587

17*449
7*1091

7*1093
13*19*31
47%163

79*97

7*1097

T*7%157
43*179

13*593

7*1103

59*131
71*%109

61*127
23*337

7*1109
17*457
19*409
31*251
43*181
13*599

29*269
37*211

7811
7813
7817
7819
7823
7829

7831 =

7837
7841
7847
7849
7853
7859
7861
7867
7871
7873
7877
7879
7883
7889
7891
7897
7901

7903 =

7907
7913
7919
7921
7927
7933
7937
7939
7943
7949
7951
7957
7961
7963
7967
7969
7973
7979
7981
7987
7991
7993
7999
8003
8009
8011
8017
8021
8023
8027
8029
8033
8039
8047
8051
8053

8057 =

8059
8069
8071
8077
8081
8083
8087
8089

73*107
13*601

7*1117

41*191
17*461

7*19*59
47*167

29*271
7*1123

17*463

T*T*7*%23
13*607
53*149

7*1129

41*193

89*89

17*467
13*13*47

73*%109
19%419

31*257
13*613
T*17*67
79*101
23*347
7*7*163
61*131

19%421
53*151

13*617
71%113
23*349
7*31%37
29%*277

13*619
83*97

7*1151

7*1153

41*197

59*137



8093
8099
8101
8111
8113
8117

8119 =

8123
8131
8137
8141
8143
8147
8149
8153
8159
8161
8167
8171
8177
8179
8183
8189
8191
8197
8201
8203
8207
8209
8213
8219
8221
8227
8231
8233
8237
8243
8249
8251
8257
8263
8267
8269
8273
8279
8281
8287
8291
8293
8297
8299
8303
8309
8311
8317
8321
8323
8329
8333
8339
8341
8347
8351
8353
8357
8359
8363
8369
8377
8381

= 7*13*89

= 7*19*61

23*353

47*173

79*103
7*1163

17*479

29*281
31*263
41*199

=13*17*37

= T*7*167
19*431

7*1171
59*139
13*631
29*283

= 43*191

= 19%*433

73*113

37*223
23*359

7*1181

17*487
72%132

43*193
19*19%*23
7*1187

53*157
7*29%41

13*641
31*269
19*439
17*491
7%1193

61*137
13*643

=17*17*29

8383
8387
8389
8399
8401
8407
8411
8413
8417
8419
8423
8429
8431
8441
8443
8447
8449
8453
8461
8467
8471
8473
8477
8479
8483
8489
8491
8497
8501
8507
8509
8513
8519
8521
8527
8531
8533
8537
8539
8543
8549
8551
8557
8561
8563
8567
8573
8579
8581
8587
8593
8597
8599
8603
8609
8611
8617
8621
8623
8627
8629
8633
8639
8641
8647
8651
8653
8659
8663
8669

=83*101

37*227
31*271
7*1201
13*647
47*179
19*443

= 23*367

= 7*17*71
79%107

43*197
37*229
T*7*173
61*139
17*499
13*653
7%1213
29*293

47*181
67%127

7*%1217

19*449
7*23*53

83%103

17*503

43*199
7*1223

13*659

= 23*373

31*277
13*661

7*1229

79*109
7*1231
37*233

= 89%*97
= 53*163

41*211
17*509
7%1237

8671
8677
8681
8683
8687
8689
8693
8699
8707
8711
8713
8717
8719
8729
8731
8737
8741
8743
8747
8749
8753
8759
8761
8771
8773
87717
8779
8783
8791
8797
8801
8803
8807
8809
8813
8819
8821
8827
8831
8837
8839
8843
8849
8851
8857
8861
8863
8867
8869
8873
8879
8881
8887
8891
8893
8897
8903
8909
8911
8917
8923
8927
8929
8933
8939
8941
8947
8951
8953
8957

=13*%23%*29

19*457
T*17*73

= 31%*281

= 23*379

= 7*29%43

= 7%*1249
= 13*673
= 19*461
T*T7*179

31*283
67%131

59*149
19*463
13*677

23*383
7*1259

= 7*13*97

37*239

53*167
17*521

7*7*181
19*467
13*683
83*107

17*523

7*31*41
29*307
59*151
T*19%67
37*241

= 79*113

= 7*1277

23*389

7*1279
=13*13*53

8959
8963
8969
8971
8977
8981
8983
8989
8993
8999
9001
9007
9011
9013
9017
9019
9023
9029
9037
9041
9043
9047
9049
9059
9061
9067

9071 =

9073
9077
9079
9083
9089
9091
9101
9103

9107 =

9109
9113
9121
9127
9131
9133
9137
9139
9143
9149
9151
9157
9161
9167
9169
9173
9179
9181
9187
9191
9193
9197
9199
9203
9209
9211
9217
9221
9223
9227
9233
9239
9241
9247

=17*17*31

47*191
7%1283

13*691

89*101
17*23*23

71*127
29*311
7*1289

7*1291

83*%109

=13*17*41

47*193
43*211
29*313
7*1297
31*293
61*149

19*479

7*1301

13*701
7*1303

= 23*397

13%19*37

41%223
7*1307

89%103
53*173

67*137

7*13*101
29*317
17*541

61*151
13*709

23*401

7*1319

7*1321



9253
9257
9259
9263
9269
9271
9277
9281
9283
9287
9289
9293
9299
9301
9307
9311
9313
9319
9323
9329
9331
9337
9341
9343
9347
9349
9353
9359
9367
9371
9373
9377
9379
9389
9391
9397
9401
9403
9407
9409
9413
9419
9421
9431
9433
9437
9439
9443
9451
9457
9461
9463
9467
9469
9473
9479
9481
9487
9491
9497
9499
9503
9509
9511
9517
9521
9523
9527
9529
9533

19*487

47*197
59*157
13*23*31
73*127

37*251
7*1327

17*547

71*131

41*227

67*%139

19*401
7*31*%43

13*719
47*199
7*7*191
17*19*29
7*13*103
83*113
41*229

T*17%79

23*409
97*97

7*19%*71
13*727
7*7%193

17*557

19*499
53*179

7*23*59
13*17%*43
37*257

31*307
89*107

7*1361
13*733

9539
9541
9547
9551
9553
9557
9563
9569
9571
9577
9583
9587
9589
9593
9599
9601
9607
9611
9613
9617
9619
9623
9629
9631
9637
9641
9643
9649
9653
9659
9661
9667
9671
9673
9677
9679
9683
9689
9697
9701
9703
9707
9709
9719
9721
9727
9731
9733
9737
9739
9743
9749
9751
9761
9763
9767
9769
9773
9781
9787
9791
9793
9797
9799
9803
9809
9811
9817
9821
9827

T*29%47

41*233
19*503
73*131
7*1367
17*563
61*157
T*37%37

43*223
53*181
29*331

13*739
7*1373

59*163

23*419
31*311

7*7%197
13%743

7*1381
19*509
17*569

23*421

89*109
31*313
17*571
7*19*73

71*137

37*263

7*13*107

7*7*199
43%227
13*751

29%*337

7*1399
97*101
41*239

17*577

7*23*%61
31*317

9829
9833
9839
9841
9847
9851
9853
9857
9859
9863
9869
9871
9877
9881
9883
9887
9893
9899
9901
9907
9913
9917
9919
9923
9929
9931
9937
9941
9943
9947
9949
9953
9959
9961
9967
9971
9973
9979
9983
9989
9991
9997
10001
10003
10007
10009
10013
10019
10027
10031
10033
10037
10039
10049
10051
10057
10061
10063
10067
10069
10073
10079
10081
10091
10093
10097
10099
10103
10111
10117

13*757
43*%229

59*167

7*1409
71*139

7*17*83
41*241

13*761
19*521

23*431
47*211
7*13*109

19*523

61*163
T*T*7%29

= 37*269
= 23*433
= 7*1423

=13*13*59

17*587
67*149
7*1427
97*103
13*769
73*137
7*1429

17%19*31
43*%233
37*271

7*1433
79%127

=13*773
=19*23*23
=89*113

29*347

7*1439

17*593

23*439

67*%151

10121
10123
10127
10129
10133
10139
10141
10147
10151
10157
10159
10163
10169
10171
10177
10181

10183 =

10187
10189
10193
10199
10201
10207
10211
10213
10217
10223
10229
10231
10237
10243
10247
10249
10253
10259
10261
10267
10271
10273
10277
10279
10283
10289
10291
10297
10301
10303
10309
10313
10319
10321
10327
10331
10333
10337
10339
10343

10349 =

10357
10361
10363
10367
10369
10379
10381
10387
10391
10393
10397
10399

29*349
53*191
13*19*41
7*1447

= 73*139

= 7%*1451

= 7*1453

17*599
61*167
23*443

T*31*47
101*101
= 59*173

7*1459
17*601

53*193
13*787
29*353

= 37*277

= 31*331

43%239
19%541
=7%*13*113

41*251
7*1471

=13*13*61

= 17*607

= 23*449

= T7*7%*211
79%131
13*797

43*241
7*1481

97%107
7*1483
13*17*47

19*547
37*281



10403
10409
10411
10421
10423
10427
10429
10433
10441
10447
10451
10453
10457
10459
10463
10469
10471
10477
10481
10487
10489
10493
10499
10501
10507
10511
10513
10517
10519
10523
10529
10531
10537
10541
10543
10547
10553
10559
10561
10567
10573
10577
10579
10583
10589
10591
10597
10601
10603
10607
10609
10613
10619
10621
10627
10631
10633
10639
10643
10649
10651
10657
10661
10663
10667
10669
10673
10679
10687
10691

=101*103
7%1487

29*359

17*613
7*1489

53*197
31*337
7%1493

=19*19*29
=37*283

47*223

17*617
7*1499

7*19*79
23*457

13*809
67*%157
17*619

41*257
83*127
13*811
53*199
61*173

59*179

97*109
7*1511

71*149

19*557

7*17%89

= 23*461

= 103*103

= T7*37*41

=13*19*43

=7*7*7%31

29*367
23*463

7*1523

47*227
13*821
59*181

10693
10697
10699
10709
10711
10717
10721
10723
10727
10729
10733
10739
10741
10751
10753
10757
10759
10763
10771
10777
10781
10783
10787
10789
10793
10799
10801
10807
10811
10817
10819
10823
10829
10831
10837
10841
10843
10847
10849
10853
10859
10861
10867
10871
10873
10877
10883
10889
10891
10897
10903
10907
10909
10913
10919
10921
10927
10931
10933
10937
10939
10943
10949
10951
10957
10961
10963
10969
10973
10979

=17*17*37
=19*563
=13*823

7*1531
71*151

17*631

23*467
13*827

31*347
7*29*53
47*229

13*829

41*263
T*23%67

43*251

7*1543
101*107
19*569
29*373
31*349
79*137
=72%13%17

37*293
7*1549

19*571

7*1553
83*131
73*149

17*641

13*839

7*1559
61*179
67*163
T*7%223
17*643
=13*%29*29

31*353

47*233

97*%113
19*577
7*1567

10981
10987
10991
10993
10997
10999
11003
11009
11017
11021
11023
11027
11029
11039
11041
11047
11051
11053
11057
11059
11063 =
11069
11071
11081
11083
11087
11089 =
11093
11101
11107
11111
11113
11117
11119
11123
11129
11131
11137
11141
11147
11149
11153
11159
11161
11167
11171
11173
11177
11179
11183
11189
11191
11197
11201
11203
11207
11213
11219
11221
11227
103*10
11233
11237
11239
11243
11249
11251
11257
11261
11263

ol

79*139

29*379

7*1571
17*647

101*109
23*479
103*107
73*151

41*269

7*19*83

61*181

43*257

7*1579

13*23*37

7*1583

13*853

17*653
29*383
41*271

T*7%227
31*359

T*37*43
13*857
71*157

19*587

13*859

7*1597
53*211
67*167

19%19*31

23*487
17*659
7*1601
13*863
T*7%229

47*%239
17*661

7*1607

7*1609

11267
11269
11273
11279
11281
11287

19%593
59*191

= 29*389

11291 =

11293
11299
11303
11309
11311
11317
11321
11323
11327
11329
11333
11339
11347
11351
11353
11357
11359
11369
11371
11377

11381 =

11383
11387
11389
11393
11399
11401
11411
11413
11417
11419
11423

11431 =

11437
11441
11443
11447
11449
11453
11459
11461
11467
11471
11477
11479
11483
11489
11491
11497

11501 =

11503
11507
11509
11513
11519
11521
11527
11531
11533
11537
11543
11549
11551

7*1613
23*491

89*127
43*263

13*13*67
47*241

7*1619
17*23*29
7*1621

41*277
37*307

83*137
31*367
19*%599

59*193
7*1627

13*877

101*113
T*7%233
19*%601

7*23*71

17*673

107*107

13*881
7*1637

73%157

23*499
13*883

7*31*53

37*311
17*677
29*397

41*281

13*887
19*607
83%139
T*17*97



11557 =7*13*127
11563 = 31*373
11567 = 43*269
11569 = 23*503
11573 = 71*163
11579

11581 = 37*313
11587

11591 = 67*173
11593

11597

11599 = 7*1657
11603 =41*283
11609 =13*19*47
11611 =17*683
11617

11621

11623 = 59*197
11629 = 29*401
11633

11639 =103*113
11641 = 7*1663
11647 = 19*613
11651 = 61*191
11653 = 43*271
11657

11659 = 89*131
11663 =

107*109

11669 = 7*1667
11677

11681

11683 = 7*1669
11687 =13*29*31
11689

11699

11701

11707 = 23*509
11711 = 7*7*239
11713 =13*17*53
11717

11719

11723 = 19*%617
11729 = 37*317
11731

11741 = 59*%199
11743

11747 = 17*691
11749 = 31*379
11753 = 7*23*73
11761 = 19*619
11767 = 7*41*41
11771 = 79*149
11773 = 61*193
11777

11779

11783

11789

11791 = 13*907
11797 = 47*251
11801

11807

11809 = 7*7%*241
11813

11819 = 53*223
11821

11827

11831

11833

11837 = 7*19*89

11839
11843
11849
11851
11857
11861
11863
11867
11873
11879
11881
11887
11893
11897
11899
11903
11909
11911
11917
11921
11923
11927
11929
11933
11939
11941
11947
11951
11953
11959
11963
11969
11971
11977
11981
11983
11987
11989
11993
11999
12007
12011
12013
12017
12019
12029
12031
12037
12041
12043
12047
12049
12053
12059
12061
12071
12073
12077
12079
12083
12091
12097
12101
12103
12107
12109
12113
12119
12121
12127

=13*911
=17*17*41
= 7*1693
=71*167
=29%*409

31*383
7*1697
109*109

7*%1699

73*163

43*277
17*701
7*13*%131

79*151

13*919
17*19*37

7*1709

7*29*59

23*521

19*631
67*179
13%13*71

41*293
61*197
7*17*101
23*523
53*227

7*1721

17*709
31*389
7*1723

13%929
47*257
43*281
=107*113

=72%13%19

=17*23*31
=67*181

12131
12137
12139
12143
12149
12151
12157
12161
12163
12167
12169
12173
12179
12181
12187
12191
12193
12197
12203
12209
12211
12217
12223
12227
12229
12233
12239
12241
12247
12251
12253
12257
12259
12263
12269
12271
12277
12281
12283
12289
12293
12299
12301
12307
12311
12313
12317
12319
12323
12329
12337
12341
12343
12347
12349
12359
12361
12367
12371
12373
12377
12379
12383
12389
12391
12401
12403
12407
12409
12413

= 7*1733
=53%229
=61*199

29*419

233
43*283
T*37*47
19*641
13*937
7*1741
73*167
89*137

= 29*421

= 19*643
= 17*719

7*1747
13*941

= 37*331

=7*17%*103
=13*23*41

7*1753

71*173

19*647
T*7%251

31*397
13%947
7*1759
109*113
97*127

13%13*73
7*41%43

53*233
17*727
47%263
83%149
89*139

T*29%61
13*953

79*157
= 19*653

12421
12427
12431
12433
12437
12439
12443
12449
12451
12457
12461
12467
12469
12473
12479
12481
12487
12491
12493
12497
12499
12503
12509
12511
12517
12521
12523
12527
12533
12539
12541
12547
12553
12557
12559
12563
12569

12571 =

12577
12581
12583
12587
12589
12593
12599
12601

12607 =

12611
12613
12619
12623
12629
12631
12637
12641
12643
12647
12649
12653
12659
12667
12671
12673
12677
12679
12689
12691
12697
12701
12703

=17*17*43
=31*401

T*1777
23*541
59*211

17*733
7*13*137
37*337

7*1783

=13*31*31

=29*431

7*1787

19*%659
7*1789

83*151

29*433
19*661
17*739

13*967

23*547

41*307

T*7*257
43%293

7*1801

13%971
73%173
= 17*743

47%269

7*13%139

53*239

19*23*29
7*1811
=31*409

=T7*7%*7*37

= 13%977



12707
12709
12713
12719
12721
12731
12733
12737
12739
12743
12751
12757
12761
12763
12767
12769
12773
12779
12781
12787
12791
12797
12799
12803
12809
12811
12817
12821
12823
12827
12829
12833
12839
12841
12847
12851
12853
12857
12863
12869
12871
12877
12883
12887
12889
12893
12899
12901
12907
12911
12913
12917
12919
12923
12929
12931
12937
12941
12943
12949
12953
12959
12961
12967
12971
12973
12977
12979
12983
12989

97%131
71*179

7*23*79

29*439
7*17%107
47*271

41*311

7*1823

17*751
113*113
53*241
13*983

19*673

67*%191

7*31*59

23*557
7*1831

=101*127

41*313
37*347

29*443
71*181

13%23*43
19*677
17*757
61*211
79*163
13*991
T*7*%263

= T7*19*97

= 37*349

7*1847
67*193
17*761

T*43%43
23*563

= 13*997

=7%17*%109

19*683

31*419

12997
13001
13003
13007
13009
13019
13021
13027
13031
13033
13037
13039
13043
13049
13051
13061
13063
13067
13069
13073
13081
13087
13091
13093
13097
13099
13103
13109
13111
13117
13121
13127
13129
13133
13139
13141
13147
13151
13153
13157
13159
13163
13169
13171
13177
13181
13183
13187
13193
13199
13201
13207
13213
13217
13219
13223
13229
13231
13237
13241
13243
13247
13249
13253
13259
13261
13267
13271
13273
13279

41*317

47*277

29*449
7*1861

83*157

13*17*59

31*421
37*353

73*179
7*%1867
17*769
103*127
23*569
13*19*53

7*1871

7*1873
13*1009

19%691

23*571
7%1877

17%773

7*1879
59%*223

= 13*1013

= T*7*269

79*167
67*197
43*307
47*281
73*181

= 7*1889

101*131
7*31*61

=17*19*41
=13*1019

29*457

89*149

23*577
13*1021
T*T7*271

13283
13289
13291
13297
13301
13303
13307
13309
13313
13319
13327
13331
13333
13337
13339
13349
13351
13357
13361
13363
13367
13369
13373
13379
13381
13391
13393
13397
13399
13403
13411
13417
13421
13423
13427
13429
13433
13439
13441
13447
13451
13457
13459
13463
13469
13471
13477
13481
13483
13487
13489
13493
13499
13501
13507
13511
13513
13517
13523
13529
13531
13537
13543
13547
13549
13553
13559
13561
13567
13571

37*359
97%137

47*283
53*251
7*1901

= 19*701

= 67*199

= 7*1907
=13*13*79
=19*19*37
=31*431
= 7*23*83

= 29%*461
43*311
17*787

7*1913
59%227

= 13*1031

31*433
29*463
13*%1033
7*19*101
89*151

=7*17%113

43*313

19*709

=13*17*61
=97*139

T*x41%*47
103*131

23*587
13*%1039
59*229

7*1931

83*163
7*1933

=29%467
=19*%23*31
=17*797

=7%13%149
71*191

41*331

13573
13577
13579
13583
13589
13591
13597
13601
13603
13609
13613
13619
13621
13627

13631 =

13633

13637 =

13639
13643
13649
13657
13661
13663
13667
13669
13679
13681
13687
13691
13693
13697
13699
13703
13709
13711
13721
13723
13727
13729
13733
13741
13747
13751
13753
13757
13759
13763
13769
13771
13777
13781

13787 =

13789
13793
13799

13801 =

13807
13811
13813
13817
13819
13823
13829
13831
13837
13841
13843
13847
13853
13859

= T*7*277

=37*367
=17*17*47
= 107*127

T*29%677
61%223
31*439

= 53*257
43*317
13*1049

23*593
7*1949

7*1951
19*719
13*1051
79*173

7*19*103
71*193

7*37*53

31*443
7*13*151
59*233

17*809

T*7*281
47%293
23*599

17*811

13*1061

37%373

7*1973
19*727
41*337
13*1063
23*601

=101*137

=109*127
61%227
7*1979



13861
13867
13873
13877
13879
13883
13889
13891
13897
13901
13903
13907
13909
13913
13919
13921
13927
13931
13933
13939
13943
13949
13951
13957
13961
13963
13967
13969
13973
13979
13987
13991
13993
13997
13999
14009
14011
14017
14021
14023
14027
14029
14033
14039
14041
14051
14053
14057
14059
14063
14071
14077
14081
14083
14087
14089
14093
14099
14101
14107
14111
14117
14119
14123
14129
14131
14137
14141
14143
14147

83*167
T*7%283

=17*19*43
=29*479
=13*1069

7*1987

31*449

19*733

53*263
73*191
13*29*37
7*%1993
17*821
23*607

61*%229
89*157
7%1997
71*197
17*823
7*1999

107*131
7*2003

37*379
13*%13*83

=101*139
= 19*739

=13*23*47

=17+%827
=T7*7*7*x41

7*2011

73*%193
17*829
23*613
59*239

103*137
19*743
7*2017
29*487
71*199
13*1087
67*%211
79*179

= T7*43*47

14149
14153
14159
14161
14167
14171
14173
14177
14183
14189
14191
14197
14203
14207
14209
14213
14219
14221
14227
14231
14233
14237
14239
14243
14249
14251
14257
14261
14263
14269
14273
14279
14281
14287
14291
14293
14297
14299
14303
14309
14317
14321
14323
14327
14329
14339
14341
14347
14351
14353
14357
14359
14363
14369
14371
14381
14383
14387
14389
14393
14401
14407
14411
14413
14417
14419
14423
14429
14431
14437

72%172
31*457
37*383

13*1091
7%*2027
23*617

7*2029

13*1093
61*233
59*241

41*347
7*%19*%107
43*331
23*619
29*491

53*269
13*1097
17*839
19*751
7*2039
109*131

=7%*13*157
= 31*461

=17*29*29
=79*181

41*349
103*139

7*23*89
13*%1103

113*127
31*463
T*7%293
83*173
53*271

7*2053
73*197
19*757

= 37*389

T*29*%71
13*1109

= 47*307

14441
14447
14449
14453
14459
14461
14467
14471
14473
14477
14479
14483
14489
14491
14497
14501
14503
14507
14513
14519
14521
14527
14533
14537
14539
14543
14549
14551
14557
14561
14563
14567
14569
14573
14579
14581
14587
14591
14593
14599
14603
14609
14611
14617
14621
14623
14627
14629
14633
14639
14647
14651
14653
14657
14659
14669
14671
14677
14681
14683
14687
14689
14693
14699
14701
14711
14713
14717
14719
14723

7*2063

97%149
19*761

17*23*37
29*499
41*353
31*467

7*2069

43*337
7*19*109
17*853

89*163
23*631

13*1117
73*199

T*31*67

7*2081
17*857
13*19*59
61*%239

7*2083
29*503

13*1123
17*859
7*2087
19*769
47+*311

7*2089

97*151
72%13%23

107*137
17*863
13*%1129
53*277
19*773
37*397
7*2099
61*241
47*313

41*359

14731
14737
14741
14743
14747
14749
14753
14759
14761
14767
14771
14777
14779
14783
14789
14791
14797
14801
14803
14807
14809
14813
14819
14821
14827
14831
14833
14837
14843
14849
14851
14857
14863
14867
14869
14873
14879
14881
14887
14891
14893
14897
14899
14903
14909
14911
14917
14921
14923
14929

14933 =

14939
14941
14947
14951
14953
14957
14959
14963
14969
14977
14981
14983
14987
14989
14999
15001
15007
15011
15013

23*641

73%43

29*509

7*2111

23*643
7*2113

19*19%*41
113*131

13*17*67
59*251

T*29*73

7*13*163
37*401

31*479

83*179
89*167

=107*139

23*647

53*281

47*317
7*2129
17%877
13%31*37
7*2131
43*347

109*137

= 67*223

19*787

7*2137
13*1151

17*881
71*211

7*2141
13*1153
53*283
7%2143
43*349
17*883



15017
15019
15023
15029
15031
15041
15043
15047
15049
15053
15061
15067

15071 =

15073
15077
15079
15083
15089
15091
15097
15101
15107
15109
15113
15119
15121
15127
15131
15133
15137
15139
15143
15149
15151
15157
15161
15163
15167
15173
15179
15181
15187
15193
15197
15199
15203
15209
15211
15217
15221
15223
15227
15229
15233
15239
15241
15247
15251
15253
15259
15263
15269
15271
15277
15281
15283
15287
15289
15293
15299

23*653
= 83*181
=7%19%113

=13*13*89
7*7%*307
41*367

101*149

=13*19*61
7*2153

17*887

79*191

31*487

29*521
T*17%127
13*1163

7*2161

37*409

19*797

=109*139
23*659

59%257
29*523

43*353
17%19*47

=7*13*167

23*661
67*227
7*41*53

31*491
13*1171

97*157

= T7*7*311

79%193
101*151
7*2179

T*37*59
17*29*31

41*373

15307

15311 = 61*251

15313

15317 =17*17*53
15319

15329

15331

15337 = 7*7*313
15341 =23%23*29
15343 = 67*229

15347 =103*149

15349

15353 = 13*1181
15359

15361

15371 = 19*809

15373

15377

15379 = 7*133

15383

15391

15397 = 89*173

15401

15403 = 73*211

15407 = 7*31*71
15409 = 19*811

15413

15419 = 17*907

15421 = 7%*2203

15427

15431 = 13*1187
15437 = 43*359

15439

15443

15449 = 7*2207
15451

15457 =13*29*%41
15461

15463 = 7*47*%47
15467

15469 = 31%499

15473

15479 = 23%673

15481 =

113*137

15487 = 17+*911

15491 = 7%2213
15493

15497

15503 = 37*419

15509 = 13%1193
15511

15517 = 59*%263

15523 =19*19%*43
15527

15529 = 53%293

15533 = 7*7*317
15539 = 41*379

15541

15547 = 7*2221
15551

15553 =103*151

15557 = 47*331

15559

15563 = 79*197

15569

15571 = 23*677

15577 = 37*421

15581

15583

15589
15593
15599
15601
15607
15611
15613
15617
15619
15623
15629
15637
15641
15643
15647
15649
15659
15661
15667
15671
15673
15677
15679
15683
15689
15691
15701
15703
15707
15709
15713
15721
15727
15731
15733
15737
15739
15743
15749
15751
15757
15761
15767
15769
15773
15779
15781
15787
15791
15793
15797
15799
15803
15809
15811
15817
15821
15823
15827
15833
15839
15841
15847
15853
15857
15859
15863
15869
15871
15877

=7%*17%131
= 31*503
19*821

67%233
13*1201
T*23*97

= 17*919

= 19*823

7*2237

7*2239
61*257

29*541
13*17*71
7*2243
41*383
113*139
23*683
19*827
79*199

=7*13%*173

19*829
7*2251

13%1213

31*509
43*367

= 17*929

= 7*37*6l

= 97*163

13%1217

72%17*19
71*223
47*337
T*31*73

=13*%23*53

= 83*191

=101*157

29*547
7*2267
59*269

15881
15883
15887
15889
15893
15899
15901
15907
15911
15913
15919
15923
15929
15931
15937
15941
15943
15947
15949
15953
15959
15967
15971
15973
15977
15979
15989
15991
15997
16001
16003
16007
16009
16013
16019
16021
16031
16033
16037
16039
16043
16051
16057
le6061
16063
16067
16069
16073
16079
le6081
16087
16091
16097
16099
16103

16109 =

16111
16117
16121
16123
16127
16129
16133
16139
16141
16147
16151
16153
16157
16163

7*2269

23*691
13*1223

7*2273

17*937
89*179

19*839
107*149
37*431
41*389
7*43*53

7*2281

13*1229
19*29*29
59*271

17*941

13*1231

7%2287
67%239
83%193
37*433

17%23*41

T*29*79

43*373

61*263
7*2293

7*2297
13%1237

17%947

89*181

71%227
T*T*7%47
23*701

=127%127
=13*17*73

67%241
31*521
29*557
107*151
7*2309



16169 =19*23*37
16171 =103*157

16177 = 7*2311
16183

16187

16189

16193

16199 = 97*167

16201 = 17*953

16207 = 19*853

16211 =13%29%*43
16213 = 31*523

16217

16219 = 7*7*331
16223

16229

16231

16237 = 13*1249
16241 =

109*149

16243 = 37*439

16249

16253

16259 = 71*229

16261 =7*23*101
16267

16271 = 53*307

16273

16277 = 41*397

16279 = 73*223

16283 = 19*857

16289 =7*13*179
16297 = 43*379

16301

16303 =7*17*137
16307 = 23*709

16309 = 47*347

16319

16321 = 19*859

16327 = 29*563

16331 = 7%2333
16333

16337 =17*31*31
16339

16343 = 59%277

16349

16351 = 83*%197

16361

16363

16367 = 13*1259
16369

16373 = 7%*2339
16381

16387 = 7*2341
16391 = 37*443

16393 =13*13*97
16397 =19*863
16399 =23*23*31

16403 = 47*349
16409 = 61*269
le6411

16417

le421

16427

16429 = 7*2347
16433

16439 = 17*967
16441 = 41*401
16447

16451

16453
16457
16459
16463
16469
16471
16477
16481
16483
16487
16493
16499
16501
16507
16513
16517
16519
16523
16529
16531
16537
16541
16543
16547
16549
16553
16559
16561
16567
16571
16573
16579
16583
16589
16591
16597
16601
16603
16607
16609
16613
16619
16627
16631
16633
16637
16639
16649
16651
16657
16661
16663
16667
16669
16673
16679
16681
16691
16693
16697
16699
16703
l6711
16717
l6721
16723
16727
16729
16733
16739

= 7%*2351
=109*151
=101*163
43*383
7*%13*%181

53*311

7*2357
29*569
17*971
T*7*337
83*199

13*31*41

61*271
23*719
7*17*139
71*233

=13*19*67

29*571

73*227

59*281
7*23*103
53*313
47*353

7*2371
13%1277

17%977
37%449

13%1279

127*131
7*2377

19*877
7*2381
79*211

13%1283
7*2383

59*283

17*983
73*229
23*727
7*2389
43*389

29*577
19*881

16741
16747
16751
16757
16759
16763
16769
16771
16777
16781
16783
16787
16789
16793
16799
16801
16807
16811
16813
16817
16823
16829
16831
16837
16843
16847
16849
16853
16859
16861
16867
16871
16873
16877
16879
16883
16889
16891
16897
16901
16903
16909
16913
16919
16921
16927
16931
16933
16937
16939
16943
16949
16957
16961
16963
16967
16969
16979
16981
16987
16991
16993
16997
16999
17003
17009
17011
17021
17023
17027

7*2393
13*1289

41*409
31*541
19*883
97*%173
13*1291

103*163
7*2399
107*157
53*%317
75

=17*23*43
=67*251

=113*149

17*991
7*29*83
19*887
23*733
13*1297
101*167

47*359
7%2411

T*19%127
61*277

37*457
13*1301
7*2417

= T7*41*59
= 13*1303

= 17*997
= 31*547
= 7*2423
=19*19*47
=71*239

= 13*1307

23*739
89*191
T*7%347
73*233

= 29*587

17029
17033
17041
17047
17051
17053
17057
17059
17063
17069
17071
17077
17081
17087
17089
17093
17099
17101
17107
17111
17113
17117
17119
17123
17129
17131
17137
17141
17143
17147
17153
17159
17161
17167
17173
17177
17179
17183
17189
17191
17197
17201
17203
17207
17209
17213
17219
17221
17227
17231
17233
17239
17243
17249
17251
17257
17261
17263
17267
17269
17273
17279
17287
17291
17293

17297 =

17299
17309
17311
17317

=17*17*59

37*461
7*2437

113*151
132%101

43*397

19*29*31
7*2441
23*743

T*7%349

71*241
109*157

17*19*53

7%2447
37*463

61*281

7*31*79
13*1319
17*1009

=131*131

= 13*1321
= 89*193
= 41*419

29*593
103*167

7*2459
67*257
17*1013

7*23%107

19%907

43*401
47%367
13%1327

41*421
61*283
31*557
7*2467
23*751
37*467
= 59%293

T*7%353

19*911
7*2473



17321
17323
17327
17329
17333
17339
17341
17351
17353
17357
17359
17363
17371
17377
17381
17383
17387
17389
17393
17399
17401
17407
17411
17417
17419
17423
17429
17431
17437
17441
17443
17447
17449
17453
17459
17461
17467
17471
17473
17477
17483
17489
17491
17497
17503
17507
17509
17513
17519
17521
17527
17531
17533
17537
17539
17543
17549
17551
17557
17561
17563
17569
17573
17579
17581
17587
17591
17593
17597
17599

= 17*1019

=13*31*43

7*2477

T*37%67
17*1021

97*179
= 29*599

=7%13*%191

=127*137

132*103
23*757

=7%19%131
= 29*%601

T7*47*%53
107*163

73*239

31*563
=13*17*79
=19*919

=101*173

23*761
7*41*61

83*211

7*2503
17*1031
47*373
89*197

13%19%*71

53*331
7*23*109

97*181
17*1033
7*13%193

43*409
7*7%359
73*241

17603 = 29*607
17609

17617 = 79*223
17621 = 67*263
17623

17627

17629 =17*17*61
17639 =31*569
17641 =13*23*59
17647 = 7*2521
17651 = 19*929
17653 =127*139
17657

17659

17663 = 17*1039
17669

17671 = 41*431
17681

17683

17687 = 23*769
17689 = 72%192
17693 = 13*1361
17701 = 31*571
17707

17711 = 89*199
17713

17717 = 7*2531
17719 =13*%29*47
17723 = 37*479
17729

17731 =7*17*149
17737

17741 =113*157
17747

17749

17753 = 41%*433
17759 = 7*43*59
17761

17767 =109*163
17771 = 13*1367
17773 = 7%*2539
17777 = 29%613
17779 = 23*773
17783

17789

17791

17797 =13*37*%37
17801 = 7%2543
17803 = 19%*937
17807

17813 = 47*379
17819 =

103*173

17821 = 71*251
17827

17833 = 17*%1049
17837

17839

17843 = 7*2549
17849 = 13*1373
17851

17857 = 7*2551
17861 = 53*337
17863

17867 = 17*1051
17869 =107*167
17873 = 61*293
17879 = 19*941
17881

17887 = 31*577

17891
17893
17899
17903
17909
17911
17917
17921
17923
17927
17929
17933
17939
17947
17951
17953
17957
17959
17969
17971
17977
17981
17983
17987
17989
17993
17999
18001
18011
18013
18017
18019
18023
18031
18037
18041
18043
18047
18049
18053
18059
18061
18067
18071
18077
18079
18083
18089
18091
18097
18101
18103
18107
18109
18113
18119
18121
18127
18131
18133
18137
18143
18149
18151
18157
18163
18167
18169
18173
18179

29*617
7*2557

=19*%23*41

=7%*13%197
=79%227
=131*137

= 29*%619
= 13*1381

=7*17*151

= 7*7%367

19*947
41*439
47*383
7*31*83

43*419
37*487
67%269
13*19*73
17*1061

7*2579

7*29%89
17*1063

101*179
132%107

79%229

23*787
43%421
19%953
7*13%199
59*307

7*2591

7*2593
67%271
41%*443
37*491

17*1069
73%53

18181
18187
18191
18193
18197
18199
18203
18209
18211
18217
18221
18223
18229
18233
18239
18241
18247
18251
18253
18257
18259
18263
18269
18277
18281
18283
18287
18289
18299
18301
18307
18311
18313
18317
18319
18323
18329
18331
18341
18343
18347
18349
18353
18361
18367
18371
18373
18377
18379
18383
18389
18391
18397
18401
18407
18409
18413
18419
18421
18427
18431
18433
18437
18439
18443
18449
18451
18457
18461
18463

= 13*1399

=7%*23*%113
= 31*587

=109*167
=131*139

=7%19*137

=13*23*61
=17*29*37
=71*257

=19*31*31
7*2609

T*7%373
101*181
47*389

= 29*631

13*1409
7*2617
73%251

23*797

13%17*83
7*2621
59*311

7*43%61

19%967
17%23*47

31*593
7*37*71
53*347

79%233
41*449

=113*163
=132*109

7*2633

103*179

19*971

37%499



18467
18473
18479
18481
18487
18493

18497 =
18499 =

18503
18509
18511
18517
18521
18523
18527
18529
18533
18539
18541
18547
18551
18553
18559
18563
18569
18571
18577
18581
18583
18587
18589
18593
18599
18607
18611
18613
18617
18619
18629
18631
18637
18641
18643
18647
18649
18653
18659
18661
18671
18673
18677
18679
18683
18691
18697
18701
18703
18707
18709
18713
18719
18721

18727 =

18731
18737
18739
18743
18749
18751
18757

= 59*313
=72%13%29
17*1087

=7%19%139

53*349
13*1423

83*223
107*173

97+%191
7*2647
43*431

17*1091
13*1427

67%277
19*977
31*599
T*7*379
13*1429
17*1093

29*641

7*2657
23*809
37*503

7*2659

43*%433
13%1433
31*601

7*2663
103*181
29*643

17*1097
23*811
47%397

71*%263
19*983

=7%17%157

7*2671

59%317
13%1439
53*353

= 97*193
61*307

41*457
7*2677

= 17*1103

18761
18763
18767
18769
18773
18779
18781
18787
18791
18793
18797
18803
18809
18811
18817
18823
18827
18829
18833
18839
18841
18847
18851
18853
18857
18859
18863
18869
18871
18877
18881
18883
18889
18893
18899
18901
18907
18911
18913
18917
18919
18923
18929
18937
18941
18943
18947
18949
18959
18961
18967
18971
18973
18977
18979
18983
18989
18991
19001
19003
19007
19009
19013
19021
19027
19031
19033
19037
19039
19043

73*257

29*647

7*7%*383
137*137

89*211
7*2683

19*%23*43

7*2687
13*1447
31*607

7*2689
67%281
19*9901
37*509

83*227

47*401
7*2693
17*1109

109*173

13*1451

113*167
43*439
79*239
23*821
13*1453

7*2699

41*461
7*37%73

127*149
23*823
29*653

13*31*47
19*997

7*2707
67*283
13%1459
61*311

7*2711
41*463
17*1117

7*2713
31*613
83*229
23*827
53*359

7*2719

79*241
137*139

19049
19051
19057
19061
19067
19069
19073
19079
19081
19087
19091
19093
19097
19099
19103
19109
19111
19117
19121
19123
19127
19133
19139
19141
19147
19153
19157
19159
19163
19169
19171
19177
19181
19183
19187
19189
19193
19199
19201
19207
19211
19213
19219
19223
19229
19231
19237
19241
19243
19247
19249
19253
19259
19267
19271
19273
19277
19279
19289
19291
19297
19301
19303
19307
19309
19313
19319
19321
19331
19333

= 43%*443

=17*19*59
= 7*7%389
=23*829

17*1123
61*313
132*%113
71*269
7*2729
97%197
29*659
7*2731

13*1471
31*617
19*19*53

41*467
107*179

=72%17%23

= 29*%661
= 19*1009
=127*151

7*2741
31*619
17*1129
73%263
=7*13*211

47%409
T*41*%67*

71%271
7*2749
19*1013

13%1481

7*2753

37*521
13%1483

=101*191
23*839

97%199
43*%449

7*31*89

139%139
13*1487

19337
19339
19343
19351
19357
19361
19363
19367
19369
19373
19379
19381
19387
19391
19397
19399
19403
19409
19411
19417
19421
19423
19427
19429
19433
19439
19441
19447
19451
19453
19457
19463
19469
19471
19477
19483
19487
19489
19493
19499
19501
19507
19511
19513
19517
19519
19523
19529
19531

19537 =

19541
19543
19549
19553
19559
19561
19567
19571
19573
19577
19579
19583
19589
19597
19601
19603
19607
19609
19619
19621

61%317
83%233
23*%29*29
37*523
13*1489
19*1019
17*17*67
107*181
7*2767

7*17*163
19*1021

13*1493
7*47*59

7*2777

53*367
T*7%397

13%1499

=101*193
=17*31*37

=109*179
=13%19*79
= 29*673
=131*149
7*2789
59*331

7*2791

=113*173

31*631
17*1151

=23*%23*37

7*2797

19*1031

17*1153

7*2801

23*853
7*2803



19627
19631
19633
19637
19639
19643
19649
19651
19661
19663
19667
19669
19673
19681
19687
19691
19693
19697
19699
19703
19709
19711
19717
19721
19727
19729

109+*18

19733
19739
19741
19747
19751
19753
19757
19759
19763
19769
19771
19777
19781
19783
19787
19793
19799
19801
19807
19813
19817
19819
19823
19829
19831
19837
19841
19843
19847
19849
19853
19859
19861
19867
19871
19873
19879
19883
19889
19891
19897
19901
19903

19*1033
67%293
29*677
73*269
41*479
13*1511
7*7*401
43*457

7*53*%53
T1*277
=13*17*89
=103*191

= T7*29*97
=47*419
=17*19*61
= 23*857

=13*37*41
1

= 7%*2819
= 19*1039
=72%13%31

= 23*859

53*373
17*1163

131*151
73*%271
47%421

13*1523

29*683

=7*19*149

43*461

79*251
7*2833

83*239

89*223
23*863

7*2837

31*641
=7%17%167
=103*193
= 59%*337

101*197
7*2843
13*1531

19907
19909
19913
19919
19927
19931
19933
19937
19939
19949
19951
19957
19961
19963
19967
19969
19973
19979
19981
19991
19993
19997
19999
20003
20011
20017
20021
20023
20027
20029
20033
20039
20041
20047
20051
20057
20059
20063
20069
20071
20077
20081
20083
20087
20089
20093
20099
20101
20107
20111
20113
20117
20123
20129
20131
20137
20143
20147
20149
20153
20159
20161
20167
20171
20173
20177
20179
20183
20189
20191

17*1171
43*463

19*1049
31*643

127*157

71*281
7*2851

41*487
19*1051

=13*%29*53

7*2857
83*241

37*541

7*2861

=13*23*67
=29*691
7*7*%409

31*647
13%1543

7*47*%61

17*1181
43*467
7*19*151
53*379

71*283
101*199

=7*132%17

41*491
13%1549

7*2879
19*1061

T*43%67
23*877

17*1187

13%1553
61*331

20197
20201
20203
20209
20213
20219
20221
20227
20231
20233
20237
20239
20243
20249
20257
20261
20263

20267 =

20269
20279
20281
20287
20291
20293
20297
20299
20303
20309
20311
20321
20323
20327
20329
20333
20341
20347
20351
20353
20357
20359
20363
20369
20371
20377
20381
20387
20389
20393
20399
20401
20407
20411
20413
20417
20419
20423
20429
20431
20437
20441
20443
20447
20453
20459
20461
20467
20473
204717
20479
20483

19*%1063

89%*227
7*2887
17*29*41

73*277
=113*179

=T7*7*7*59
= 37*547
31*653

47*431

23*881
13*1559

7*2897
17*1193

=103*197
=7%*13%223

53*383
79*%257
23*883
19*1069
7*2903

= 29*701

= 47%*433

7*2909

=13*1567
= 7*41*71
=89*229

=19*29*37

23*887

137*149
17*1201
7*2917
13*1571

31*659

=107*191

=T7%23%127
=113*181
41*499
T*37*79
97%211
59*347

20489
20491
20497
20501
20503
20507
20509
20513
20519
20521
20527
20531
20533
20539
20543
20549
20551
20557
20561
20563
20567
20569
20573
20579
20587
20591
20593
20597
20599
20609
20611
20617
20621
20623
20627
20629
20633
20639
20641
20651
20653
20657
20659
20663
20671
20677
20681
20683
20687
20689
20693
20699
20701
20707
20711
20717
20719
20723
20729
20731
20737
20741
20743
20747
20749
20753
20759
20761
20767
20771

7*2927
31*661
=103*199
=13*19*83
=7%29*101

=73*281
=17*17*71

=13*1579
= 7*7*419

=19*23*47

61%337
29*709

131*157

67%307
7*2939
13*1583
T*17*173

59*349

43*479

37*557

53*389
17*1213
41*503

T*T7%421
47*439

=107*193
= 19*1087
=7*13*%227
= 73*283

= T7*2953
=23%29*31

=13%37*43
=137*151
17%1217

7*2957
=127*163

=139*149

=17%23*53
19*1091

89*233
7*2963

13*1597
19%1093



20773
20777
20783
20789
20791
20797
20803
20807
20809
20813
20819
20821
20827
20831
20833
20837
20839
20843
20849
20851
20857
20861
20863
20869
20873
20879
20881
20887
20891
20893
20897
20899
20903
20909
20917
20921
20923
20927
20929
20939
20941
20947
20951
20953
20957
20959
20963
20969
20971
20981
20983
20987
20989
20993
21001
21007
21011
21013
21017
21019
21023
21029
21031
21037
21041
21047
21049
21053
21059
21061

79*263
7*2969

17*1223
7*2971
71*293

13*1601
109*191
47*443
59%353
37*563
83*251
67*%311
7*13*%229
19*1097

29*719

23*907
31*673
41*509

=7%19*%157

13*1607
17*1229

=7%29%103
= 13*1609

=T*7*7*61
= 17%1231

43*487

7*41%*73
23*911
19*1103

13*1613
67*313

31*677
139*151
7*2999

7*3001

17%*1237

109*193
53*397
13*1619
7*31*%97
37*569

21067
21071
21073
21077
21079
21083
21089
21091
21097
21101
21103
21107
21113
21119
21121
21127
21133
21137
21139
21143
21149
21151
21157
21161
21163
21167
21169
21173
21179
21181
21187
21191
21193
21199
21203
21209
21211
21217
21221
21223
21227
21229
21233
21239
21247
21251
21253
21257
21259
21269
21271
21277
21281
21283
21287
21289
21293
21299
21301
21311
21313
21317
21319
21323
21331
21337
21341
21343
21347
21349

19*1109

13*1621

7*3011
107*197
29*727

=7%23%131
=17*17*73

47*449

43*491
T*7*431

37*571
7*3019
= 23*919

= 13*1627

= 7%*3023

= 61*347

= 31*683

= 59*359

=17*29*43
=7%*13%233
= 127*167

7*7*433

19*1117

13%23*71
17%1249
67*317

79*269

53*401

29*733
7*3037

89*239

13*1637

7*3041
61*349
=107*199
=19*19*59
=7*17%179
=101*211

83*257
19*1123

7*3049

37*577

21353
21359
21361
21367
21371
213717
21379
21383
21389
21391
21397
21401
21403
21407
21409
21413
21419
21421
21427
21431
21433
21437
21443
21449
21451
21457
21463
21467
21469
21473
21479
21481
21487
21491
21493
21497
21499
21503
21509
21511
21517
21521
21523
21529
21533
21539
21541
21547
21551
21553
21557
21559
21563
21569
21577
21581
21583
21587
21589
21599
21601
21607
21611
21613
21617
21619
21623
21629
21631
21641

=131*163
=13*31*53
41*521
23*929
T*43*71

73*%293

17*1259

= 79*271
=72%19*23

31*691
7*3061
29*739

13*17*97
41*523
89*241
19*1129
43*%499
132*%127

7*3067
109*197
47*457

T*37*83

137*157
T*7%439

61*353
7*17%181
13*1657

29%*743

23*937
7*3079

= 7*3083
=113*191

=17*31*41

13*1663
7*3089
43*503
97%223
=17*19%67

21643
21647
21649
21653
21661
21667
21671
21673
21677
21679
21683
21689
21691
21697
21701
21707
21709
21713
21719
21721
21727
21731
21733
21737
21739
21743
21749
21751
21757
21761
21763
21767
21773
21779
21781
21787
21793
21797
21799
21803
21809
21811
21817
21821
21823
21827
21829
21833
21839
21841

21847 =

21851
21853
21859
21863
21869
21871
21877
21881
21883
21887
21889
21893
21899
21907
21911
21913
21917
21919
21929

23*941

59*367

47*461
13*1667

53*409
=7%*19*163

=23*23*41
=109*199
13*1669

T*7%443
17*1277

37*587
7*29*%107

31*701
103*211

17*1279
7*13*239

47*%463
7*3109

29*751
23*947

19%31*37
71*307

113*193
17%1283

=139*157

=13%23*73

83%263
7*3119

7*3121

=13%41*41

19*1151

131*167

79%277
43*509
7*53*59

61*359
19*1153

17*1289
7*31*101
23*953



21931
21937
21941
21943
21947
21949
21953
21959
21961
21971
21973
21977
21979
21983
21991
21997
22001
22003
22007
22009
22013
22019
22021
22027
22031
22037
22039
22043
22049
22051
22057
22061
22063
22067
22069
22073
22079
22081
22087
22091
22093
22097
22103
22109
22111
22117
22123
22127
22129
22133
22139
22141
22147
22151
22153
22157
22159
22163
22169
22171
22177
22181
22183
22189
22193
22199
22201
22207
22211
22213

=7%13%241

37%593

17*1291

47*467

29*757
7*3137

127*173
T*43*73

31*709
13*19*89

T*7%449

59%373
13*%1693

97%227
19*19*61

T*47%677
17*1297

=7%*23%137
= 13*1697

= 29*761

71*311
13*%1699

= 19*1163
=23*31*31

= 17*1301

=7*29*109

132%131
7*3163

17*1303

37*599
7*3167

67*%331
41*541
7*3169

79*281
149*149
53*419
=7%19%167
= 97%*229

22217
22219
22223
22229
22237
22241
22243
22247
22249
22259
22261
22267
22271
22273
222717
22279
22283
22289
22291
22301
22303
22307
22309
22313

22321=

22327
22331
22333
22337
22339
22343
22349
22351
22357
22361
22367
22369
22373
22379
22381
22387
22391
22393
22397
22399
22403
22409
22411
22417
22421
22423
22427
22433
22439
22441
22447
22453
22457
22459
22463
22469
22471
224717
22481
22483
22487
22489
22493
22499
22501

13*1709
17*1307
71*313

37*601
23*967
13%29*59

19*1171

=113*197
= 7%*3181

31*719

29*769

7%3187
= 53*421
13*17*101
83*269
137*163
23*971
7*3191
89*251

7*31*103
79*283
59*379

13*1721
=7*23*139

61*367

7*7*457

13*1723
43*521

73*307
29*773
7*3203
17*1319
41*547

19*1181

17*1321
37*607
7*3209

23*977
7%132%19

113*199
43*523
= 83*271
=149*151

22507 = 71*317

22511

22513 = 47*479

22519 = 7*3217
22523 =

101*223

22529 = 13*1733
22531

22537 = 31*727

22541

22543

22547 = 7%*3221
22549

22553 = 19%1187
22559 = 17*1327
22567

22571

22573

22577 =107*211

22579 = 67*337

22589 = 7*7*461
22591 =19%*29%*41
22597 = 59*383

22601 = 97*233

22603 = 7*3229
22607 =13*37*47
22609 = 23*983

22613

22619

22621

22631 = 7*53*61
22633 = 13*1741
22637

22639

22643

22651

22657 =139*163

22661 =17*31*43
22663 =131*173

22667 = 19*1193
22669

22673 = T7*41*79
22679

22681 = 37*613

22687 = T*7*463
22691

22697

22699

22703 = 73*311

22709

22711 = 13*1747
22717

22721

22723 = 31*733

22727

22729 =7*17*191
22733 = 127*179
22739

22741

22747 =23%23%43
22751

22753 = 61*373

22757 = 7*3251
22763=13*17*103
22769

22771 = 7*3253

22771

22783

22787

22789 = 13*1753

22793
22799
22801
22807
22811
22813
22817
22819
22823
22829
22831
22837
22841
22843
22849
22853
22859
22861
22867
22871
22873
228717
22879
22883
22889
22897
22901
22903
22907
22909
22919
22921
22927
22931
22933
22937
22939
22943
22949
22951
22961
22963
22967
22969
22973
22981
22987
22991
22993
22997
22999
23003
23009
23011
23017
23021
23027
23029
23033
23039
23041
23047
23051
23053
23057
23059
23063
23069
23071
23077

23*991
7*3257
151*151

7*3259

19*1201
29*787
37*617
17*17*79
41*557
7*13*251
53*431
73*313

13*1759

89*257

137*167
T*7%4677
47*487

7*3271

= 37*619

= 31*739
=13*41*43
=101*227
= 23%997
=17*19*71

=7%29*%113

53*433
59*389

=7*17*193
=103*223

= 73%67
=127*181
= 83*%277

=13%29*61
=109*211

=7*19%173

31*743

19*1213
T*37*%89

=17*23*59

= 47%491



23081
23083
23087
23093
23099
23101
23107
23113
23117
23119
23123
23129
23131
23137
23141
23143
23147
23149
23153
23159
23161
23167
23171
23173
23179
23183
23189
23191
23197
23201
23203
23207
23209
23213
23219
23227
23231
23233
23237
23239
23249
23251
23257
23261
23263
23267
23269
23273
23279
23281
23291
23293
23297
23299
23303
23311
23317
23321
23323
23327
23329
23333
23339
23341
23347
23351
23357
23359
23363
23369

41*563

7*3299

13*1777
7*3301
29*797

61*379
19*1217
101*229

17*1361
73*317

79*293
7*3307
132*%137

=19*23*53

=17*29*47

13*1783
97%239

7*3313

23*1009

=139*167
=7%31*107

13*1787
7*3319
19*1223
17*1367
67*347

13*1789
7*3323

43*541

53*439

=17%*37*37

31*751

23*1013
7*3329

7*3331

= 83*281

= 41*569

17*1373

37*631
19*1229

T*47*71
61*383

23371
233717
23381
23383
23387
23389
23393
23399
23401
23407
23411
23413
23417
23423
23429
23431
23437
23443
23447
23449
23453
23459
23461
23467
23471
23473
234717
23479
23483
23489
23491
23497
23501
23503
23509
23513
23519
23521
23527
23531
23533
23537
23539
23543
23549
23557
23561
23563
23567
23569
23579
23581
23587
23591
23593
23597
23599
23603
23609
23611
23621
23623
23627
23629
23633
23641

23647=

23651
23653
23657

97%241
103*227

67%349
7*13*%257

19*1231
149*157

7*3343
89%263
41*571
13*1801

59*397
7*3347

23*1019
=7*17%197

=131*179
= 47%499

29*809
31*757
7*7%479

17*1381
53*443
23*1021
83*283
132*139

71*331
19*1237

7*3359
29*811
43*547

7*3361

101*233

13*1811

=72%13%37
=17*19*73

=103*229
31*761

7*3371

= 7%*3373
=13*%23*79

= 47*503
13*17*107
= 67*353
=7%31*109
= 41*577

23659
23663
23669
23671
236717
23681
23687
23689
23693
23699
23701
23707
23711
23713
23717
23719
23723
23729
23731
23737
23741
23743
23747
23753
23759
23761
23767
23773
23771
23779
23783
23789
23791
23797
23801
23803
23807
23809
23813
23819
23821
23827
23831
23833
23839
23843
23849
23851
23857
23861
23863
23867
23869
23873
23879
23887
23891
23893
23897
23899
23909
23911
23917
23921
23923
23927
23929
23933
23939
23941

= 59*401

=7*17%199

=19%29%*43
= 13*1823
=137*173
=151*157
=131*181
23*1031
37*641

7*3389
61*389
19*1249

7*3391

23*1033

13*31*59
T*43*79
17*1399

37*643
53*449

13%1831
7*19%179
29*821

7*41%83

31*769

113*211
7*3407
17*23*61

=107*223
T*7*487
29*823

7*3413

23*1039

19*1259
47*509
71*337

T7*13*%263
37*647
89%269

23951
23953
23957
23959
23963
23971
23977
23981
23983
23987
23989
23993
23999
24001
24007
24011
24017
24019
24023
24029
24031
24037
24041
24043
24047
24049
24053
24059
24061
24067
24071
24073
24077
24083

24089=

24091
24097
24103
24107
24109
24113
24119
24121
24127
24131
24133
24137
24139
24143
24149
24151
24157
24161
24163
24169
24173
24179
24181
24187
24191
24193
24197
24199
24203
24209
24217
24221
24223

24227 =

24229

43*557
17*1409

13*19*97
31*773

= 29%827
=17*17*83
=7%23%149

=103*233

13*1847
T*47*73

7*3433
13*43*43
29*829

=139*173

67%359
T*7%491

41*587

7*19*181

13*17*109

89%271

23*1049
59*409

101*239
7*3449
19%31*41

=72%17%29
37%653
73%331

23*1051

19*19*67
17*1423
13*1861

7*3457

43*563
61%*397
53*457

7*3461



24239
24241
24247
24251
24253
24257
24259
24263
24269
24271
24281

24283 =

24287
24289
24293
24301
24307
24311
24313
24317
24319
24323
24329
24331
24337
24341
24347
24349
24353
24359
24361
24367
24371
24373
24377
24379
24383
24389
24391
24397
24401
24403
24407
24413
24419
24421
24427
24433
24437
24439
24443
24449
24451
24457
24461
24463
24467
24469
24473
24479
24481
24487
24491
24493
24499
24503
24509
24511
24517
24521

7*3463

79*307

127*191
17%*1427
19*1277
7*3467
13*1867

7*3469
=149*163
=107*227
= 17*1429
= 19*1279
=109*223
=7%23%151
= 41*593

83*293
13*1871

29*839

=101+*241

97*251

13*1873
73*%71

17*1433
7*59*59

19*1283

37*659
29%29%29

31*787
13*1877
23*1061

13*1879
53*461
7*3491

23*1063
T*7*499
37*661
61*401
17%1439
43*569

=7%13*%269

47*521
19*1289
7*3499

=107*229

=127*193

=7%31*113

24523
24527
24529
24533
24539
24547
24551
24553
24557
24559
24569
24571
245717
24581
24583
24587
24589
24593
24599
24601
24611
24613
24617
24619
24623
24631
24637
24641
24643
24647
24649
24653
24659
24661
24667
24671
24677
24679
24683
24689
24691
24697
24701
24703
24707
24709
24713
24719
24721
24727
24731
24733
24737
24743
24749
24751
24757
24763
24767
24769
24773
24779
24781
24787
24791
24793
24797
24799
24803
24809

=137*179

19*1291

53*463

43*571
13*1889
41*599
79*311

7*3511
47*523

13*31*61

23*1069
67%367

17*1447
73*337

151*163
103*239
7*3517

71*347
41*601
19*1297
7*7*503
157*157
89*277

=7%*13*%271
17*1451

23*%29%*37

7*3527

17%1453
7*3529
31*797

13*%1901
19*1301
59*419
79*313
7*3533

29*853
109*227

53*467
19*1303

=17*31*47
= 7*3539
=71*349

7*3541
13*1907

137*181

17*1459

24811
24817
24821
24823
24829
24833
24839
24841
24847
24851
24853
24857
24859
24863
24869
248717
24881
24883
24887
24889
24899
24901
24907
24911
24913
24917
24919
24923
24929
24931
24941
24943

24947=

24949
24953
24961
24967
24971

24973=

249717
24979
24983
24989
24991
24997
25001
25007
25009
25013
25019
25021
25027
25031
25033
25037
25039
25043
25049
25051
25057
25061
25063
25067
25073
25079
25081
25087
25093
25097
25099

= 43*577
=13*%23*83

=103*241
7*3547

19*1307

59*421

=29*857
= 7*53*%67

=23*%23*47
=13*1913

=139*179
=149*167
41*607

7*3557
37*673

29*859
7*3559

97%257
107*233
7*7*%509

13*19*101

= 61*409

=109*229

13%17*113

7*43%83

67*373
7*3571
23*1087
17*1471
89*281

=127*197
=131*191
29*863

73%73

79*317
= 37*677
=13*41%*47

19*1319
71*353
= 7%*3581

31*809
7*3583

23*1091

19*1321

25103
25109
25111
25117
25121
25123
25127
25129
25133
25139
25141
25147

25151 =

25153
25159
25163
25169
25171
25177
25181
25183
25187
25189
25193
25199
25207
25211
25213
25217
25219
25229
25231
25237
25241
25243
25247
25249
25253
25259
25261
25271
25273
25277
25279
25283
25291
25297
25301
25303
25307
25309
25313
25319
25321
25327
25331
25337
25339
25343
25349
25351
25357
25361
25363
25367
25369
25373
25379
25381
25387

= 13%1931
=7*17*211

T*37*%97

13*1933
41*613
23*1093
31*811

7*3593

139*181

17*1481
132*149

89%283

7*59*61
113%223
T*13*%277

17*1483

19*1327
151*167

= 23*1097

43*587

7*3607

=13%29*67

37*683
127*199
7*23*%157

17+%1487
131*193

7*3613
41*617

17%1489
7*3617

19%31*43
73%347
13%1949

=101*251

7*3623
13*1951

23*1103

41*619
17*1493
53*479



25391
25393
25397
25403
25409
25411
25417
25423
25427
25429
25433
25439

25441=

25447
25451
25453
25457
25459
25463
25469
25471
25477
25481
25483
25489
25493
25499
25501
25507
25511
25513
25517
25519
25523
25529
25537
25541
25543
25547
25549
25559
25561
25567
25571
25573
25577
25579
25583
25589
25591
25601
25603
25607
25609
25613
25621
25627
25631
25633
25637
25639
25643
25649
25651
25657
25661
25667
25669
25673
25679

= 67*379
=109*233
=7%19%191

7*3631

47*541
59*431
29*877

13*19*103

31*821

7*3637

73*349
83*307
17*1499
71*359
13*37*53
43*593
7*3643
23*1109
97*263
31*823
17*19*79
132*151

7*7*521

7*41*89
59%433
29*881
61*419

37*691

=7*13*281

=107*239

=157*163

29*883

7*3659

T*7*523
19*19%*71

31*827

13*1973
113%227

67*%383

=7%19%193

25681
25687
25691
25693
25697
25699
25703
25709
25711
25717
25721
25723
25727
25733
25739
25741
25747
25753
25757
25759
25763
25769
25771
25771
25781
25783
25787
25789
25793
25799
25801
25807
25811
25813
25819
25823
25829
25831
25837
25841
25843
25847
25849
25853
25859
25867
25871
25873
25877
25879
25889
25891
25897
25901
25903
25907
25909
25913
25919
25921
25931
25933
25937
25939
25943
25951
25957
25961
25963
25967

61%421
17*1511
23*1117

7*3671
31*829

47*547
7*3673

=17*17*89
= 29*887
13*1979

7%3677

7*13*%283
43*599

73*353

=149*173
=T7%29%127
=19*23*59
=107*241
=17*37*41

=131*197
53*487
83*311

72%17*31
23*1123
13%1987

7*3691

43*601

103*251
19*1361

41*631

113*229
7*3697

17*1523
19%29*47
59*439

7*3701
13%1993

=72%23%23

37*701

101*257
13*1997
7*3709
23*1129

25969
25973
25979
25981
25987
25991
25997
25999
26003
26009
26011
26017
26021
26023
26027
26029
26033
26039
26041
26047
26051
26053
26057
26063
26069
26071
26077
26083
26087
26089
26093
26099
26101
26107
26111
26113
26117
26119
26123
26129
26131
26137
26141
26143
26149
26153
26159
26161
26167
26171
26173
26177
26179
26183
26189
26197
26201
26203
26207
26209
26219
26221
26227
26231
26233
26237
26239
26243
26249
26251

19*1367
83*313

13*1999
T*47*79

31*839
19*37*37

53*491
17*1531

7*3719
13*2003

7*61*61
109*239

71*367
67*389
=131*199
=29*%29*31
89%293

19*1373
7*3727
97%269

43*607

=72%13%41

=151*173

=17*29*53
7*3733

59*443

13*2011
79*331

=7*37*101

=137*191

7*3739

47*557

=17*23*67
=7*19*197

73*359

157*167
13*2017

17*1543
37*709

19*1381
=7%23%163

26261
26263
26267
26269
26273
26281
26287
26291
26293
26297
26299
26303
26309
26311
26317
26321
26327
26329
26333
26339
26341
26347
26351
26353
26357
26359
26363
26369
26371
26377
26381
26383
26387
26393
26399

26401 =

26407
26413
26417
26419
26423

26429=

26431
26437
26441
26443
26447
26449
26453
26459
26461
26467
26471
26473
26479

26483 =

26489
26491
26497
26501
26503
26507
26509
26513
26519
26527
26531

26533=

26537
26539

=109*241
=13*43*47
41*641
97%271
61%431

=7*13%172
= 29%907

83*317

7*3761
113%233
17*1549

7*53*71

13*2027
19*19*73

43*613
41*643
7*3767

13*2029
23*31*37
7*3769

17*1553

61*433

29*911

13%19*107

137*193
31*853
53*499

7*3779

47%563
7*19%199
103*257

23*1151

71%373

59*449

17*1559
13*2039
T*7%541

23*1153
41*647
43*617
13*13*157
=7*17%223



26549
26551
26557
26561
26563
26567
26569
26573
26579
26581
26591
26593
26597
26599
26603
26611
26617
26621
26623
26627
26629
26633
26639
26641
26647
26651
26657
26659
26663
26669
26671
26677
26681
26683
26687
26689
26693
26699
26701
26707
26711
26713
26717
26723
26729
26731
26737
26743
26747
26749
26753
26759
26761
26767
26771
26773
26777
26779
26783
26789
26791
26797
26801
26803
26809
26813
26819
26821
26827
26831

139*191
7*3793

=101*263
= 31*857
=163*163

7*3797
19*1399

=7%29%131

67%397
37*719
13*23*89
43*619

7*3803
79*337

31*859

17*1567

29*919
19*23*61
53*503
=7%13%293

=149*179
=7%*37%103

13*%2053

17*1571

47*569
7*3821

23*1163

31*863

7*3823

13%29%*71

19*1409
41*653

61*439

7*43*89
73*367
=127*211

= 7*7%547
=17*19*83

= 13*2063

=139%*193
= 7%*3833

26833
26837
26839
26843
26849
26857
26861
26863
26867
26869
26879
26881
26887
26891
26893
26897
26899
26903
26909
26911
26921

26923=

26927
26929
26933
26941
26947
26951
26953
26957
26959
26963
26969
26971
26977
26981
26987
26989
26993
26999
27001
27007
27011
27013
27017
27019
27023
27029
27031
27037
27041
27043
27047
27053
27059
27061
27067
27073
27077
27079
27083
27089
27091
27097
27101
27103
27107
27109
27113
27119

47*571

17*1579

107*251

67%401
97*277

13%2069
37%727

71*379
17*1583

13*19*109

7*3847
23*1171
29*929

7*3851

59*457

149*181
7*3853

53*509

=137*197

=72%19%29
=13%31%67
=113%239

=T7*17%*227
41*659

61*443
151*179

19*1423
7*3863

17%37*43
13*2081

13*2083
7*53*73
=103*263

=T7*7*7*79
41*661

19*1427
47*577

27121
27127
27131
27133
27139
27143
27149
27151
27157
27161
27163
27167
27169
27173
27179
27187
27191
27193
27197
27199
27209
27211
27217
27221
27223
27227
27229
27233
27239
27241
27251
27253
27257
27259
27263
27271
272717
27281
27283
27287
27289
27293
27299
27301
27307
27311
27317
27319
27323
27329
27331
27337
27341
27343
27347
27349
27353
27359
27361
27367
27371
27373
27371
27383
27389
27391
27397
27403
27407
27409

37*733

13*2087
43*631
7*3877

17*1597
19*1429
13*2089
157*173
23*1181
7*3881
101*269
29*937

31*877

71*383

59*461
7%132%23

17*1601
163*167

7*3889

19*1433
73*373
=113*241

=T7*17%229

= 97%*281

=137*199

13%2099
29*941
7*7%557

23*1187
7*47%83
31*881
59*463
17*1607
89*307

=151*181

19%1439
37*739
23*%29*41

7*3907
17*1609
109*251

101*271
31*883
7*3911
139%197
61%449
72%13*43

67*409

27413
27419
27421
27427
27431

27433 =

27437
27439
27443
27449

27451 =

27457
27461
27463
27469
27473
27479
27481
27487
27491
27493
27497
27499
27503
27509
27517
27521

27523 =

27527
27529
27539
27541
27547
27551
27553
27557
27559
27563
27569
27571
27581
27583
27587
27589
27593
27601
27607
27611
27613
27617
27619
27623
27629
27631
27637
27641
27647
27649
27653
27659
27661
27667
27671
27673
276717
27679
27683
27689
27691
27697

79*347
7*3917
17*1613

7*3919

23*1193
13*2111

97%283

7*3923
29*947
13*2113
83*%331

37*743
19*1447

31*887

107*257
7*3929

7*3931
13*29*73
17*1619

132*163

59*467
17*1621
T*31*%127
43*641
19%1451
79%349

T7*7*%563
47%587
41*673
7*3943
19%1453

= 53*521
71*389
23*1201
= T7*3947

= 29*953
=131*211

43*643

17*1627
139%199

73*379

T*59%67

13*2129
89*311
=19*31*47



27701
27703
27707
27713
27719
27721
27727
27733
27737
27739
27743
27749
27751
27757
27761
27763
27767
27769
27773
27779
27781
27787
27791
27793
27799
27803
27809
27811
27817
27821
27823
27827
27829
27833
27839
27847
27851
27853
27857
27859
27869
27871
27877
27881
27883
27887
27889
27893
27899
27901

27911=

27913
27917
27919
27923
27931
27937
27941
27943
27947
27949
27953
27959
27961
27967
27971
27977
27979
27983

27989 =

= 13*2131
=103*269
=7*37%107
53%523
19*1459
7*17%233

41*677
17*23*71

7*3967

13*2137
37*751

=7%29%137
= 43%*647
7*1637

1
13*2141
T7*41*97

=7*23*173
= 89*313
= 13*2143
=29%*31*31
47*593
61*457
T7*7*569

79*353
167*167

= 23*1213
13*%19*113
=103*271

= T7%*3989
=17%*31*53
=7*13*307

19*%1471

73*383

83*337
101*277
T*7*571

13*2153

27991
27997
28001
28003
28007
28009
28013
28019
28021
28027
28031
28033
28037
28043
28049
28051
28057
28063

28067=

28069
28073
28079
28081
28087
28091
28093
28097
28099
28103
28109
28111
28117
28121
28123
28129
28133
28139
28141
28147
28151
28153
28157
28159
28163
28169
28177
28181
28183
28187
28189
28199
28201
28207
28211
28213
28217
28219
28223
28229
28231
28241
28243
28247
28249
28253
28261
28267
28271
28273
282717

= 23*1217

41*683
7*%4001

37*757

109*257

7*4003

17%17%97
23%23%53
29%967

7%4007

=7%19%211
13*17*127

67%419
43*653

7*4013
13*2161

157*179

31*907
61*461

23*1223
7*4019
19*1481
107*263
7*4021

47*599
37*761
29*971

17*1657
19%1483

71*397
7*4027
163*173

67*421

= 89*317
=7*29*139

132%167

=7%37%109
31*911
61%463
47*601

13*%41*53
19*1487
59*479
23*1229
17*1663
T*T7*577

28279
28283
28289
28291
28297
28301
28307
28309
28313
28319
28321
28327
28331
28333
28337
28339
28343
28349
28351
28357
28361
28363
28367
28373
28379
28381
28387
28393
28397
28399
28403
28409
28411
28417
28421
28423
28427
28429
28433
28439
28441
28447
28451
28453
28459
28463
28469
28471
28477
28481
28483
28487
28489
284093
28499
28507
28511
28513
28517
28519
28529
28531
28537
28541
28543
28547
28549
28553
28559
28561

= 19*1489

=7%*13*311

= 23*1231

=127*223
= 13*2179
41*691
29*977
43*659
17*1667
7*4049

7*4051
79*359
113*251
19*14093
17*1669
=13*37*59
=101*281

73*389
7*4057

157+*181
97%293
43*661

=7%31*131

=T7*17%239

23*1237
37*769
149*191

=7*7*7*83
= 71*401

19%1499
7*13%313
61*467
31*919

29*983
7*4073

=19*19*79
= 47*%607
=103*277

=17*23*73

7*4079

= 134

28571
28573
28577
28579
28583
28591
28597
28601
28603
28607
28609
28613
28619
28621
28627
28631
28637

28639 =

28643
28649
28651
28657
28661
28663
28667
28669
28673
28679
28681
28687
28691
28693
28697
28703

28709 =

28711
28717
28723
28727
28729
28733
28739
28741
28747
28751
28753
28757
28759
28763
28769
28771
287717
28781
28783
28789
28793
28799

28801 =

28807
28811
28813
28817
28819
28823
28829
28837
28841
28843
28847
28849

=17*41*41

=101*283

37*773

T*61*67
13*31*71

7*4091
13*2203

7*4093

=109*263

53*541
T*17*%241
23*%29%*43

13*2207
7*4099

19*1511

=13*47*47

23*1249

59*487

29*991

41*701
17%19*89

149*193

T*7*587
13%2213

7*4111
17*%1693
107*269

31%929
83%347

47*613

7*23%179
=19*37*41
=127%227

=151*191

=7%*13*317
= 17*%1697



28859
28861
28867
28871
28873
28877
28879
28883
28889
28891
28901

28903 =

28907
28909
28913
28921
28927
28931
28933
28937
28939
28943
28949

28951=

28957
28961
28967
28969
28973
28979
28981
28987
28991
28993
28997
28999
29003
29009
29011
29017
29021
29023
29027
29033
29039
29041
29047
29053
29057
29059
29063
29069
29071
29077
29081
29083
29087
29089
29093
29099
29101
29107
29111
29113
29119
29123
29129
29131
29137
29141

=72%19%31

13*2221
67%431

17*1699
7*4127
167*173

7*4129
=137*211

29*997

7*4133

19*1523
43*673
103*281

13*17*131
= 23*1259

83*349
59*491
7*4139

73*397
7*41*101
53*547
79*367
107*271
47*%617
=13%*23*97

67*433

71*409
113*257
31%937
17*1709
7*7*593

41*709
7*4153

= 13*2237
=127*229
=17*29*59
19*1531
47*619
7*4157

13*2239

43*677
7*4159

37*787

=7%23*%181

29143 =151*193
29147

29149 =103*283
29153

29159 = 13%2243
29167

29171 = 31%941
29173

29177 =163*179
29179

29189 = 172*101
29191

29197 = T7*43%*97
29201

29203 =19%29*53
29207

29209

29213 =131*223
29219 = 61*479
29221

29231

29233 =23*31%*41
29237 = 132*173
29239 = 7*4177
29243

29251

29257 = 17*1721
29261 = 29*1009
29263 = 13*%2251
29267 =7*37*113
29269

29273 = 73*%401
29279 =19*23*67
29281 = 7*47*89
29287

29291 = 17*1723
29297

29299 = 83*353
29303

29309 = 7*53*79
29311

29317 = 19*1543
29321 =109*269
29323 = 7*59%*71
29327

29329 =139*211
29333

29339

29341 =13*37*61
29347

29351 = 7*7*599
29353 =149*197
29357 = 31%*947
29363

29369 = 43*683
29371 = 23*1277
29377 = 29*1013
29383

29387

29389

29393 =

= 7*13*17*19
29399

29401

29407 = 7%*4201
29411

29413 = 67*439
29417 = 23*1279
29419 =13%31*73
29423

29429
29431
29437
29441
29443
29449
29453
29459
29461
29467
29471
29473
29477
29479
29483
29489
29497
29501
29503
29507
29509
29519
29521
29527
29531
29533
29537
29539
29543
29549
29551
29561
29563
29567
29569
29573
29581
29587
29591
29593
29597
29599
29603
29609
29611
29617
29621
29627
29629
29633
29639
29641
29647
29651
29653
29657
29659
29663
29669
29671
296717
29681
29683
29687
29693
29699
29701
29707
29713
29717

= 19*1549

= 59%499

7*7*%601

89*331
17*1733
79*373
13*2267

7*%4211
41*719

37*797
13*2269

163*181
19*1553
23*1283

T*4217
53*557

7*4219

109*271
31*953
13*2273
29*1019

=7%41*103

=17*37*47

=127*233
=101*293
17*1741

7*4229
29*1021

7*4231
19*1559
=13*43*53

=107*277

= 23*1289
=149*199
13%2281
47*631
7*19%223

59*503
67%443

T*4241
23*1291
17*1747

T*4243
61%487
43*691

29719
29723
29729
29731
29737
29741
29743
29747
29749
29753
29759
29761
29767
29771
29773
29779
29783
29789
29791
29797
29801
29803
29807
29809
29813
29819
29827
29831
29833
29837
29839
29849
29851
29857
29861
29863
29867
29869
29873
29879
29881
29891
29893
29897
29899
29903
29911
29917
29921
29923
29927
29929
29933
29939
29941
29947
29951
29957
29959
29963
29969
29971
29977
29981
29983
29987
29989
29993
29999
30001

=113*263

=7*31*137
13*2287
131*%227

7*7%607
151*197
71*419

172*103
7*4253
19*1567
97%307
13*29*79

31*31*31
83*%359
17*1753

41*727
13*2293
7*4259

7*4261
23*1297

53*563
19*1571

73*409
13*2297

T*17*251

71%421

167*179
7*4271
29*1031
17%1759
7*4273

23*1301

173*173
37%809
72%13%47
79%379

61*491
= 29*1033

=19*19*83
23*1303
17*41*43
31*967
7*4283

157*191

89%337
131*%229
19*1579



.3. PRIMITIV GYOKOK ES INDEX TABLAK MOD 7y

217

3. Primitiv gyokok és index tablak mod 7,
Az 1000-nél kisebb primszamok
és ezek legkisebb primitiv gytkei
P g P g p g P g P g
2 I 151 6 353 3 577 5 811 3
3| 2 157 5 | 359 | 7 587 | 2 82t | 2
5{ 2 163 2 |l 367 | 6 593 | 3 823 3
71 31 { 187 5 || a7z | 2 599 | 7 827 2
nt e 173 2 Jl are | 2 U 601 7 829 | 2
131 2 179 2 383 5 [ 667 | 3 839 | 11
7| 3 181 2 389 | 2 ff 623 | 2 853 | 2
13y 2 191 | 19 |l 307 | 5 || 617 3 857 3
23] 5 | 193 5 || 401 3 || 619 2 859 2
291 2 |f| 197 2 || 400 | 21 631 3 863 5
31| 3 f 199 3 {419 ] 2 [l ear 3 877 | 2
3] 2 @ 211 2 421 2 || 643 |11 881 3
41 6 223 3 431 7 647 5 || 883 2
3] 3 J227| 2 | 433 5 || 653 2 887 5
417 5 | 229 6 I| 430 |15 || 659 | 2 907 2
53 2 { 233 3 || 443 | 2 661 2 911 | 17
sol 2 | 230 7 I 449 | 3 | 673 5 919 | 7
611 2 | 24 7 )} 457 |13 || 677 2 929 3
s7] 2 ] 251 6 | 461 2 || 683 | 5 [} 937 5
n| 7 | 257 3 463 | 3 [ 69 3 941 2
7231 5 | 263 5 Il 467 | 2 701 2 947 2
791 3 || 269 2 || 479 |13 | 709 2 953 3
g3t 2 | 271 6 | 487 a [l 719 I 967 5
go !l 3 | 277 5 || 491 2 || 727 5 |l 971 6
97| 5 || 28 3 || 499 7 || 733 6 977 3
wr1] 2 | 283 3 || s03 5 || 739 3 983 5
3! 5 | 203 2 509 2 743 5 | 991 6
w7} 2 | 307 5 521 3 | 7s1 3 997 7
109 6 311 17 523 2 757 2 ||fecq | 4f
1mal a3 | 313 10 541 2 i 761 6
2!l o3 I a7 2 0 ser | 2| 769 |11
131] 2 | 33 3 557 2 [ 773 2
1371 3 ] 337 10 563 | 2 | "o 1 2
13| 2 || 347 2 569 3 || 797 | 2
149§ 2 fj 39 | 2 571 3 || sos | 3
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MAGYARAZAT: Az elsé tablazatban z = indl(,g )(a) olyan, mint a logarit-
mus: ¢° = a (mod p) , amely értékeket a mésodik tdblazatban lathatunk.

Index- és hatvanytablazatok (mod p)

Indexek Hatvanyok

pe=d, g=2,
Gudm ot {z[asta{s|6] 7[sf9]| |[mate{1fz[3[4]S|6}7]0}"Y
0 241 0 1|1

p=5 g=2.
s:.im0113450739lm.0123456139
[ AENERE 0 1|4fa]1

pw?,gIIS.
skm |6 1]z al4|s]6]7[a]s Fnd eli1l2)al+ls]slzlsls
0 6|2 513 [n FRERE X

p=11, g= 1,
gedm bolal2z1als]sisl »Yalo] mfo]r]z|aj4ls]s]7|®
0 |1 |s[z|4[°] 7[3]¢6 0 N EEEI N ER ERER
1 5 11

p=i3, g= 2.
Sedm | 0| 1] 2]|3]a}s 718]o] {ma]ojur ]2 4| stsl 7 9
0 IR ERERE TRERE g 2 {4 3l szl 5
{ 7] s thoj7is

p=17, g=2
Szém | 0} 1] 2|3l 45| 6] 7]¢ majol1]aflaf4 7180
0 1614 [ 1]1Z { S{15[ 11 {10 e il lral szl aglae
1 al7a 4] 96| ¢ 1fs|7]apz]2]6f2

! p=i% g1

szdn | 0] t] 2| allafs] 6] 7] ma.talafafa s|af 78] ¢
0 (8] [ (3] 26 8f 6 3 ) 2V d st | 3fu]ls]s
1 Jar|uafis] s 7iul ¢lwogy thir{siunjalefrafsfw]s

P‘zscs”ﬁ.
geam {0 1| 2| 3} 4] s{ 6] 2| al of |md.jOo)j 0| 2} 3]4] 5}6]7 ]
e 22t atis] 4] 1talas] slio [ s)2hiel #j20 0z fasln
1 3| slzolsfnfjrr) 8] 7712115 tlstalmjnlmlowls|is] sl 7
1 s|uaju 2zl |1
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Indexek Hatvanyok
pal¥ g=1,

Sem | Of 1) 2| 3| 4] 5] 6] 7) 8 nd, | of 1| 2] af 4 5] 6] 7{ 8| ¥
0 ao| 1| s| 2/ 22] 6| 12]| 310 o 2| 4| alae] 3} 6] 2| 26119
f o3l as) 2l palzzbelanin} e t] ohus| 7] e 28| z7)2s) 2n] 13|26
1 2f 17| 26| 20| s} s f1yf1s| 4 2l2ali7 ] stofo{nn]2zf15] 1

p=3t g=A.

Corim T ol il 2 3] ¢ sV 6] 7] s 9] ma] of t]2] a] 4[5} 6] 7]8}°
¢ apl 2}l alasjao]asfanfiz] 2 0 3| 9127l 19l 26 s 17f 2029
1 il zafoolat] 22l 26| 7]26] 4 1lastia] of24f 10030 28y 22] 412
2 alz9d17f27{1a)10] 5] 316 9 2] slislw}nn]| 2| efw|23) 7|21
] 15 al 1

p=37, g=2.
symln-olzsacse?svwo'::3455159
o¥ 6] 1]26] 2| 23|} az| 3|13 ol [ 2] «] slws|az|{22]17) 3¢l
1 2¢] 30| 28] nif33f1a) 4] 7)17 |38 yl2s o (26t 1sfan| 23] 918|236 }35
) ssfa{afis[2e[ w2 6] (21 zl3ztze ]2l sliolee] 3] 612
3 14] 9| 5]20f af19{1a alyfz2z| 73 ua]28]9] 2

preidl, g=6.

szam | o] 1] 2| al 4| 5| sf 7] 8] o] |mdfOf ¢ at 4| s| 6] 7| 8| 91
[ a0 (26{es{r2]2z] 1j30[38d30 [ slas) nnlaslaz]as)zo) o ]a9
1 sl afzriat]psjarlae)3af16 9 1 hazlze] #]24) 20| al1B| 26|33 | N
z al 14|29 36} 23] a| 17| 5|17 2{40]as| spaol1s]ea] 2zjtz]an |22
3 230 28fpofnl ol 2a) 21321351 6 sy 9f1alazr)17)2ofas)2a]1s) 8] 7
4 20 41

pe#, g=23.

Sﬂmﬂl!3156739M0123156?89
[ M ARNIBEEEEELE o 31 9| 27038 28 [41]|37}2s|3z
1 10 laolafaz]2o]26f24] 2829 |19 110 |30] af1z|36f22f23{26| a5ty
2 ftarls6|s]1e]40) 8l17] 3] 5141 2 Ve |42 a0l aafis] 51| 2] 6[18
3 1t fae] ol 2ajasjue] 7] 423 3lwirlaalralas]an] 72120017 ] ¢
% 21{ 6|21 L (2290 1

p=47. g = 5.

Sz4m | O 2§ 3] «f sl 6] 7] s} o |{wmal of 0| 2] 3] 41 5] 6] 7| 8] %
0 4615:03613332:140-—0 slzslarlafzak21)an] &40
t 1wl 7wl af21]26l16] 2[435 ezl a2z lar]iztas}l 2100
2 27| 6|2s] s{z8] 2] 29| 14)22|35 2] alis]aaléa{azl2z2s6]aafa2¢|26
3 390 alasfzz| a4 23|30} ez]izlas Fhaelael 7lasfae)|29] 4]20] 6] 30
4 gli5i2d {13 43] 42)21 4] ofus]ar) 329 1
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.4. Irreducibilis polinomok mod 7,



Irreducibilis polinomok mod Z,

Z5[X] —ben:
f2(x) = x2+x+1
fi1(X)= x3+x+1
fiz(X)= x3+x2+1 .
fio(X)= x*+x2+1
fas5(X)= x*+x3+1

fa1(X)= X*H+x3+x2+x+1

Z3[x] —ben:
fio(X)= x?+1
fra(X)= X2+x+2
fi7(X)= X>+2x+2

faa(X)= x3+2x+1
fas(X)= x3+2x+2
fag(X)= x3+x2+2
f21(X)= X3+X2+x+2
fa3(X)= X3+x2+2x+1
fa6(X)= x3+2x2+1
fa9(X)= X3+2x%+x+1

Z4[X] —ben:
f17(X)= x2+1
fi(X)= X242
f21(X)= X2+x+1
fa3(X)= X?+x+3
fo6(X)= X2+2x+2
f27(X)= X2+2x+3
fa9(X)= X?+3x+1
fa1(X)= X?+3x+3
fa3(X)= 2x2+1
fa1(X)= 2x2+2x+1

foe(X)= x3+2
foo(X)= x3+x+1

fs3(X)= X3+2x2+2x+2

fas(X)= X*+x+2
fag(X)= x*+2x+2
foo(X)= X*+x2+2
foa(X)= X*+x2+x+1
for(X)= X*+x2+x+1
fi01(X)= x*+2x%+2
fi10(X)= x*+x3+2
fiis(X)= x*+x3+2x+1
fiis(X)= x*+x3+x2+1

for(X) = X3+x2+2x+3
fo3(X) = X3+x2+3x+1
fog(X) = x3+2x%+2
fro1(X)= X3+2x%+x+1
fios(X)= X3+2x%+x+3
fro6(X)= X3+2x%+2Xx+2
froo(X)= X3+2x%+3x+1
fi11(X)= x3+2x%+3x+3
fi13(x)= x3+3x%+1
f115(X)= x3+3x2+3
fi17(X)= x3+3x%+x+1
fi21(X)= x3+3x%+2x+1
fi23(X)= Xx3+3x%+2x+3

fi21(X)= x*+x3+x2+x+1

fio5(X)= X*Hx3+X2+2x+2
f134(X)= x*+x3+2x242x+2

fi37(X)= x*+2x3+2
fizo(X)= x*+2x3+x+1
fras(X)= X*H+2x3+x2+1

frag(X)= X*H+2X3+x2+x+2
fi51(X)= x*+2x3+x24+2x+1
fiss(X)= X*+2x3+2x%+x+2

fa61(X)= X*+x+1
fa63(X)= X*+x+3
fa6(X)= X*+2X+2
fa67(X)= X*+2x+3
faeo(X)= X*+3x+1
f271(X)= x*3x+3
f275(X)= xHx2+3
fas1(X)= X*+x2+2x+1
faga(X)= X*+Xx2+2x+3
f290(X)= XH2Xx2+2
f291(X)= XH2x2+3
fa03(X)= X*+2x%+x+1
fa05(X)= X*+2X%+Xx+3

fa07(X)= X*+2x%+2x+1
fa0s(X)= X*+2X%+2X+2
fa01(X)= X*+2x%+3x+1
fa03(X)= X*+2x%+3x+3
fa05(X)= xH3x2+1
fa07(X)= xH3x2+3
fa13(X)= X*+3x%+2x+1
f321(X)= xHx3+1

f127(X)= x3+3x%+3x+3
f120(X)= 2x3+1

f137(x)= 2x3+2x+1
fi61(X)= 2x3+2x%+1
fieo(X)= 2X3+2x%+2x+1

fr1(X)= x3+x+3
fra(X)= x3+2x+2
fr7(X)= x3+3x+1
fro(X)= x3+3x+3
far(X)= x3+x2+1
fa3(X)= X3+x2+3
fa7(X)= X3+Xx2+x+3
fao(X)= X3+x2+2x+1

fo57(X)= xH+1
fos8(X)= xH+2



fa23(X)= xHx3+3

fa20(X)= X*+x3+2x+1
fa31(X)= x*+x3+2x+3
fa41(X)= X3+ x2+x+1
faa3(X)= X*+x3+x2+x+3
faa9(X)= X*x3+x2+3x+1
fas1(X)= X*+x3+x2+3x+3
fasa(X)= x*+x3+2x2+1
fass(X)= x*+x3+2x2+3
f261(X)= XAC+2)2+2x+1
faga(X)= X*+x3+2x2+2x+3
far3(X)= X*x3+3x2+x+1
fars5(X)= X*x3+3x2+x+3
fagr(X)= x*+x3+3x2+3x+1
faga(X)= Xx*+x3+3x2+3x+3
fgse(X): XH+2x3+2
fag7(X)= x*+2x3+3
fago(X)= x*+2x3+x+1
fag1(X)= x*+2x3+x+3
fao3(X)= x*+2x3+2x+1
faga(X)= X*H+2x3+2x+2

Zs[x] —ben:
fa7(X)= X242
fag(X)= x%+3
fa1(X)= X>+x+1
fa2(X)= X2+x+2
fag(X)= X2+2x+3
fag(X)= X>+2x+4
fa3(X)= X?+3x+3
fa4(X)= X?+3x+4
fa6(X)= X2+4x+1
f47(X)= X?+4x+2

f131(x)= x3+x+1
f134(X)= x3+x+4
f136(X)= x3+2x+1
fi39(X)= x3+2x+4
fra2(X)= x3+3x+2
fra3(X)= x3+3x+3
fra7(X)= X3+4x+2
fra8(X)= x3+4x+3
fi51(x)= x3+x2+1
fis2(X)= X3+X2+2
fiss(X)= X3+x2+Xx+3
fiso(X)= X3+x2+x+4
fie6(X)= X3+x2+3x+1
fieo(X)= X3+x2+3x+4
fi71(X)= X3+x2+4x+1

fa07(X)= XH+2x3+3x+1
fa09(X)= X*+2x3+3x+3
fa01(X)= X*+2x3+x%+1
fa00(X)= X*+2x3+x2+2x+1
fa11(X)= X*+2x3+x2+2x+3
fa17(X)= x*+2x3+2x2+1
fa18(X)= XH+2x3+2x2+2
fa21(X)= X*+2x3+2x2+x+1
fa03(X)= X*+2x3+2x2+x+3
fa26(X)= XH+2X3+2X2+2x+2
fa07(X)= X*+2x3+2x2+2x+3
fa20(X)= X*+2x3+2x%+3x+1
faz1(X)= X*+2x3+2x2+3x+3
faz3(X)= xH+2x3+3x2+1
fazs(X)= x*+2x3+3x%+3
faa3(X)= X*+2x3+3x2+2x+3
faa9(X)= x*+3x3+1

fas1(X)= x*+3x3+3

fas7(X)= x*+3x3+2x+1
faso(X)= x*+3x3+2x+3
faeo(X)= XH+3x3+x2+x+1

fi73(X)= x3+x%+4x+3
fi76(X)= x3+2x%+1
fi7s(X)= x3+2x2+3
fig3(X)= x3+2x%+x+3
figa(X)= x3+2x2+x+4
f187(X)= X3+2x242x+2
fiss(X)= X3+2x%+2x+3
fio7(X)= X3+2x%+4x+2
fio0(X)= X3+2x%+4x+4
f202(X)= Xx3+3x%+2
fa04(X)= x3+3x%+4
fa06(X)= X3+3x%+x+1
f207(X)= X3+3x%+Xx+2
fo12(X)= X3+3x%+2Xx+2
fo13(X)= X3+3x%+2x+3
f221(X)= x3+3x%+4x+1
fa23(X)= X3+3x%+4x+3
f228(X)= X3+4x2+3
f220(X)= X3+4x2+4
f31(X)= X3+4x%+x+1
fa32(X)= X3+4X%+X+2
f241(X)= X3+4x%+3x+1
faa(X)= X3+4x%+3x+4
f247(X)= X3+4X%+4X+2
foa0(X)= X3+4x2+4x+4

fa71(X)= x*+3x3+x2+x+3
fa77(X)= x*+3x3+x2+3x+1
fa70(X)= x*+3x3+x2+3x+3
fag1(X)= x*+3x3+2x%+1
faga(X)= X*+3x3+2x%+3
fago(X)= X*+3x3+2x%+2x+1
fa01(X)= X*+3x3+2x%+2x+3
fs01(X)= X*+3x3+3x%+x+1
fsoa(X)= X*+3x3+3x%+x+3
fs09(X)= X*+3x3+3x%+3x+1
fs11(X)= x*+3x3+3x%+3x+3
f513(X): 2x4+1

fs21(X)= 2x*+2x+1
f545(X): 2X4+2x2+1
fasa(X)= 2x*+2x2+2x,1
foar(X)= 2x*+2x3+1
foao(X)= 2x*+2x3+2x+1
fora(X)= 2x*+2x3+2x2+1
foar (X)=2x*+2x3+2x%+2x+1

foor(X)= x*+2

foos(X)= x*+3

foza(X)= X*+x+4
fozo(X)= X*+2x+4
foaa(X)= X*+3x+4
foao(X)= X*+4x+4
fos2(X)= xHx2+2
fose(X)= X*+x2+x+1
fee2(X)= X*+X2+2X+2
feea(X)= X*+Xx2+2x+3
fee7(X)= X*+X2+3X+2
fees(X)= X*+Xx2+3x+3
for1(X)= X*+x2+4x+1
fo7a(X)= XH2x2+3
foss(X)= X*+2x%+2x+1
foss(X)= X*+2x%+2x+3
foo1(X)= X*+2x%+3x+1
foos(X)= X*+2x%+3x+3
fr03(X)= xH+3x2+3
fr06(X)= X*+3x%+x+1
fr08(X)= X*+3x%+x+3
fr21(X)= x*+3x%+4x+1
fr23(X)= X*+3x%+4x+3
f27(X)= XHAx2+2
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5. A GF(8), GF(9) és GF(25) véges testek

A GF(4) testet az 5.1.4) feladat megolddsaban kozoltiik. Emlékeztetiink
tovdbbd arra, hogy minden p € P primszdm esetén (Z,, +,-) egy p -elemi
test.



GF(8)=Z,[X)/oc +x+ 1 =({0,1,%,X+1,X° X+ L X°+X,X2+X+1},+,9)

+ 0 X X+1 x? x*+1 | x%x [x*+x+1

0 0 X x+1 xZ X*+1 | xPx [ xP4x+1

1 1 0 X+1 X x2+1 X% | x3x+1| XP+x

X X x+1 0 1 X2x | xex+1] X2 | x+1
X+1 X+1 X 1 0 XAx+1| x2+x | xP+1 x?

x? x? X241 | X2+ | XPHx+l 0 1 X x+1
x2+1 || x*+1 X% | x*x+1| xP+x 1 0 X+1 X
X24x || x3x [ xPx+1| X2 x2+1 X X+1 0 1

Xax+1[x3x+1| x%+x | x*+1 x? X+1 X 1 0
. 0 1 X x+1 x> | x3+1 | xPx [ xPex+1

0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 X x+1 x? X241 | xP4x [xPx+1

X 0 X x? X24X X+1 1 x4x+1| x*+1
X+1 0 X+1 X24x | x4+ | xXPx+1|  XP 1 X

x? 0 X2 x+1 |xPx+1| x+x X x2+1 1
x%+1 0 x*+1 1 x? X X24x+1| x+1 X2+X
X24X 0 X2HxX [ x*x+1 1 x%+1 X+1 X X2

X2 4+x+1 0 X24x+1| x*+1 X 1 X24X x? X+1

MAGYARAZAT: A 2-vel oszthaté algebrai kifejezések (pl: 2x%, 2x, 2) és maga a faktorizalo polinom
maradéka 0, ezért a miiveletek elvégzése utan a polinomokhoz ezek hozzaadhatok és kivonhatok anélkiil,
hogy a maradék megvaltozna. (x> +x + 1 =2x*=2x=2=0)
C=xP+2x+2=0C+x+1)+x+1=x+1

CHx+1=C+x+Dx=x +x2+x=0 2> X =x"+ 27 + 2x = (X' + X* +X) + X2 +x = X* +X

pl. ¢+ x+ 1) +x+ 1) =x*+ 2+ +2x+1=x*+x2+ 1= +x+ X +1=x+1
OC+x)(X+x+1)=x*+ 23+ 2% +x=x"+x=x% +x + x=X°




+ 0 1 2 X 2X | x+1 | x+2 | 2x+1| 2x+2
0 0 1 2 X 2X | x+1 | x+2 | 2x+1| 2x+2
1 1 2 0 X+1 | 2x+1| x+2 X 2x+2| 2x
2 2 0 1 X+2 | 2x+2| X X+1 2X | 2x+1
X X X+1 | x+2 2X 0 2x+1| 2x+2 1 2

2X 2X | 2x+1 | 2x+2 0 X 1 2 X+1 | x+2

x+1 || x+1 | x+2 X 2x+1 1 2x+2| 2x 2 0

=

X+2 || x+2 X X+1 | 2x+2 2 2x | 2x+1| O

N
o

2X+1|| 2x+1 | 2x+2| 2Xx 1 x+1 X+2 X

2X+2|| 2x+2 | 2x | 2x+1 2 X+2 0 1 X X+1

. 0 1 2 X 2x | x+1 | x+2 | 2x+1| 2x+2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 X 2x | x+1 | x+2 | 2x+1| 2x+2
2 0 2 1 2X X 2X+2 | 2x+1| x+2 | x+1
X 0 X 2X 2 1 X+2 | 2x+2| x+1 | 2x+1
2X 0 2X X 1 2 2x+1| x+1 | 2x+2| x+2
x+1 0 x+1 | 2x+2| x+2 | 2x+1| 2x 1 2 X
X+2 0 x+2 | 2x+1| 2x+2| x+1 1 X 2X 2
2x+1|| 0 |[2x+1]| x+2 | x+1 | 2x+2| 2 2X X 1
2x+2|| 0 [2x+2]| x+1 | 2x+1| x+2 X 2 1 2X

GF(9)=Z;[X])/e¢+1)=({0,1,2,X,2X,X+1,X+2,2X+1,2X+2},+,°)



GF(25) - Z5[X]/(x2 +X+2)

+ 0 1 2 3 4 X X+1 | X+2 | Xx+3 | x+4 | 2x |2x+1]|2x+2| 2x+3| 2x+4| 3x |3x+1|3x+2| 3x+3|3x+4| 4x |4x+1|4x+2|4x+3|4x+4
0 0 1 2 3 4 X X+1 | x+2 | Xx+3 | x+4 | 2x |2x+1]|2x+2|2x+3| 2x+4| 3x |3x+1|3x+2|3x+3|3x+4| 4x |4x+1|4x+2|4x+3|4x+4
1 1 2 3 4 0 X+1 | X+2 | x+3 | x+4 X | 2x+1|2x+2| 2x+3| 2x+4| 2x [3x+1|3x+2|3x+3|3x+4| 3x [4x+1|4x+2|4x+3|4x+4| 4x
2 2 3 4 0 1 X+2 | Xx+3 | x+4 X X+1 | 2x+2| 2x+3| 2Xx 2X | 2x+1[3x+2|3x+3|3x+4| 3x |3x+1|4x+2|4x+3|4x+4| 4x |4x+1
3 3 4 0 1 2 X+3 | x+4 X X+1 | X+2 | 2x+3| 2x+4| 2x | 2x+1]|2x+2| 3x+3[3x+4| 3x |3x+1|3Xx+2|4x+3|4x+4| 4x |4x+1]|4x+2
4 4 0 1 2 3 X+4 X X+1 | X+2 | X+3 | 2x+4| 2x |2x+1|2x+2| 2x+3 | 3x+4| 3x |3x+1|3x+2|3x+3|4x+4| 4x |4x+1]|4x+2]|4x+3
X X X+1 | X+2 | Xx+3 | x+4 | 2x |2x+1]|2x+2| 2x+3| 2x+4| 3x |3x+1|3x+2| 3x+3| 3x+4| 4x |4x+1|4x+2|4x+3|4x+4| O 1 2 3 4
X+1 || Xx+1 | x+2 | x+3 | x+4 X | 2x+1|2x+2]| 2x+3| 2x+4| 2x | 3x+1|3x+2|3x+3| 3x+4| 3x |[4x+1|4x+2|4x+3|4x+4| 4x 1 2 3 4 0
X+2 || Xx+2 | x+3 | x+4 X X+1 | 2X+2| 2x+3| 2x+4| 2x | 2x+1]|3x+2| 3x+3| 3x+4| 3x |3x+1|4x+2|4x+3|4x+4| 4x |4x+1]| 2 3 4 0 1
X+3 || Xx+3 | x+4 X X+1 | X+2 | 2X+3| 2x+4| 2x |2x+1]|2x+2| 3x+3| 3x+4| 3x |3x+1|3x+2|4x+3|4x+4| 4x |4x+1|4x+2| 3 4 0 1 2
X+4 || x+4 X X+1 | X+2 | Xx+3 | 2x+4| 2x |2x+1]|2x+2| 2x+3| 3x+4| 3x |3x+1|3x+2| 3x+3|4x+4| 4x |4x+1]|4x+2|4x+3| 4 0 1 2 3
2X 2X | 2x+1|2x+2| 2x+3| 2x+4| 3x | 3x+1|3x+2|3x+3| 3x+4| 4x |4x+1|4x+2|4x+3|4x+4 2 3 4 X X+1 | X+2 | Xx+3 | x+4

2X+1[|2x+1 | 2x+2 | 2x+3 | 2x+4| 2X | 3x+1|3x+2|3Xx+3|3x+4| 3X |4x+1]|4x+2|4x+3|4x+4| 4x 3 4 0 X+1 | x+2 | x+3 | x+4 X

2X+2||2x+2 | 2x+3| 2x+4 | 2x | 2x+1]3x+2| 3x+3| 3x+4| 3x | 3x+1|4x+2|4x+3|4x+4| 4x |4x+1 X+2 | Xx+3 | x+4 X x+1

2x+3||2x+3 2x+4| 2Xx [ 2x+1]|2x+2]| 3x+3| 3x+4| 3x | 3x+1|3x+2|4x+3|4x+4| 4x | 4x+1|4x+2 X+3 | x+4 X X+1 | Xx+2

Ol |WIN|F-
RO~
N|FR|O
WIN |-

2x+4)|2x+4 | 2x | 2x+1|2x+2|2x+3 ]| 3x+4| 3X | 3x+1|3x+2|3x+3|4x+4| 4x |4Ax+1|4x+2|4x+3 X+4 X X+1 | Xx+2 | X+3

X|BIWIN|FL]|O

3x 3X [ 3x+1|3x+2|3x+3|3x+4| 4x |4x+1|4x+2|4x+3|4x+4] O X+1 | X+2 | X+3 | x+4 | 2x |2x+1|2x+2|2x+3|2x+4

3X+1||3x+1| 3x+2| 3x+3 | 3x+4| 3Xx |4xX+1|4x+2|4x+3|4x+4| 4X 4 0 X+1 | Xx+2 | Xx+3 | x+4 X | 2x+1|2x+2]|2x+3|2x+4| 2x

3X+2||3x+2| 3x+3| 3x+4| 3x |3x+1]|4x+2|4x+3|4x+4| 4x |4x+1 X+2 | Xx+3 | x+4 X X+1 | 2x+2| 2x+3| 2x+4| 2x |2x+1

3x+3||3x+3| 3x+4| 3x [3x+1|3x+2]|4x+3|4x+4| 4x |4x+1]|4x+2 X+3 | x+4 X X+1 | X+2 | 2X+3| 2x+4| 2Xx |2x+1|2x+2

Ol |WIN|F
RO |wN
N |O
WIN |-

3x+4||3x+4| 3x [ 3x+1|3x+2|3x+3|4x+4| 4x |4x+1|4x+2]|4x+3 X+4 X X+1 | X+2 | X+3 [2x+4| 2Xx |2x+1]|2x+2|2x+3

X|B|W[IN|F

4x 4x | 4Ax+1|4x+2|4x+3|4x+4| O 1 2 3 4 X+1 | x+2 | x+3 | x+4 | 2x |[2x+1]|2x+2|2x+3|2x+4| 3x |3x+1|3x+2]|3x+3|3x+4
Ax+1||4x+1| 4x+2 | 4x+3]| 4x+4| 4x 1 2 3 4 0 X+1 | x+2 | x+3 | x+4 X | 2x+1|2x+2| 2x+3 | 2x+4| 2x [3x+1|3x+2|3x+3|3x+4| 3x

AX+2(|4x+2| Ax+3 | 4x+4| 4x |[4x+1| 2 3 4 0 1 X+2 | x+3 | x+4 X X+1 [ 2x+2| 2x+3 | 2x+4| 2x [ 2x+1|3x+2|3x+3|3x+4| 3x |3x+1
4Ax+3||4x+3|4x+4| 4x |4x+1|4x+2| 3 4 0 1 2 X+3 | x+4 X X+1 | x+2 | 2x+3[2x+4| 2x |[2x+1]2x+2|3x+3|3x+4| 3x |3x+1|3x+2
AX+4(|4x+4| 4x |4x+1|4x+2|4x+3| 4 0 1 2 3 X+4 X X+1 | x+2 | x+3 [2x+4]| 2Xx |[2x+1]2x+2|2x+3|3x+4| 3x |3x+1|3x+2|3x+3



. 0 1 2 3 4 X X+1 | X+2 | Xx+3 | x+4 | 2x |2x+1]|2x+2| 2x+3| 2x+4| 3x |3x+1|3x+2| 3x+3|3x+4| 4x |4x+1|4x+2|4x+3|4x+4
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4 X X+1 | X+2 | Xx+3 | x+4 | 2x |2x+1]|2x+2| 2x+3| 2x+4| 3x |3x+1|3Xx+2| 3x+3|3x+4| 4x |4x+1|4x+2|4x+3|4x+4
2 0 2 4 1 3 2X | 2X+2| 2x+4 | 2x+1| 2X+3| 4x | 4x+2|4x+4|4Ax+1]|4x+3| X X+2 | x+4 | x+1 | x+3 | 3x |3x+2]|3x+4|3x+1|3x+3
3 0 3 1 4 2 3x [ 3x+3|3x+1]|3x+4| 3x+2| X X+3 | X+1 | Xx+4 | Xx+2 | 4x |4x+3|4AX+1|4Ax+4[4x+2| 2X | 2x+3| 2x+1| 2X+4 | 2x+2
4 0 4 3 2 1 4X | AX+4 ] Ax+3|4x+2| 4x+1| 3x | 3x+4|3x+3| 3x+2| 3x+1| 2X |2x+4|2x+3|2x+2| 2x+1| X X+4 | Xx+3 | x+2 | x+1
X 0 X 2X 3x 4x |4x+3] 3 X+3 | 2X+3| 3x+3| 3x+1|4x+1] 1 X+1 | 2X+1| 2x+4 | 3x+4|4x+4| 4 X+4 | X+2 | 2X+2| 3x+2 | 4x+2| 2
x+1 0 x+1 | 2x+2|3x+3|4x+4| 3 x+4 | 2x |3x+1|4x+2]| 1 X+2 | 2x+3| 3x+4| 4x 4 X | 2x+1|3x+2|4x+3| 2 X+3 | 2x+4| 3x |4x+1
X+2 0 X+2 | 2X+4| 3x+1|4x+3| x+3 | 2x |3x+2|4x+4| 1 [2x+1]|3x+3]| 4x 2 X+4 | 3x+4|4x+1| 3 X |2x+2|4x+2]| 4 x+1 | 2x+3| 3x
X+3 0 X+3 | 2X+1| 3x+4| 4x+2| 2x+3| 3x+1|4x+4]| 2 X |4x+1| 4 X+2 | 2x [ 3x+3| x+4 |2x+2] 3x |4x+3| 1 |[3x+2| 4x 3 x+1 | 2x+4
X+4 0 X+4 | 2xX+3| 3x+2| 4x+1|3x+3|4x+2| 1 X |2x+4| x+1 | 2x |3x+4|4x+3| 2 |4x+4| 3 X+2 |2x+1| 3x | 2x+2|3x+1| 4x 4 X+3
2X 0 2X 4x X 33X [3x+1] 1 |2x+1]|4x+1| x+1 | x+2 [3x+2| 2 |2X+2|4x+2|4x+3| x+3 |3x+3| 3 |[2x+3|2x+4|4x+4| x+4 |3x+4| 4
2x+1)| O |2x+1|4x+2| x+3 |3x+4|4x+1| x+2 | 3x+3| 4 2X |3x+2| 3 |2x+4] 4x | x+1 | 2x+3|4x+4| x |3x+1| 3 x+4 | 3x 1 |2x+2|4x+3
2x+2|| 0 |2x+2|4x+4| x+1 |3x+3| 1 |2x+3| 4x | x+2 [3x+4] 2 |2x+4]4x+1| x+3 | 3X 3 2X |4x+2| x+4 |3x+1| 4 |2x+1|4x+3| x |3x+2
2x+3|| 0 [2x+3|4x+1| x+4 |3x+2]| x+1 |3x+4| 2 2X | Ax+3|2x+2| 4x | x+3 |3x+1| 4 [3x+3| 1 |2x+4|4x+2| Xx [4x+4| x+2 | 3X 3 |2x+1
2xX+4( O [2x+4|4x+3| x+2 | 3x+1|2x+1| 4x | x+4 |3x+3| 2 |4x+2| x+1 | 3x 4 |2x+3| x+3 [3x+2| 1 2X | 4x+4(3x+4| 3 |2x+2|4x+1| X
3x 0 3x X 4x 2X |2x+4| 4 | 3x+4| x+4 | Ax+4|4x+3|2x+3| 3 | 3x+3| X+3 | x+2 |4x+2|2x+2| 2 |[3x+2|3x+1| x+1 |[4x+1|2x+1]| 1
3x+1l[ O |3x+1| X+2 |4x+3|2x+4|3x+4| x [4x+1]|2x+2| 3 X+3 | 4x+4| 2x 1 [3x+2|4x+2|2x+3| 4 3 | x+1 [2x+1| 2 |[3x+3]| x+4 | 4x
3x+2|| 0 |3x+2| x+4 |4x+1|2x+3|4x+4|2x+1]| 3 33X | Xx+2 | 3x+3| x |[4x+2|2x+4| 1 |2x+2| 4 |3x+1| x+3 | 4x | x+1 |4x+3| 2x 2 |3x+4
3x+3|[ O |3x+3| x+1 |4x+4|2x+2| 4 |3x+2| x [|4x+3[2x+1] 3 |3x+1| x+4 |4x+2| 2X 2 3X | x+3 [4x+1|2x+4| 1 |3x+4| x+2 | 4x |2x+3
3x+4|[ O |3x+4| x+3 |4x+2|2x+1| x+4 | 4x+3|2x+2| 1 33X |2x+3| 3 |3x+1| x |4x+4|3x+2| x+1 | 4x |2x+4| 2 |4x+1| 2x 4 | 3x+3| x+2
4x 0 4x 3x 2X X X+2 2 | 4x+2[3x+2]|2x+2|2x+4| x+4 | 4 |4x+4|3x+4|3x+1|2x+1| x+1 1 |4x+1]|4x+3|3x+3|2x+3| x+3 3
4Ax+1f| O |4x+1|3x+2|2x+3| x+4 |2x+2| x+3 | 4 4x | 3Xx+1|4x+4| 3x | 2x+1]| x+2 3 X+1 2 |4x+3|3x+4| 2x |3x+3|2x+4| X 1 |4x+2
Ax+2[| O [4x+2|3x+4|2x+1| x+3 | 3x+2| 2x+4| x+1 3 4x | x+4 1 [4x+3] 3x [2x+2|4x+1|3x+3| 2x | x+2 4 |2x+3| x 2 |4x+4|3x+1
4Ax+3[| O |4x+3|3x+1]|2x+4| x+2 |4x+2| 3x |2x+3| x+1 | 4 |[3x+4|2x+2| X 3 | 4x+1|2x+1| x+4 2 4x | 3x+3| x+3 1 |4x+4|3x+2| 2x
4Ax+4f 0 |4x+4|3x+3|2x+2| x+1 2 |4x+1| 3x |2x+4| x+3 | 4 |4x+3]|3x+2|2x+1]| X 1 4x | 3x+4| 2x+3| x+2 3 |4x+2|3x+1| 2x | x+4
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.6. Jelolések, definicidk

{x} :=az r € R valés szdm tort része (1d. a 142 oldalon),
o := fiiggvények kompoziciéja (6sszetett fiiggvény képzése),

, 1:= az azonosan 0 ill. 1 métrix,

O IO

az azonosan 0 fiiggvény (1d. ¢),

e

AB .= {f:B—A| [ figguény } tetszbleges A halmazra,
At ={f A=A | f figguény }

AN:={s:N—A| s = (sg,51,...) sorozat } tetszbleges A halmazra,

A, == (A%, 0)  (félcsoport),

A= Al» = {(ay,...,a,) | a; € A} = az A halmaz n -edik Descartes-
hatvanya (n € N) ,
A% = {0},
A* = |J A" = az A (tetszbleges) halmaz elemeibdl képezhetd dsszes
n=0

rendezett n -es (véges hosszu sorozat, string) halmaza,
A, ={0c€S,: opédros },

A, :=(A,,0)  azn -edrendii alternalé csoport®) |

AAB := (A\B) U (B\A) A = halmazok szimmetrikus differencigja,
a"b:= az a,b € A* sorozatok egymashoz fiizése (6sszefiizése, konkatena-
cidja),
alb:=  a osztdja b -nek, vagyis b oszthaté a -val,
a=,b vagy a=0b(mod m) : &, mla —b
(& a és b ugyanazt a maradékot adja m -el elosztva) ,
a = b = asszociélt elemek egységelemes gytiriikben (1d.még f(z) = g(z)),

(a,b) := Inko(a,b) ==  a és b legnagyobb kozds osztdja,

3) Definicié: A, < S, az n -edrendii alternalé csoport:
A, i={r eS8, |sgn(n)=1}.0
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la,b] := lkkt(a,b) := a és b legkisebb kozos tobbszorose,

[H] := a H részhalmaz &ltal generalt részstruktira,

[y, ..., u,] == az wy,...,u, vektorok altal kifeszitett (generalt) altér,
c:= az azonosan c fiiggvény (c€ A): c¢:A— A, ¢(r) :=c¢ minden

x € A elemre,

Clz] := komplex egyiitthatéju polinomok halmaza,

A = halmazok szimmetrikus differencidgja:  AAB := (A\B)U (B\A4) ,
D, = [{f,t}] = {id, f, f2 .., fr et f e f? oty = ase

abdlyos n -szog transzformécidcsoportja = az n -edrendii f forgatds és
a mdasodrendii ¢ tengelyes tiikrozés dltal generdlt csoport, az in. n -edrendii
diédercsoport,

Dy = [{f.t}] = {f",tf" : r € R} = a kor transzformdcicsoportja =
a oo -edrendii f forgatds és a mdsodrendii tengelyes tiikrozés altal generdlt
csoport, a oo -rendii diédercsoport,

deg(p) :== a p(z) polinom fokszadma,

E e R™" = az egységmatrix,
f(z) = g(x) &L gim % =1 = f és g "aszimptotikusan egyen-

16ek” (f,g: R — R fiiggvények) (1d.még a = b),
Fx :=(X*,") az X #( halmaz dltal generélt szabad félcsoport,
¢(n) = Euler -féle ¢ fiiggvény := az n természetes szamnél kisebb,
hozza relativ prim természetes szdmok szdma,
GF(q) == aq=p" -edrendii véges test, azaz Galois-test ,
I' := tetszOleges test,

[[x] := aT test feletti (egyiitthat6ju) egyhatdarozatlani (egyismeretlenes)
polinomok halmaza,

[, [z] := a legfeljebb n -edfoku, I'[z] -beli polinomok halmaza,

t:={(a,a)|a€ A} egyenldség (relicid),
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idga : A — A az identikus leképezés (fiiggvény): ida(a) = @ minden
a € A elemre,

°:={0,1,...,n—1} (n € N természetes szdm),
L, :={1,2,..,n} (n € N természetes szdm),
Ih=I3=0 (az el6z6bdl kivetkezik),

Ty ={f:A— A| f injektiv}

(m):={m-z:x€Z} (m tobbszorosei) = az m &ltal generalt f6idedl
7, -ben,

o(a) = az a csoportelem rendje = legkisebb m € N (ha van) amelyre

O(g) = f ("nagy ordé6”): f,g:N—R fiiggvényekre: ha
clg(n) < f(n) < ceg(n)  valahdnyszor n > ng valamilyen c¢i,co € Ry és
o € N szdmokra, (1d.[SzI'01])

p(x) := z primosztéinak halmaza (r € N) |

P := primszamok halmaza,

P(X):={A| AC X} az X halmaz hatvanyhalmaza ("power set”).
Néha P(X) -el jeloljiik.

II:=(T,-) az l-dimenzids térusz, ahol 7T :={z€ C| |z| =1} .

Q := racionilis szdmok halmaza,

Qla):i= { g+ qaa+@a®+ ..+ g, 10" | ¢ €Q} aQ test algebrai

bévitése ha o € R n -edrendfi algebrai szam?*) |

B) i= {22 | oy, u,v € Z}

uta-v
Qusv :={f: Q— Q| f monoton nové figgvény} ,
=({1,-1,4,—4,j,—j,k,—k}, -) akvaterniécsoport:
1] =—ji =k, jk = —kj =1, ki = —ik = j, atobbi miivelet értelemszertien,

=({a+bi+cj+dk|abec,deR}, +,-) akvaterniok teste,

Y) Definicié: az o € R valds szam n -edrendii algebrai szam a Q test felett, ha
«a gyoke egy valamilyen n -edfoku raciondlis egyiitthatéju polinomnak. [J
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R, :=  a pozitiv valés szamok halmaza,

(R/r,+,-) == ([0,r),+,-)  a valés szamok szokdsos miiveleteit modulo
r végezziik,

R™™:=  n xn méretil (négyzetes) valés matrixok halmaza,
(R™")* :=  invertdlhat6 méatrixok halmaza,

R?*"™ :=  alsé haromszogmétrixok halmaza,

(R7™)* ;= invertdlhat6 alsé hdromszogmétrixok halmaza,
RY™ = felsé hdromszogmatrixok halmaza,

(R%X”)* := invertalhato fels® hdromszogmétrixok halmaza,
R{‘X” := diagondlis méatrixok halmaza,

<R’\1X”> ’ := invertdlhaté diagondlis matrixok halmaza,

R :={f:R—R|f figguény }
R[z] := val6s egyiitthatdji polinomok halmaza,
R[[z]] := {Z ax" :a, € R} valés egyiitthatdju, ”végtelen fokd” poli-
n=0
nomok (=formalis hatvénysorok®)) halmaza,

RE :={f:R —R| f linedris fiiggvény® } ,

RﬂginRac =

{[R=R| f(z) = ‘25512 lin. racionalis tortfiiggvény™, ¢ # 0 vagy d # 0},
Rﬂ}%ac =
{fR->R| f(z)= Z% raciondlis tortfigguény®), ¢ # 0 vagy d # 0 },

Sa:={f:A— A| f bijekcié} (A # () tetszbleges halmaz) ,

5) vagyis a konvergenciat nem koveteljiik meg: a,, € R tetszbleges szamok.

6) Definici6: f:R — R linedris fiiggvény, ha f(z) = ax + b alaki (a,b € R).0]

") Definicié: az  f(z) = Z;”]:g alaki  (a,b,c,d € R | ¢ és d egyszerre nem 0 )

fiiggvényeket linedris raciondlis tortfiiggvényeknek hivjuk. O

§) Definicié: az flz) = % alaki  (q(x) # 0) fiiggvényeket raciondlis
tortfiiggvényeknek hivjuk. O
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Sa:=(S4,0) = szimmetrikus csoport A -n,
Sp:=Sg ahol H=1I,={1,...,n},
S, = (Sp,0)  =n -edrendii szimmetrikus csoport,

U=AxA={(a,b)]|a,be A} = teljes (univerzilis) relacid,
Z- = 2\{0}
L :={0,1,....m — 1} =a (modm) - szerinti maradékosztalyok ,

Z:, :={i<m: Inko(i,m) =1 } = mod m redukélt maradékoszta-

lyok,

Lo 1= {E’ eNV: 0<a< p} = p-adikus egészek halmaza,
rogzitett (tetszbleges) p € P primszamra,

Zlo) :=={a+b-a|abeZ} = Z algebrai bévitése ahol a € C egy

tetszoleges mdasodfoki algebrai szém (egy mdsodfokd valds egyiitthatéju
egyenlet gyoke): - ldsd még a 4.3.1 alfejezetet is,

Z[z] := egesz egyiitthatdji polinomok halmaza

Zy={f:A— A| f sziirjektiv} .
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8. Targymutato

(Lasd még a .6. ” Jelolések, definicick” c. fejezetet is.)



Targymutato

v figgvény, Euler-féle |, 117
O(g), 10

Px, 68

11-es préba, 47

15-6s jatek, 39

9-ces préba, 121

Abel csoportok Alaptétele, 94
Abel, Niels Henrik, 31, 170
Abel-csoport, 31
addicio, 186
Alaptétel
Abel csoportokrol, 94
Algebra -e, 114, 164

algebra
csap-, 68
esemény-, 68
halmaz-, 68
kapcsol6 -, 68
szin-, 68

Algebra Alaptétele, 114, 164
algebrai egész szdm, 19
masodfoku, 55

algebrai jelolések (fiiggvények), 18

algebrai szam, 229
algebrai testbovités, 229
alternélé

csoport,, 227
alternalé csoport, 37
asszocialt, elemek, 45

aszimptotikusan egyenld (fiiggvények),
228

Bézout tétele, 164
Bézout, Etienne, 164
BA axiémék, 184
bicikli, 47, 120

big oh, 10

Bolyai Farkas tétele, 11

Cantor tétele, 82

Cardano, Girolamo, 170

Cayley-tébla, 24

ciklikus csoport, 34

ciklikus rész-struktira, 183

csapalgebra, 68

csoport
Abel-, 31
alternéls, 37, 227
ciklikus, 34
diéder-, 96, 228
kvaternié-, 229
mellékosztalyai, 33
n-edrendii szimmetrikus, 231
normadlosztéi, 33
permutécié-, 36
szimmetria-, 36
szimmetrikus, 231
szimmetrikus-, 36
transzformécié-, 36
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Darboux tétele, 171
Darboux, Gaston, 171
De Morgan, Augustus, 68
-azonossagok, 68
diédercsoport
n -edrendii, 96, 228
végtelenrendii, 96, 228
diagonalizdlhaté matrix, 88
Diophantosz, 58
durvabb (reldcio), 15

egész (szam)
algebrai, 19
p-adikus, 44
egész szamok
paronként relativ prim, 17
relativ prim, 17
egytitthatok osszehasonlitdsa, 164
egyenesserreg, 73
egyenlo egyiitthatok, 164
egyenloség
relacio, 11, 228
egység, 45
ekvikonvergens sorozatok
Weierstrass szerint, 15
elojel
permutéciéé, 107
eldjel, transzpozicioé -e, 39
elem
asszocialt, -ek, 45
egység, 45
irreducibilis, 45
nulloszté-, 115
palydja (permutécié szerint), 38
prim-, 45
primtulajdonsagu, 45
rendje, 34
tobbszoros, -ek, 45
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zérus-, 115
elem rékovetkezoje, 22
elliptikus gorbék, 20
elnyelési tulajdonsagok, 7
eseményalgebra, 68
Fuklideszi, gytirt, 54
Euler (szamelmeéleti) tétele, 117
Euler-féle ¢ fiiggvény, 117
Euler-féle ¢ fiiggvény, 228

fiiggetlen halmazok (mindségileg), 8
fiiggvény, 9
algebrai jelolések, 18
linedris, 230
linedris raciondlis tort-, 230
magja, 19
multiplikativ, 107
multiplikativ (szdmelmeéleti), 50
raciondlis tort-, 230
szamelméleti, 50
totdlisan multiplikativ, 50
fiiggvények
kommutalnak, 18
félcsoport
szabad, 30, 228
féegyiitthato, polinomé, 168
féidedl, 33, 229
faktorizal, 62
Fermat (kis) tétele, 117
Fermat Nagy Sejtése, 117
Fermat’s Last Theorem, 117
Fermat, Pierre, 117
Ferrari, Ludovico, 170
fillér, 58
finomabb (reldcid), 15
FLT, 117
fogaskerék, 47, 120
formaélis hatvénysor, 44, 230
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free
semigroup, 30

Galois - test, 228
Gritzer Jozsef, 112
gyok
kozelitése, 171
tobbszoros, 176

gyoktényezos alak, polinomé, 168

gylri
Euklideszi, 54

héromértéki logika, 67
héromszogmaétrix, 230
H < dG, 33
halmaz

-algebra, 68

jOlrendezett, 22
hasonlé métrixok, 11
hatvdnyhalmaz, 229
hatvénysor

formalis, 44, 230
Horner elrendezés, 173

I<R, 53
idedl, 53
idedlis részgyfirii, 53
idempotencia, 68
idempotens
elem, 31
miivelet, 31, 68
intervallumfelezés

gyok meghatdrozdsara, 171
invarians tulajdonsag, 40

inverzié, 108
inverziészam, 111
involiicié

- miivelet, 68
involutorius miivelet, 31
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irreducibilis, elem, 45
jolrendezett halmaz, 22

korosztdsi polinom, 173
kortelikor, 112
koztes, raciondlis szamoké, 20
kapcsolodé algebra, 68
Ker(f), 19
kerékpar, 47, 120
kollinedris (pontok), 9
kombinett jaték, 39
kommutdlé elemek, 31
kommutélé fiiggvények, 18
kompatibilis
particio, 26
kompatibilis elemek
rendezett halmazban, 17
kompozicidhatvany, 29, 88
kongruencia
algebrai, 26
szamelméleti, 11
kongruens (-természetes szamok), 11
koplandris (pontok), 9
kvaternié - test, 229
kvaterniécsoport, 229

Lagrange Tétele, 101
Lehmer

Derrick Henry, 121

Derrick Norman, 121
leképezés, 9
linedris

fiiggvény, 230
linedris raciondlis tort

fiiggvény, 230
logika

héromértéki, 67
Loyd, Sam, 39
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matrix
diagonalizalhato, 88
matrixok hasonlésdga, 11
mérleg-elv, 93
miivelet, 9
idempotens, 68
involicio -, 68
mag, fiiggvény -ja, 19
maradékosztalyok, 231
redukalt, 231
medidn, raciondlis szdmoké, 20
megfeleltetés, 9
mellékosztaly, csoporté, 33
minoségileg fiiggetlen halmazok, 8
Morgan, Augustus De, 68
multiplikativ
fiiggvény, 107
fiiggvény, szdmelméleti, 50
inverz, 46
inverz (mod n), 46
szamelméleti fiiggvény
totdlisan, 50

négyzetgyok
permutaciéé, 38
négyzetmentes
polinom, 63
szam, 68, 94
Nagy Fermat Tétel, 20
nagy ordé, 10, 229
normalis
részcsoport, 33
normadlosztd, csoporté, 33
nullosztd, 115

o(a), 34
O(g), 229
oh (big), 10

orbit, 37

orbit, permutécié szerint, 38
ordo, nagy, 10, 229
oszthatod, az a elem b-vel, 45
oszthatdsagi probak, 47

p-adikus egészek, 44, 231
pélya, 37
pélya, permutdcio szerint, 38
parhuzamos
vektorok, 11
parcialis
fiiggvény, 9
leképezés, 9
particio, 10
kompatibilis, 26
permutaciéd
elojele, 107
inverzidszama, 111
négyzetgyoke, 38
permutécié-csoport, 36
polinom
féegyiitthatéja, 168
gyoktényezos alakja, 168
Horner elrendezése, 173
korosztdsi, 173
tobbszoros gyoke, 176
power set, 229
primelem, 45
primtulajdonsagu, elem, 45
primitiv gyok (mod p), 46

Q(w), 19

R[[x]], 44
rakovetkezo, 22
rész-struktira
ciklikus, 183
részcsoport
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normalis, 33
részgylril
idedlis, 53
raciondlis tort
fiiggvény, 230
redukalt
maradékosztélyok, 231
redukalt tort, 20
regula falsi, 171
relacio, 9
durvédbb, 15
egyenloség, 228
finomabb, 15
hatvényai, 12
teljes, 231
tranzitiv lezartja, 12
univerzalis, 231
relativ prim
egész szamok, 10, 17
paronként, 10
paronként - - egész szdamok, 17
rend (csoportelem -je), 34
Riemann -féle R(x) fiiggvény, 20
Ruffini, Paolo, 170

semigroup
free, 30
sgn, 107
sgn( ), 39
signum, transzpozicié -a, 39
singleton, 99
successor, 22
sugarsor, 73
szinalgebra, 68
Szam
négyzetmentes, 68
szamelméleti fiiggvény, 50
szabad
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félcsoport, 30, 228
szimmetriacsoport, 36
szimmetrikus

csoport, 231

n -edrendii, 231

differencia, 7
szimmetrikus csoport, 36
szubtrakcio, 186

tobbszoros

elem, 45

gyok, 176
tort, redukalt, 20
tortrész

fiiggvény, 142

valés szdm -e, 142
térusz, 1-dimenzios, 229
Tartaglia, Nicolo F., 170
teljes

- relécié, 231

reldcio, 11
test

algebrai bovitése, 229
titkosiras, 20, 51, 61
totdlisan

multiplikativ fiiggvény, 50
totédlisan multiplikativ (fiiggvény), 55
trajektoria, 37
trajektoria, permutécié szerint, 38
transzformécié-csoport, 36
transzpozicié, 36

eldjele (signum), 39
tranzitiv lezart, relacié -é, 12

univerzalis
- relécié, 11, 231

végszeriien egyenlo sikidomok, 11
Vieta formuldk, 79
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Weierstrass, Karl Theodor Wilhelm,
15

xf, 18

Z[a], 19
Z[a], 134
zéruselem, 115





