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Bevezetés

Konyviink a Veszprémi Egyetemen Miiszaki Informatikus szakos hallgatéinak
tartott bevezeto6 jellegi eldaddsok alapjan késziilt, azok kibovitett véltozata,
de tartalmat gy prébaltuk osszedllitani, hogy més egyetemek mérnok-, tandr-
vagy programtervezo szakos hallgatéi is sikerrel forgathassdk, nem csak vizs-
gakra val6 késziilésiik alkalméval, hanem az egyetem elvégzése utén is.

A matematika cimben szerepld ”diszkrét” (latin eredetil) jelzéjét ”elkiils-
niilt”, 7kiilonalle” -nak kell forditanunk: véges halmazokkal foglalkozunk("),
amiknek elemeit lehet ”elkiiloniteni” . (Vagyis (elsésorban) az analizisre és
valészinfiségszamitdsra jellemz6 ”folytonos” jelzd ellentétérol van szé.)

Két nagy dga a kombinatorika és a grdfelmélet.

A kombinatorika a véges halmazok megszdmldlasanak, leszamldldsanak
tudomsnya®). Ne feledjiik azonban, hogy véges halmazokat dltaldban nem
olyan egyszerti megszamolni, mint példaul amikor kirdnduléds végeztével ha-
zafelé zoknijaink szamét ellenérizziik, ugyanis véges halmazok mérete akar
100" ¢s még kicsit” nagyobb is lehet ... | Gondoljuk csak meg: a Vildg-
egyetem atomjainak szdma is véges, vagy az alig millié atombdl allé6 DNS
molekuldt alkoté két atomcsoport-par hdnyféle valtozatos élolényt tud koé-
dolni, vagy akdr az ABC 24 bet{ijéb6l hanyféle valtozatos, legfeljebb 1000
oldalas konyvet lehet megirni, vagy emlékezziink a sakkjaték feltaldloja altal
kért (teljesithetetlen) jutalomra(®).

A példakat barki soksig konnyedén sorolhatnd. Hasonléan nagy kife-

1) A 7véges matematika” sajnos kicsit mas tudoméanyteriiletet takar, ezért hasznélatos
a "diszkrét” jelzo.

2) a "kombinatorika” latin eredetii sz6, jelentése csoportositds, rendezgetés (1d. még a
kombindcid sz6 magyardzatat a 2.3. alfejezetben).

3) A sakktdbla elsé mezéjére csak 1 buzaszemet, a masodikra csak 2 -6t, és minden
tovabbi mezoére kétszer annyi szemet kért mint az azt megel6zbére. A hatvannégy mezdn
igy Osszesen csak 2% — 1 szem, azaz koriilbeliil 1,2 - 102 m3 biizédt kért a feltaldls, a
hagyomdny szerint.

X



X BEVEZETES

jezésekkel a Stirling formuldndl, n! -nal, binomidlis egyiitthatéknél, pon-
tosabban az egész konyvben szinte minden lapon taldlkozhatunk. Igy nem
meglepd, hogy a megszamldlasok fortélyaival a 2. Fejezettdl kezdddden hét
fejezeten keresztiil tobb mint 170 oldalon foglalkozunk (azért ”csak” ennyi,
mert ez csak egy bevezetd konyv(4).)

A grafelmélet, dltaldnos iskolai ismereteinkkel ellentétben nem pontok
és vonalak ”tudomdnya”, hanem sokkal éltaldnosabb: egy (tetszbleges) hal-
maz elemeivel (valamik, objektumok, nem csak térgyak) és a kozottik levd
kapcsolatokkal foglalkozik. A kapcsolatok els6 kozelitésben lehetnek egysze-
riiek (vagy van vagy nincs), vagy dltaldnosabban sokfélék (”szinezettek”).
Az elmélet (nemtrivialis) alapjait 15 Fejezetben ismerheti meg az Olvasd!

Tudoma&sunk szerint olyan magyar nyelvii korszer{i, modern, atfogé iro-
dalom, mely kénnyen hozzéférhetd minden egyetem hallgatéinak nincs. Haj-
nal Péter [HaPé, 97| Grafelmélet c. konyve ugyan kivétel, de matematikus
hallgatéknak sz6l6 inkdbb elméleti mii, kombinatorikdbdl pedig koriilbeliil 30
éve jelent meg osszefoglalé ”modern” konyv.

Konnyen érthetd, elsésorban mérnokoknek szoélé konyvet széndékoztunk
frni. Gyakorlati alkalmazédsokra, az algoritmikus szemléletre is igyekeztiink
nagyobb stlyt fektetni, kiillonosen a grdfelmélet részben. Emellett, amikor
csak tehettiik, a diszkrét matematika alkalmazdsaiba, a matematika mads
dgaival valé kapcsolatainak révén mads teriiletekre is elkalandoztunk, néha
torténeti megjegyzéseket és érdekességeket is bdoven frtunk. Reméljiik, ez
nem valik az Olvasék kardra, hiszen a kiilonb6z6 tudoményteriiletek kozotti
Osszefiiggések [éte, valtozatossdga hozzdk a legmeglepdbb, legnagyszeriibb
felfedezéseket. Roviden: ha valaki (csak) vizsgdra késziiléskor veszi el a
konyvet, kihizhat(®) beléle. Ismételjiik azonban: konyviink bevezetd jellege
miatt még igy is csak vazlatosan tudjuk érinteni a diszkrét matematika fobb
fejezeteit!

Mivel konyviinket elsésorban egyetemi hallgatéknak széntuk, feltételez-
ziikk a szokdsos 1. éves egyetemi analizis- és linedris algebrai tananyag is-
meretét (komplex szémok, egyviltozds fliggvények derivéldsa és integréldsa,
végtelen sorok, parcidlis tortekre bontds mdédszere illetve absztrakt vektorterek,
koordindtak és bazistranszformédciok, linedris leképezések, sajatértékek és -
vektorok, matrixok diagonalizaldsa).

4) Javasoljuk a mondottakat az Olvaséknak (hallgatoknak) vizsgdra késziilés el6tt
megszivlelni.
5) Most még idében szélunk: csak az eldadé utasitdsainak megfeleléen !
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Konyviinkben nem csak szdrazon kozoljiik a tényeket (”definicio, tétel,
megjegyzés” ), hanem elbaddsszer(i, kbzvetlen stilust vilasztottunk (taldn
sikeriilt), még ha néha tilmagyardzds vadja is érhet benniinket. A kozolt
rovid életrajzi adatok tdjékoztato jellegiiek, bovebb adatok példdul a

WWW-HISTORY.MCS.ST-AND.AC.UK /HISTORY /MATHEMATICS
cimen is taldlhatok.

Béar minden fejezet végére igyekeztiink par gyakorlé feladatot elhelyezni,
ezek sokszor csak érdekességek, gyakorlas céljara els6sorban a szerzo [Sz 1 s, 97]
valamint Hajnal Péter [HaPé, 97] feladatgytijteményeit ajénljuk.

Felhivjuk a figyelmet, hogy a konyv legvégén taldlhaté dltaldnos irodalom
tételeire a részletesebb [név, évszam/ szerkezetii hivatkozasok utalnak, mig az
egyszeriibb [betiik] alaki hivatkozasok az egyes fejezetek végén levd specidlis
irodalomjegyzékre utalnak.

Halas koszonet illeti nagyszertt ELTE-s tandromat, Dr.Simonovits Mik-
16s-t, és bardtaimat, Dr.Hujter Mihaly -t és Dr.Hajnal Péter -t, akik
barati és szakmai tdmogatdsukkal lehetévé tették a konyv megsziiletését!

Koszonet tovabbi kollégdimnak és bardtaimnak, Dr.Tarjan Klara -nak,
Dr.Désa Gyorgy -nek és Réka Sandor -nak, akik a kézirat alapos (és
faradsdgos) atolvasdsdt véllalva szamtalan helyen javitottdk a konyv tar-
talmat. Koszonom az EFOP-3.4.3-16-2016-00009 azonosité szamu pélysdzat(®)
tdmogatdsat is!

A konyv szedését, tordelését, nyomtatdsat LATEX (pontosabban SCIEN-
TIFIC WORKPLACE) 7 segitségével” (7) a Szerzo sajatkeziileg végezte.
Az Olvaséktol barmilyen észrevételt, hibét, javaslatot, megjegyzést a Szerzo
orommel fogad.

Veszprém, 2021. janudr

Dr. Szalkai Istvdn
SZALKAI@QALMOS.UNI-PANNON.HU
Pannon Egyetem

Matematikai Tanszék

6) "A felséfoku oktatés mindségének és hozzaférhetéségenek egyiittes javitdsa a Pannon
Egyetemen"
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0.1. Altaldnos jeldlések

N,Z,Q,R,C — rendrea természetes-, egész-, raciondlis-, valds- és
komplex szédmok halmaza, ahol 0 € N

R, — anemnegativ valés szdmok halmaza

n — azn €N természetes szdmot néha azonositjuk az {1,...,n} C N
halmazzal , és csak egyszeriien n -et frunk(”)

|A| vagy néha #A — a tetszbleges (véges) A halmaz szdmossdga (ele-
meinek szdma)

f:A—=B = f:A— B, ffiggveény, és Dom(f) C A (azaz nem
kotjiik ki, hogy Dom(f) = A )

P(A) = {X: X C A} — az A halmaz hatvanyhalmaza, azaz

(6sszes) részhalmazdnak csalddja (halmaza)

AB:={f:A— B, f figgvény}

AF — az A (tetszbleges) halmaz k -adik Descartes®) hatvénya, k € N

A%:= {0} — az A halmaz 0 -adik Descartes hatvanya(®)

A =gy A" —  az A halmazbdl képezhet Osszes, véges sorozatok
("szavak”, stringek) halmaza

AN .= N4~ az A halmazbdl képezhetd osszes, végtelen sorozatok
(mint a matematikai analizisben) halmaza

[A]F == Py(A) == {X C A:|X| =k} - az A halmaz k elemi

részhalmazainak (sziikitett hatvany-) halmaza, A tetszoleges halmaz, k € N
tetszoleges természetes szam

") tehat most nem a halmazelméletben szokdsos n = {0,...,n — 1}  (azaz n = ”az 6t
megelézbek halmaza”) elvet kovetjiik!

8) René Descartes (1596-1650) francia filoz6fus, matematikus és fizikus. A ter-
mészettudomdnyok deduktiv (kovetkeztetd) megismerését hirdette. Bédr a jolismert,
réla elnevezett koordindtarendszer alapjai maéar eldtte is ismertek voltak, de réla irt
miive hatdsdra kezdtek kortdrsai és a késébbi matematikusok e mdédszerrel intenzivebben
foglalkozni.

9) ekkor ugyanis mar n = 0 esetén is igaz lesz az A" ! = A" x A sszefiigges.
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[A]sF := P (A) = {X C A:|X| <k} - az A halmaz legfeljebb k
elemii részhalmazainak (sziikitett hatvany-) halmaza, A tetszoleges halmaz,
k € N tetszoleges természetes szam

[a,b] :={z€eR:a<x<b}CR - zért intervallum
(a,b):={r€eR:a<x<b} CR - nyilt intervallum
[z] ;== |z] := azx € R valds szdm alsd egészrésze, azaz a legnagyobb,

2 -nél nem nagyobb egész szdm

[x] ;= az x € R valds szdm felsé egészrésze, azaz a legkisebb, x -nél
nem kisebb egész szam
O(f) — (olv: "nagy ords f7) - 7koriilbelill” f, ahol f: N — R,

fiiggvény. (A pontos definiciét [SzIs, 01] IIL. rész 2.1. Definicigjaban adjuk
meg.)
f(=z)

f~gqg — fésg aszimptotikusan eqyenld, azaz ha lim OB 1
HF — Haézi Feladat
Q.E.D. — Dbizonyitds vége. (Sz6 szerint: Quod erat demonstrandum

= amit bizonyitani kellett (latin).)

[0 — definicid, allitas, tétel, bizonyitds, megjegyzés, egy nagyobb gon-
dolati rész vége  (akkor is, ha az allitdst nem bizonyitjuk).
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1. fejezet

Halmazok

HALMAZALGEBRA ELEMEI: VENN-DIAGRAMOK, ALAPMUVELETEK ES ELE-
MI TULAJDONSAGAIK, CANTOR TETELE. BOOLE-ALGEBRAK. HALMAZOK
MINOSEGI FUGGETLENSEGE ES VEGES BOOLE-ALGEBRAK SZERKEZETE.

Mielott a kovetkezo fejezettel kezdddden a sokféle 6sszeszamldldsi méd-
szerrel és segédeszkozzel megismerkednénk, jelen fejezetben magukat a hal-
mazokat vizsgdljuk meg kicsit kozelebbrél. Bar csak futé megjegyzéseket
tesziink, mind diszkrét matematikai mind algebrai tanulményainkban sem
lesznek haszontalanok az aldbbiak.

1.1. Halmazok definiciéja

Mi is a halmaz, amit mér sok éve haszndlunk matematikai szamitdsaink
sordn, sot még azt is hallottuk, hogy az egész matematika felépitheté mindosz-
sze a halmaz és eleme fogalmak segitségével? Konyviinkben csak vézolni
tudjuk a halmazelmélet axiomatikus preciz bevezetését, elsdsorban csak a
kozépiskolai naiv definicié (” halmaz = azonos tulajdonsdgu elemek dsszessége”)
hibdira hivjuk fel a figyelmet. Mert mi is az a "tulajdonsdg” , az ”elem” vagy
7 osszesség” | de még taldn az ”azonos” sz6 is preciz magyardzatot igényel ...
Réadadsul Cantor alabbi tétele sem sok jot igér:

1.1. Tétel (Cantor)): Nem létezik olyan halmaz, mely (a "vildg”)
minden elemét tartalmaznd.

1) Georg Ferdinand Cantor (1845-1918) német matematikus, a modern matematika
egyik el6futdra, az axiomatikus halmazelmélet megteremtdje. O vizsgdlta eldszor precizen

3
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Bizonyitas: Indirekte tegyiik fel, hogy Z mégis olyan halmaz, ami a
vildg minden elemét tartalmazza.
A halmaz definiciéja szerint ekkor azonban az

Yi={zxeZ|x ¢z} (1.1)

képlettel definidlt ”valami” is halmaz, hiszen ”6sszesség” a {} jel miatt, az
x ¢ x képlet egy nyilvanval6an értelmes tulajdonsdg (még példdkat is kony-
nyen taldlunk), és Z elemei biztosan jok ”elemek” -nek.

7 definicidja szerint mindent tartalmaz, igy YV -t is: Y € Z . Ekkor mér
csak azt kell eldonteniink, hogy Y eleme 6nmagénak vagy sem, azaz ¥ € YV
vagy Y ¢ Y , més eset nem lehet(?),

I. eset: HaY ¢ Y | akkor (Y € Z miatt) YV kielégiti az (1.1) definici6
belsejében szerepld "x € Z | x ¢ 27 tulajdonsdgot, vagyis eleme ezen tulaj-
donsdgu elemek halmazénak, Y -nak. De ez Y € Y -t jelent, ami ellentmond
az Y ¢ Y feltételnek.

II. eset: Y € Y esetén pedig Y nem elégiti ki az (1.1) definicié belse-
jében szereplo tulajdonsdgot, vagyis nem eleme ezen tulajdonsdgi elemek
halmazanak, Y -nak. Képletben ez Y € Y -t jelent, ami ismét ellentmond
legutébbi feltevésiinknek, Y ¢ Y -nak.

Mindkét esetben ellentmondésra jutottunk, ami az indirekt feltétel helyte-
lenségét, azaz a bizonyitds végét mutatja. [

A tétel szerint a szokdsos naiv "definicié” (azaz ”halmaz = azonos tu-
lajdonsagu elemek dsszessége”) biztosan helytelen, hiszen szerinte Z -nek is
halmaznak kellene lennie ... . A matematikai logika eszkozeivel kikeriilhetjiik
majd a fenti és hasonl6 ellentmondésokat. (Durvén fogalmazva Z mér til
nagy ahhoz, hogy "halmaz” lehessen, minddssze csak ”osztdly”.)

Izelit6iil megmutatjuk a halmazelmélet néhany axiémajat és azok néhany
elemi kovetkezményét.

1.2. Definicié (Axiémadk): i) A halmaz és az eleme (€ — reldcid)
fogalmakat nem definidljuk (alapfogalmak). Minden vizsgdlt objektum hal-

a végtelen szdmossdgokat, melyekrdl részletesebben [HS] vagy [HH] -ban olvashatunk.
Kontinuum-hipotézis néven ismert problémajat (azaz ”van-e R -nek olyan X részhalmaza,
melynek szdmossdga N és R szdmossdga kozott van, azaz [N| 5 |X] £ [R|”) csak 1960 -ban
oldotta meg P.J.Cohen amerikai matematikus: ”Tétel: A wvdilasz a matematika szokdsos
alapfeltevései (axiomdi) kézott nem adhaté meg ! 7 (Az éltala felfedezett dltaldnos maéd-
szerrbl, a forszolds -r6l magyar nyelven [H.JSz] -ben olvashatunk roviden. )

2) 1d. az 1.2.(ii) Axiémét
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maz, lehet eleme eqy masik halmaznak, nincs “elem” és “halmaz” megkiilon-
boztetés.

ii) Tetszoleges x és A esetén az v € A és az v ¢ A relaciok kozil
pontosan az egyik teljestil.

Eqy tetszbleges A halmaz pontosan akkor egyértelmilen megadott vagy
meghatdrozott, ha tetszdleges x esetén az x € A és az x ¢ A reldciok koziil
egyértelmi hogy melyik dll fenn.

iii) Két tetszbleges A , B halmaz pontosan akkor azonos, A=B , ha
tetszoleges x esetén az x € A és az x € B reldcidk ugyanakkor teljesiilnek
(ill. nem teljestilnek).

iv) Egy tetszbleges A halmaz iires halmaz, ha minden x esetén x ¢ A
teljestil. U

A halmazelmélet szokdsos, Zermelo-Fraenkel®) — féle dsszes axiomajat
részletesen példaul Hajnal Andrds és Hamburger Péter [H H| konyvének
kozepén az Appendixben olvashatjuk el.

1.3. Allitas: Ures halmaz (legfeljebb) csak egy lehet.

Bizonyitas: Ha A és B mindkett6 iires halmaz, akkor minden x esetén
az x ¢ A és az x ¢ B reldcick mindegyike teljesiil, vagyis a (iii) axiéma
szerint A= B . [

Bar kozismert, de ismét felhivjuk a figyelmet: a halmaz elemeinek megada-
si médja lényegtelen, sot elemeket tobbszor felsorolva sem valtozik a halmaz
" osszetétele”: csak az a fontos, hogy a halmaznak mely ”valamik” az elemei!

Néhany angol elnevezés: set = halmaz, ground set = alaphalmaz, sub-
set = részhalmaz, empty set = iires halmaz, power set = hatvanyhal-
maz, intersection = metszet, wunion = unié, complement = komplementer
(#compliment=bok), cardinality of A = A szémossdga.

Most pedig a halmazok kozotti muveleteket nézziik meg kozelebbrol.

3) Ernst Zermelo (1871-1953) 1903 -ban alkotta meg a halmazelmélet ma elfogadott
axiémarendszerét, Adolf Fraenkel (1891-1965) német matematikus 1921 -ben kelt leve-
lében bizonyitja be elészor a kivdlasztdsi axidma (Axiom of Choice=AC) fiiggetlenségét,
azaz sziikségességét, innen a ZFC axiémarendszer elnevezése.
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1.2. Boole - algebrak

A szokdsos halmazmiiveleteket ismertnek tekintjiik, barmelyik (kozép- vagy
altaldnos iskolai) tankonyvben, részletesebben esetleg Urban Jénos [UJ] vagy
Hémori Mikl6s [H M| konyveiben elevenithetjiik fel ismereteinket. Néhény
gyakorlé feladat a szerzd [SzIs,97] feladatgyfijteményében is taldlhato.

A Venn®) - diagramokkal is mdr taldlkozhattunk: a halmazok elemeit
iréasztalunkonk gy helyezziik el, hogy ceruzavonallal koriil tudjuk keriteni
az azonos halmazba es6 elemeket, tobb halmazba es6 elemeket természetesen
kiilonb6z6 szinli vonallal is kortilkeritve, végeredményben igy tobb kiilon-
b6z6 halmaz kozotti kapcsolatot tudunk vizsgédlni. A moédszer nem csak
kisiskoldsok szamadra ajanlott, hiszen Stone 1.11. tételében a diagramok jo-
gossagarol szélunk, mig Griinbaum 1.15. tételében iigyes rajzoldsuk miként-
jével foglalkozunk.

A halmazmiiveletek legfontosabb tulajdonsdgait az alabbiakban foglaljuk
ossze. (A komplementer miivelet miatt egy I alaphalmazt kell elére rogzite-
niink, amely tartalmazza az Osszes dltalunk hasznélt halmazt.)

1.4. Allitas: Tetszbleges A, B,C C I halmazokra teljesiilnek az aldbbi
azonossdgok:

kommutativitds AUB=BUA (BA1)
ANB=BnNA (BA2)
asszociativitas AUu(BUC)=(AuB)UC (BA3)
AN(BNC)=(AnB)nC (BA4)
disztributivités AUu(BNC)=(AuB)Nn(AUC) (BA5)
AN(BUC)=(ANB)U(ANC) (BAG6)
elnyelési tulajdonsédgok AU(ANB)=A (BAT)
AN(AUB)=A (BAS8)
() és I tulajdonsagai AUA=1T (BA9)
ANA=0 (BA10)
AUdp=A (BA11)
AND =10 (BA12)
AUT =1 (BA13)
ANI=A (BA14)

U

4) Johann Venn (1834-1923) angol lelkész 1880 -ban irt cikket a réla elnevezett abrak
pedagdégiai alkalmazdsardl, bar Euler mar tobb mint szdz évvel el6tte hasznélta ezeket a
halmazdbrékat.
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A fenti tulajdonsdgokat barki konnyen beldthatja (akédr a halmazmiiveletek
"szébeli” definicidja alapjan, akir Venn-diagramok segitségével), sét sok mas
azonossdgot is konnyii taldlni és azokat is igazolni.

Sokkal hasznosabb azonban, ha a tovdbbi azonossdgokat megprébaljuk a
fentiekb6l levezetni (bizonyitani), és észrevessziik, hogy még sok més két- és
egyvaltozos miivelet is teljesiti a fenti (BA1)-(BA14) tulajdonsdgokat — igy
a beldliik levezetett mas azonossdgokat is.

Az aldbbi fogalmak és mdédszerek, tételek az absztrakt algebra korébe tar-
toznak, amit még vdzlatosan sincs médunk érinteni, csak az dltalunk emlitett
fogalmakat vazoljuk roviden.

1.5. Definicié: Ha a H nemiires halmazon (alaphalmaz) adottak az
fi, ..., fm mitveletek (azaz f; : H™) — H egy 7(i) -vdltozds fiigguény),
Ry, ..., R, relaciék (azaz R; C H™Y) | w(j) -vdltozds) , akkor az

A= (H, f1, e, fns R1y ooy Ry)

rendezett (1+m+n) -est algebrai struktirdnak nevezzik. A struktdrdban
szereplo ¢ € H konstansok (kitiintetett elemek) 0 -vdltozds fiiggvényeknek
tekinthetok, azaz 7(i) = 0 a megfelelé i -re. Az A algebrai struktira tipusa

type(A) := (7, 7)

mutatja meg azt, hogy a miweletek és a relacick hany vdltozésak (és hdny
konstans elem van a struktdrdban). O

1.6. Definicié: A B = (H,V,A,,|,0) struktira Boole!®)-algebra
(BA), ha tipusa ((2,2,1,0,0),()) (azaz a V, N miweletek kétvaltozdsak,
- egyvdltozés H -n, |,0 € H konstans elemek), és az 1.4. Allitas (BA1)-
(BA14) tulajdonsdagai (a Boole - algebra axiémai) teljesilnek (értelem sze-
rtien az U, N, , 1,0 helyére rendre V,\, =, |, o0 -t irva).

Az U dll. vV miuwveletet dltaldban konjukcidnak, a N ill. N miweletet
diszjukciénak, a ~ ill. = miweletet komplementernck, mig az I,() illetve
|, 0 elemeket egység- illetve nullelemnek hivjik. 0

5) Georg Boole (1815-1864) angol matematikus, a formalis algebra elsé kutatéja, a
matematikdban hasznélatos ”logikus gondolatmenetek” torvényszeriiségeit vizsgdlva ju-
tott el a matematikai logika megalapozasdhoz, a réla elnevezett algebrai struktirdk segit-
ségével.
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Megjegyezziik, hogy miiveleti jelek (szimbdélumok) formdja lényegtelen,
csak tulajdonsagaik (a (BA1)-(BA14) axiémék) a lényegesek, mint a mostani
példédban is ldthato.

1.7. Példdk: (a) Mint lattuk, a szokdsos halmazmiweletek Boole-
algebrat alkotnak: tetszoleges I halmaz esetén: H := P(I) az I hatvényhal-
maza (0sszes részhalmazdnak halmaza), V, A, —, |, o pedig rendre a szokdsos
U,Nn,”, 1,0 . Ezt a Boole- algebrat halmazalgebranak nevezziik, és Pr -vel
jeloljiik.

(b) Legyen tetszoleges I # () halmaz esetén X C P(I) olyan halmazrend-
szer I részhalmazaibol (azaz I méhdny részhalmazénak halmaza), mely zart
a halmazmiiveletekre és tartalmazza I -t (azaz tetszbleges A, B € X esetén
AUB, ANB, A € X, valamint I € X, ekkor persze )} = I € X). Ekkor
konnyen meggondolhaté, hogy az X' := (X, U,N,”,I,0)) struktira is Boole-
algebra. Hiszen a halmazmiiveletek tulajdonsdgai minden halmazra igazak,
vagyis X elemeire is, igy a (BA1)-(BA14) axiémdk X -ben is teljesiilnek, az
X alaphalmaz zdrtsdga pedig biztositja, hogy tetszoleges A, B,C' € X  hal-
mazok esetén az axiémdkban szerepld AU (BNC) , stb. halmazokrél X' -ben
egyaltaldban mondhassunk valamit.

Az X struktira alaphalmaza csupdn a Pz struktira alaphalmazédnak
részhalmaza, azaz X CP(I) , a miiveletek mindkét strukturdban azonosak,
ezért az X -et a Pr részstruktiriajanak mondhatjuk és roviden X < Pr
-vel jeloljiik.

(c) Mint jolismert, a logikai miweletek (”és”,”vagy”,”nem” /tagadés/) is
Boole algebrat alkotnak, azaz a H := {h,i} (hamisjigaz), V :="vagy”,
A:="7és" , = :="nem” ,|:=1i,0:=h vélasztassal teljesiilnek a (BA1)-
(BA14) axiémak.

(d) A hdromértékt logika alaphalmaza H = {h,k,i} = {0,3,1} (k
a kvdzi (félig) igazsdgnak felel meg), a miiveletek a U b := max{a,b},
ab := min(a,b), @ := 1 —a . (Csak kvdzi-BA, mert (BA9) és (BA10) nem
teljestilnek.)

(Hasonl6an lehet értelmezni a tobb-, sét végtelen értékil, altaldban pedig
Boole- értékit logikat!)

(e) Legyen N € N egy tetszoleges négyzetmentes szém (azaz egyik prim-
tényezdje sem szerepel 1 -nél magasabb hatvényon), és legyen H := {N
oszt6i}, tovabbd legyen tetszoleges a,b € H (azaz a és b oszt6i N -nek)
esetén a V b := Inko(a,b) , a Ab := lkkt(a,b) (legnagyobb kozos osztd
és legkisebb kozos tobbszorss), a := £ | | .= N és o := 1. Mint

a
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beldthato, az igy definialt (H,V, A, -, |,0) struktira is Boole-algebra (mely
a szamelméletben jatszik fontos szerepet).

(f) Legyen Q egy tetszoleges eseménytér, és legyen H := P(Q) (azaz
H elemei pontosan az 2 -beli események). Jelolje V, A, —,|,o rendre az
események Osszegét, szorzatdt, tagaddsdt, a biztos és lehetelen eseményt.
Valosziniiségszamitdsai tanulményaink szerint az igy kapott eseményalgebra

is teljesiti a (BA1)-(BA14) axiémakat, azaz ismét Boole algebra.

(g) Ismert és fontos példak a kapcsold- és csapalgebrik: villanykap-
csolok és vizesapok soros, parhuzamos ill. forditott miikodésii kapcsoldsa,
ahol I =dllandd dramlds (" cs6torés”) és ) =nincs dram. Igen, ezek azonosak
(izomorfak) a (c) pontban leirt logikai miiveletek Boole- algebrajaval. (Boole-
algebrék izomorfizmuséval az 1.10. Definiciéban és az 1.11. Tételben foglal-
kozunk.)

(h) A szinek keverésekor is van egy alaphalmazunk (a lehetséges kiin-
duldsi és kikeverhet$ szinek halmaza), az V és A miiveleteket megfeleltet-
hetjiik az additiv és szubtraktiv keverésnek, a — miiveletet a komplementer
(kiegészit6) szinnek, természetesen I :=fehér és () :=fekete.

(i) Felhivjuk a figyelmet, hogy a valds szamok szokdsos Osszeaddsa és
szorzésa nem teljesiti a (BA1)-(BA14) axiémékat (hazi feladat az Olvasék-
nak), azaz nem Boole algebra !

Az alabbi tulajdonsdgok csak a (BA1)-(BA14) 6sszefiiggések felhasznéldss-
val levezethetdk, igy nem csak a halmazmiiveletekre, hanem a fenti konkrét
Boole-algebrdk mindegyikére is igazak.

1.8. Allitas: Tetszbleges (H,V,A,—,|,0) Boole-algebra tetszbleges
a,b € H elemeire teljesiilnek az aldbbi azonossdgok:

(a) aVa=a, aNa=a (V és A idempotensek)
(b) e =a (= involicio)
(¢) avVb=|ésaAb=o akkor b= -a (— unicitdsa/egyértelmiisége)
(d) =(aVb)=—-aAN-b
(e) =(aAb) =—-aV —b (De Morgan azonossdgok)
(t o & —o—|
] (6)

Koénnyen meglehet, hogy a kedves Olvas6 més konyvet fellapozva a Boole-
algebrak definicigjaban nem a fenti (BA1)-(BA14) axiémakat taldlja, hanem
néhanyuk helyett a fenti (a)-(f) valamelyikét. Az igazsdg az, hogy azon mds

6) Augustus De Morgan (1806-1871) angol matematikus
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axiémarendszerek ekvivalensek a fenti (BA1l)-(BAl4) axiémarendszerrel:
mindegyik axiémarendszerbdl levezethetd a mésik axiémarendszer 6sszes axi-
6méja (és hasonléan a (BA1)-(BA14) rendszerbdl is levezetheték méds rend-
szerek axiémai), {gy annak minden kivetkezménye is levezethetd a kiinduldsi
axiomarendszerbol. Vagyis Boole - algebrak emlitésekor nyugodtan gondol-
hatunk a (BA1)-(BA14) axiémékra (és a fenti (a)-(f) kovetkezményekre is).

Most néhény sorban felsoroljuk a Boole- algebrak elméletének legfontosabb
eredményeit, de nem &art tudnunk, hogy a Boole-algebrdk szoros kapcsolat-
ban vannak az (algebrai) halékkal, és mind a Boole- algebrék, mind a halék
elmélete az absztrakt algebra jelentds részei. Boole- algebrakrodl részlete-
sebben Urbén Janos [UJ] kényvében vagy (szinte) barmelyik absztrakt al-
gebra konyvben olvashatnak az érdekl6dok.

1.9. Tétel (a Dualitds Elve):  Legyen ® egy olyan egyenldség (for-
mula), mely a Boole- algebrak nyelvén van felirva (azaz csak a V,N\,—,|, 0
jeleket, vdltozo- és zardjeleket tartalmaz, és az = jelet) és a vdltozok minden
lehetséges értékére igaz (azaz azonossdg). Cseréljik fel ® -ben az V és N
jeleket, valamint az | és o jeleket, a tobbi jelet hagyjuk viltozatlanul. Ekkor a
® azonossdg igy kapott ®” dudlisa is azonossdg, azaz ®” is igaz a valtozok
manden értéke esetén.

A tétel részletes bizonyitdsa elég hosszadalmas, igy csak annyit emlitiink
meg, hogy ha & azonossdg, akkor (Godel(”) teljességi tétele szerint) levezet-
het a (BA1)-(BA14) axiémakbol, és mivel ezen axiomak kozott mindegyiknek
szerepel a dudlisa, ezért nyilvan ® dudlisa, ®” is levezethetd az axiéméakbol,
vagyis ®” is igaz a valtozok minden értékére (a logikdban tanult Igazsag Tétel
szerint), vagyis szintén azonossag. [

A fenti tétel szerint, ha sikeriilt egy egyenléségrol (valamilyen maédon)
megmutatnunk, hogy a valtozok minden lehetséges értéke esetén igaz (vagyis
azonossdg), akkor vele parhuzamosan mér egy ijabb azonosségot is felfedez-
tiink, az azonossag dudlisat, s6t be is bizonyitottuk azt! Igy példaul elég az
egyik DeMorgan azonossagot bebizonyitanunk, vagyis hazifeladataink szamét
is csokkenthetjiik ezaltal.

Gondoljuk csak meg: Boole - azonossigokat az igazsagtdblazat (a val-
tozok Osszes lehetséges értékének megvizsgdldsa) segitségével ugyan 100% biz-

) Kurt Goédel (1906-1978) német matematikus, a modern matematikai logika
megalapozdja, 1930 koriil bizonyitott tételei a modern logika alaptételei
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tonsdggal elvégezhetjiik, de n valtozoé esetén ez O(2") lépést®) jelent. Példaul
n = 50 esetén "csak” évekig, n = 100 esetén pedig mar évmillidrdokig kellene
varni mig szuperszamitégépiink befejezné megszakitds nélkiili éjjel-nappali
futdsét! (Ez szemléletesen latszik [SzIs, 01] az A Fiiggelék tablazatabol.)

A kovetkez6 tétel a "kiilonbozd” Boole-algebrak szerkezetének (struk-
turdjanak) ”azonossagardl” szol, egy un. struktdratétel. Elbtte azonban
a Boole- algebrék ”azonossagét” (izomorfidjat'®))  kell roviden precizen
definidlnunk.

1.10. Definicié: Két tetszoleges B = (B,V,\,—,|,0) és C = (C,L,
M, 1, T,0) Boole- algebra izomorf, jelben B = C , ha létezik alaphal-
mazaik kozott eqy f : B — C kélcsondsen egyértelmt megfeleltetés, amely a
miweletekkel dsszhangban van (miivelettarté bijekcid, wvagyis izomorfiz-
mus) : minden a,b € B esetén f(aVvb) = f(a)Uf(b), f(anb) = f(a)Tf(b),
f(ma)=1f(a) e f()=T, flo)=0. m

1.11. Tétel (Stone'?), 1936): Tetszbleges Boole- algebra izomorf egy
halmazalgebra valamely rész- (Boole-) algebrdjaval. [

(A halmazalgebrakat az 1.7.a/ pontban, mig rész- Boole-algebraikat az
1.7.b/ példaban definidltuk.)

Természetesen az 1.7.a) példdban leirt halmazalgebrék alaphalmaza H =
P(I) szamossaga 2! | azaz 2 -nek egy hatvanya, és mivel nem minden Boole-
algebra elemszdma 2 hatvdnya, ezért a fenti Tétel csak rész- Boole-algebrakkal
val6 izomorfizmust biztosithat dltalaban.

Az 1.7. pontban szereplé mindegyik példarsl konnyen belathatjuk ma-
gunk is, hogy valdjdban valamely alaphalmazon a szokdsos halmazmiiveletek-
rol van sz6, ennek beldtdsat gyakorldasképpen az Olvasénak is melegen java-
soljuk (HF)! Azonban ne feledjiik, hogy Stone tétele az dsszes Boole-algebrardl

8) a O(f(n)) fiiggvenyt [SzIs, 01] II1. részében definidljuk pontosan, koriilbeliili jelen-
tése "kb. f(n)” .

9) izo morf = ”azonos alakd” (gorogiil), ezért is hivjdk az alaktannal foglalkozo tu-
domanydgakat " morfolégidnak”.

A Steiniz éltal 1910 -ben megfogalmazott ”izomorfia elv” szerint a matematika minden
dgdban az izomorfnak deklaralt objektumokat azonosnak kell tekintentink, azok csak (a
matematika azon dgdban) lényegtelen tulajdonsdgaikban térnek el egymédstol, hiszen az
(&ltalunk definialt) izomorfizmus éppen a lényeges, altalunk vizsgalt tulajdonsagokat emeli
ki.

10) Marshall Harvey Stone (1903-1989) amerikai matematikus. Elsésorban analizissel
foglalkozott.
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szOl, nem csak az 1.7. Példdban felsoroltakrdl, amibdl persze végtelen sok
féle is lehetséges, nem lehet mindet felsorolni és kiprébélni!

Szamunkra Stone tétele azért hasznos, mert igy barmilyen Boole- azonossé-
got elegend6 Venn- diagramokkal ellendrizniink, szemléltetniink, minden més
Boole- algebra ennek csak izomorf képe.

Stone fenti tétele utdn nem meglepd (bér nem azonnali kévetkezménye)
az aldbbi eredmény, amelynek a matematikai logikdban van fundamentélis
szerepe:

1.12. Tétel (a Boole-algebrak teljessége): Tetszbleges, a Boole- algebrik
nyelvén felirt ® egyenloség (formula) vagy minden Boole-algebraban igaz,
vagy minden Boole-algebraban hamis (azaz ® tagadédsa igaz).

Godel teljesséqi tétele szerint ebbdl az is kévetkezik, hogy tetszoleges P
formula vagy annak tagaddsa bizonyithatd (azaz eldonthetd) a (BA1)-(BA14)
axiomakbol. (M) O

Ez azért meglepo, mert éppen Godel nemteljességi tételei szerint a ”legtobb”
axiémarendszerben (mindig) van eldonthetetlen allités ... — de kissé elkalan-
doztunk a kombinatorikitol.

1.3. Halmazok mindségi fiiggetlensége és véges
Boole-algebrak szerkezete

Ebben az alfejezetben részletesebben megvizsgdljuk a véges halmazalgebrak
(és igy a véges Boole-algebrak) szerkezetét, anndl is inkabb, mivel véges
halmazokon felmeriil (béarmilyen) kérdés mar a kombinatorikdhoz tartozik.
A felmeriilé kombinatorikai problémédkat javasoljuk az Olvasénak gyakorlds
céljabol meggondolni, az eredmények a késdbbi matematikai logikai tanul-
mdnyoknadl is hasznosak lesznek.

Emlékezziink csak vissza: milyen dbrakat is szoktunk rajzolni, ha harom,
esetleg négy dltaldnos halmazrol beszéliink, minden el6zetes megkotés nélkiil?

1) azaz a Boole algebrék axiémarendszere teljes.
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1.1. dbra
Minoségileg fiiggetlen halmazok

Halmazok &ltaldnos ”helyzetli” dbrazoldsa alatt azt értjiik, hogy min-
den el6fordulhat6 metszetet (”egyik halmaz(ok)ban benne van, mésik(ak)ban
nincs”) dbrdnkon meg tudjunk mutatni, szerepeljen ilyen részhalmazt jelké-
pezo tartomaény.

El8szor a sziikséges halmazelméleti fogalmat definidljuk, majd az 1.14.Al-
litdsban ismertetett és B. Griinbaum 1975 -6s eredményével (1.15.Tétel) meg-
nyugtatjuk az Olvasét: tetszoleges szdmu halmaz esetén fel lehet rajzolni a
fentihez hasonlé Venn-diagramokat (amelyek rdaddsul szépek is)!

1.13. Definicié: Legyen rogzitett eqy I alaphalmaz. Ekkor tetszbleges
A C I részhalmaz esetén legyen

A=A ¢ A=A

Ekkor tetszbleges Ay, ..., A, halmazok mindségileg fiiggetlenek(!?),
ha tetszbleges ey, ...,e, € {41, —1} szamok esetén

AN NA £ O

Vagyis valéban tetszoleges metszet nem iires, azaz 1étezik.

12) sokféle fiiggetlenséget vizsgalunk még a halmazelméleten beliil is, ezért hangsilyoz-
zuk a ”mindségileg” jelz6t a tovdbbiakban mindig. (A mennyiségileg fiiggetlen halmazrend-
szereket a 4.3. 7 Additiv halmazfiiggvények” c. alfejezet 4.17.(iv) pontjdban definidljuk.)
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A matematikai precizség megkoveteli, hogy megmutassuk: fiiggetlen hal-
mazok igenis léteznek. Felhivjuk az Olvasé figyelmét arra, hogy az aldbbi
allitds és bizonyitdsa tisztdn kombinatorikai jellegli, kombinatorikai szem-
pontbdl is lényeges, tanulméanyozédsat tehédt fokozottan ajanljuk!

1.14. Allitas: (i) Ha Ay, ..., A, C I tetszdleges, mindségileg fiiggetlen
halmazok, akkor |I| > 2" .

(ii) Tetszoleges n € N természetes szam esetén létezik olyan 2" elemi I
halmaz és annak As, ..., A, C I részhalmazai, melyek mindségileg fliggetlenek.

Bizonyitas: (i) Az A; halmazok kitevdinek (ey,...,e,) € {+1,—1}"
sorozatat 2" féleképpen tudjuk megvilasztani, és mivel az AT N ... N A°»
metszetek egyméstol diszjunktak és egyikiik sem {ires, ezért az [ alaphal-
maznak legaldbb 2" elemének kell lennie.

(ii) Minimalis méretii I alaphalmazt csak ugy érhetiink el, ha mindegyik
ATt NN AS metszet egyelemil. Megmutatjuk, hogy ez lehetséges. Legyen
ezért [ :={0,1,...,2" — 1} , és legyen

A = {xel: (az)m =i}

ahol
(x)F] = x 2 -es szamrendszerbeli alakjanak i -edik szamjegye .

Ekkor tetszoleges (e1,...,e,) € ({+1,—1})™ kitevbsorozat esetén nyilvéan

AN nAr ={aa? Y,

vagyis a metszet éppen egyediil azt az x szdmot tartalmazé (rész)halmaz,
aminek kettes szamrendszerbeli alakja éppen 76,2 = = . 0

Persze, a (ii) allitds bizonyitdsa alapjdn bdrmely 2" elem{i H halmazban
taldlhaté n mindségileg fiiggetlen A¥ C H részhalmaz, csak egy o : [ — H
bijekciot kell keresniink, és az I halmazban taldlt konstrukciét kell ¢ segit-
ségével H -ba dtvinniink (azaz legyen A := ¢(A;) minden i < n -re).

1.15. Tétel: (Griinbaum, [GB|) Tetszbleges n € N természetes szam
esetén léteznek a sikon mindségileg fiiggetlen konvex sokszogek (azaz egyenes
szakaszokkal hatdrolt sikidomok, melyek minden szége 180° -ndl kisebb). [

Most pedig vizsgéljuk meg a véges (pontosabban végesen generdlt) Boole-
algebrak szerkezetét, melynek halmazelméletben, logikdban, mértékelmélet-
ben (analizis, valésziniiségszamités), szdmelméletben, stb. vehetjiik hasznét.
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Bar a részalgebrdk és a generdtum &ltaldnos algebrai fogalmak, most és az
aldbbiakban elég, ha az Olvaso csak az 1.7.a) és b) példdkban bemutatott
halmaz- Boole-algebrikra gondol, és a részalgebra fogalmat az 1.7.b) példébol
jol megértette!

1.16. Definicié: Legyen B = (B,V,A,—,|,0) egy tetszbleges rigzitett
Boole- algebra és legyen Y C B tetszoleges részhalmaz. Ekkor Y genera-
tuma a legsziikebb/ legkisebb D < B részalgebrdja B -nek, D = (D, ...),
melynek alaphalmaza tartalmazza Y -t, azaz Y C D, és minden & =
(E,..) < B,Y CFE eseten D C E . Y generditumdt [Y] -el jeloljik
(mind D -t, mind D -t).

A B Boole- algebrdat Y C B részhalmaza generalja, ha [Y]| = B , ekkor
Y -t B generatorrendszerének hivjuk. A B Boole- algebra végesen gene-
ralt, ha létezik véges Y C B generdtorrendszere. [

Az 1.7.b) példa jeloléseivel B < Pr , B = (B,U,N,,|,0) ahol B C P(I)
a halmazmiuiveletekre zart, és Y C B tetszoleges részhalmaz.

Vegyiik észre, hogy egy véges struktira (azaz ha a B alaphalmaz véges)
mindig magétcl értetddéen végesen generdlt, hiszen [B] = B . Igy a kovetkezd
allitdasokban érdemes végesen generdlt struktirakrol beszélniink véges (alaphal-
mazi) struktirdk helyett, hiszen igy altaldnosabb sszefiiggéseket nyeriink.

A kovetkezo allitas és tétel ismét struktiuratételek, hiszen a végesen gene-
ralt Boole- algebrék szerkezetét (struktirdjat) irjak le.

1.17. Allitas: Legyen B = (B,V,N\,—,|,0) egy tetszdleges Boole- algeb-
ra, legyen Y = {ai,...,an} C B egy tetszbleges véges részhalmaz Ekkor [Y]
pontosan a

r=\ N\ a (1.2)
zes, =1
alaki kifejezéseket (B fenti elemeit) tartalmazza, ahol & = (e1,....em) ,
Sy C {+1, —=1}™ csak x -tol fiigg, és szokds szerint a*™ = a, a™' =a ;

tovdbbd fenti elemek (kifejezések) felirhatok
r = /\ \/ a;l (1.3)
TER, =1

alakban is, ahol UV = (vi,..,vy) é R, C{+1,—1}" szintén csak x
-tol fiigg.
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Bizonyitas: A generdatum definicijabdl azonnal adédik, hogy a (1.2)
kifejezések mind elemei Y generatumédnak.

Ugyeskezii Olvasék minden Y -beli @ € Y elemre taldlhatnak olyan
Sa; Ry € {+1,—1}™ részhalmazokat, melyek (1.2) segitségével éppen a
kivdnt a elemet adjdk meg.

Azt pedig a legkényebb beldtni, hogy a (1.2) egyenldség altal meghataro-
zott elemek V és A miiveletekkel osszekapcsolt ill. — mivelettel ”moédositott”,
bonyolultabb kifejezések is (elébb- utébb) (1.2) alakura hozhatok, ez pedig
azt jelenti, hogy a (1.2) -beli kifejezések olyan Z részhalmazat alkotjak B
-nek, ami zdrt a vV, A, - miveletekre, azaz részalgebrdja B -nek. No jé, még
| -t és o -t is el6 kell &llitanunk (1.2) alaku kifejezésként, de ez mér semmiség
az eloz6 hazifeladatokhoz képest ...

A fenti hdrom eredmény pedig azt mutatja, hogy a (1.2) alaku kifejezések
halmaza egy Y -t tartalmazé részalgebrdja B -nek, rdadédsul a legsziikebb,
vagyis csak [Y] lehet!

A fenti gondolatmenetet szérdl széra végigvihetjiik a (1.3) alakd kife-
jezésekre is, vagyis az ilyen alaku kifejezések halmaza is éppen [Y] -t adja.
O

A fenti allitds alapjan irhatjuk, hogy

[Y]—{\/ 7\ a;’ 5§{+1,—1}m} :

zes i=1

vagy izlés szerint

Y] = { \ @' : RC {+1,—1}m}

=1

1.18. Tétel: Legyen B = (B,V,A\,—,|,0) egy tetszbleges, végesen gene-
ralt Boole- algebra, Y = {as,...,an} C B egy generdtorrendszere. Ekkor B
minden b € B eleme elodll mind

b=\ A

Tes, i=1

mind .
= AV
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alakban is, ahol E, V', Ry, , Sy jelentését a fenti (1.2), (1.3) képletekben irtuk
le.

Bizonyitas: Egyenesen kovetkezik az el6z6 allitasbol. [

A fenti allitdsok szerint egy tetszbleges Boole algebra {ay, ...,as} elemei
altal generalt (el6éllithat6) elemek mind standard, egységes (latinul uniform)
moédon felirhatok a (1.2) ill. (1.3) képletek szerint, ezért e formuldknak kiilon
elnevezésiik is sziiletett:

1.19. Definicié: Legyen B = (B,V,A,—,|,0) egy tetszdleges, végesen
generdlt Boole- algebra, Y = {aq,...,an} C B egy rogzitett generdtorrend-
szere. Tetszoleges © € B elem (1.2) -beli elddgllitasat diszjunktiv nor-
malformdanaek (DNF), mig (1.3) -beli elddllitdsit konjuktiv normal-
formanak (CNF) hivjuk™?) . O

Erdemes még a (matematikai) logikdban és az elektromos dramkorok
elméletében (1d. 1.7. Példa) megismert CNF és DNF normalformék defini-
ci6jét és alkalmazasukat, egymésba val dtirdsukat (konvertalasukat) felidéz-
niink.

FEzek utdn mar semmi més dolgunk nincs, mint hogy Venn diagramokat
rajzolgassunk, és a normélformak bonyolult képleteit tanulményoznunk, vagy
tetsz6leges halmaztartomanyokat('*) normélformakban felirni!

Hasznos lesz szamunkra a képletekben gyakran szerepl6 részekre révidebb
jeloléseket bevezetni (természetesen akkor, ha az {ay, ..., a;, } generdtorrend-
szer mar rogzitett). Legyen tehdt

me = 7\@? (1.4)

és

.
Il
—

melyeket elektromos dramkorok tervezésénél minterm és maxterm -nek
neveznek. (%)

13)  conjuction (konjukcié=kotés /latin/) a A , mig disjunction (diszjunkci-
6=szétvalasztds /latin/) a V miivelet angol elnevezése. Vagyis a DNF konjukcick
diszjunkciéja, mig a CNF diszjunkcidk konjukcidja.

14) ¢s tobbvaltozés f : {i, h}™ — {i, h} logikai fiiggvényeket

1) term = tag (angolul)



18 FEJEZET 1. HALMAZOK

Végezetiil mar "csak” egy kombinatorikai eredményt ismertetiink, mely
szerint kevés elemmel generalt struktira csak kevés elembdl dllhat:

1.20. Kovetkezmény: Ha a B = (B,V,A,~,|,0) Boole- algebra m
elemmel generdlt, azaz B = |ay, ..., ), akkor

|B] <27 . (1.5)

Egyenloség pontosan akkor dllhat fenn, ha az {aq, ..., a,} generdtorelemek
minodségileg fiiggetlenek.

Bizonyitas: Bar a mindségi fiiggetlenséget csak halmazelgebrdk esetén
definidltuk, tetszoleges Boole- algebraban ugyamigy haszndlhatjuk e fogal-
mat. (Ujabb Hazi Feladat, Kedves Olvasé!)

Az {+1,—1}" indexhalmaz szdmossdga 2™, ami (1.2) -ben hasznélt m—-
mintermek szdmét adja meg. DNF esetén az Sz C {+1, —1}" részhalmazok
adjdk meg a ténylegesen felhasznalt mintermek szémét, igy |P({+1, —1}")| =
22" miatt valéban 22" a lehetséges DNF -ek szdma, ez bizonyftja a (1.5) felsd
becslést.

A felirt DNF -ek azonban &ltaldban nem mind kiilonbozoek, példaul ha
valamelyik m— minterm éppen o -rel egyenld, vagyis a generatorelemek nem
minoségileg fiiggetlenek. Kiszamolhaté azonban, hogy mindségileg fiiggetlen
generatorelemek esetén minden lehetséges DNF kiilonbozo, vagyis ez esetben
a (1.5) becslésben egyenl6ség éll fenn. [
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1975
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2. fejezet

Elemi leszamlalasok

VEGES HALMAZOK, A KOMBINATORIKA KET (HAROM) ALAPELVE ES ELEMI
LESZAMLALASI MODSZERE (+ ES -). TELJES INDUKCIO. PERMUTACIOK,
KOMBINACIOK, VARIACIOK ES KAPCSOLATAIK. A STIRLING FORMULA,
NAGYERTEKU KIFEJEZESEK BECSLESE.

Mint a bevezetoben is emlitettiik: a kombinatorika a megszdmldldsok,
szakkifejezéssel a leszdmldldsok tudoméanya, aminek elemeit e fejezetben kezd-
jiik el. Bar véges halmazokkal foglalkozunk, a bevezetoben azt is szemléltet-
tiik, hogy ez jo par évmillidrdunkba kertilhet, ha nem vagyunk eléggé tigyesek.

A halmazok szamossédgét (elemeinek szdmat) |A| vagy #(A) -val jeloljiik.

2.1. Altaldnos médszerek

Egy véges halmaz (mondjuk utiholmik kirdndulds el6tt ill. utdn) osszeszam-
ldlasakor mindegyikiink kinosan iigyel az alabbi két természetes kovetelmény
betartasara:

2.1. Tandcs (A kombinatorika alapelvei) :

1.) Mindent 8sszeszamoltunk ?
2.) Semmit sem szamoltunk kétszer ? (2.1)
3.) Csak a halmaz elemeit szamoltuk meg ?

Eppen ezért javasoljuk a kedves Olvasénak, hogy ZH(!) frasakor se feled-
kezzen meg a kombinatorika fenti két alapelvérdl! (Igen, az Osszeszam-

1) = zarthelyi dolgozat (egyetemi zsargon, magyar)

19
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1414s nehéz, kényes miivelet, nemhidba a kombinatorika ”az Osszeszamlélas
miivészete”.(2)) O

Az Osszes lehetdség Osszeszamldlasakor akar ”gyalogos” mdédon csak fel-
soroljuk az Osszes esetet, akdr elméleti alapon szamitjuk ki a lehetdségek
szémat, az aldbbi két maédszert szoktunk hasznélni (pontosabban a didkok
csak Osszekeverni):

2.2.: I. Médszer (Az osszeszamlélds két alapmoédszere):

a) Ha a megszamldlando6 eseteket diszjunkt (kiilonallé) halmazokba osz-
tottuk (szortiroztuk, particionaltuk), akkor az egyes halmazokban lev$ ese-
teket nyilvdn Osszeadjuk. (Hiszen a halmazok diszjunkt dnidjanak az +
"felel meg”.)

b) Ha a megszamldlando lehet6ségek tobb 6sszetevébol dllnak dssze (épiil-
nek fel), és az egyes Osszetevok egymastol fiiggetleniil vdlaszthatok meg, azaz
barmelyik 7 A” 6sszetevbhoz barmelyik "B’ Osszetevd parosithats, akkor a
két (vagy tobb) osszetevok lehetséges szamét Osszeszorozzuk. (Hiszen a
halmazok Descartes-szorzatédnak a - ”felel meg”.) [

2.3. Példa: a) Hanyféle lyukasztds lehet a buszjegyek 3 x 3 mezdjében,
ha a lyukasztogép legfeljebb 3 lyukat "készit” ?

b) A “francia” kdrtyacsomagbdl ot lapot osztva hanyféleképpen lehet par
(két azonos figura) a keziinkben (a lapok kiosztdsdanak sorrendje nem szamit)?

Megoldas: (Az (}}) binomidlis egyiitthatdkat [kombindcidk] a 2.3.2 alfe-
jezetben (2.17) -ben ismertetjiik.)

a) A lyukak szdma ezek szerint 1,2 vagy 3 (0 nem) lehet . Ezek szdma
39>< 3 j 9 m;att rendre (?), (g), (g), vagyis a lehetOségek szdma Osszesen
(1) + (2) + (3) =129

b) A "francia” -csomag = 4 szin x 13 figura = 52 lap. A két azonos
figura (a pdr) a 13 figura barmelyike lehet, ez (113) lehet6ség. Szineiket (3) -
féeleképpen valaszthatjuk ki, de még a maradék 12 figurdabdl kell 3 kiillonbzot
kivdlasztanunk, barmilyen szinbdl. Ez (132) - 43 lehettség. Vagyis az Osszes

lehetéségek széma (1) - (5) - (1)) -4 =1098240. O

Tovéabbi dltaldanos, a kombinatorikdban gyakran haszndlt mdédszer az aldbbi.

2) a matematikus szerint hdromféle ember létezik: aki tud szamolni és aki nem. Ko-
molyra forditva a szét (gyengébbek kedvéért): (2.1) -ben valéjdban hdrom {6 szabdlyt
soroltunk fel.



2.1. ALTALANOS MODSZEREK 21

2.4. II. Médszer (bijekcick): A feladatot dtfogalmazzuk, vagyis a
keresett lehetoségek halmaza és egy mdsik (konyebben dsszeszdmolhats) hal-
maz kozott kélesonosen egyértelmit megfeleltetést (bijekciot) keresink, és az
eredeti halmaz szimossdga (elemeinek szdma) nyilvin éppen az 1j halmaz
szdmossaga!

2.5. Példa: Hany részhalmaza van eqy tetszoleges n -elemt halmaznak
dsszesen, azaz mekkora |P(A)| ha |A|=n 7

Megoldas: Ne feledjiik, hogy () és A is elemei P(A) -nak. Irjuk fel A
elemeit {ay, ..., a,} alakban. Minden X C A részhalmazt egyértelmiien jelle-
mez az, hogy az a; elemek koziil éppen melyek elemei X -nek és melyek nem.
Ha minden i < n index esetén 0 jeloli az a; ¢ X és 1 jeloli az a; € X relacio,
akkor magdt az X halmazt kédolhatjuk az xlxg...xg kettes szamrendszer-
beli szaimmal, rdadédsul ez a megfeleltetés P(A) elemei és az n hosszisdgu
kettes szamrendszerbeli szamok kozott kolesonosen egy-egy értelmiti. Mar-
pedig a legkisebb szdam  00...0% = 0, alegnagyobb 11...12 = 2"—1 | a kettd
kozott mindegyik szam pontosan egyszer eldfordul, vagyis az n hosszisagu,
kettes szémrendszerbeli szdmok szdma 2", ami éppen P (A) pontos mérete. (]

A II. Médszer alkalmazésara a 2.23.Allitas bizonyitésdban lathatunk még
példékat.

2.6. Feladat: Szdamitsuk ki hasonldan az
BA:={f:A— B| f fiiggvény } (2.2)

halmaz szdmossdgat!

Utmutatds: Most m -alapui szamrendszerben frjunk fel szdmokat, ahol
m = |B| , a szamok , n -jegyliek. O

Felhivjuk a figyelmet a fenti (2.2) egyenldségben szerepld B4 hatvanyban
a betiik sorrendjére!

Legfontosabb azonban a megoldandé feladat pontos értelmezése! Nehéz
megfogalmazni, eldonteni, hogy pontosan milyen eseteket tekintiink kiilon-
bozének vagy azonosnak, de még azt is, miket is kell egydltaldban megszam-
lalnunk! Erre mindig tigyeljiink feladatmegoldds kozben!
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2.2. Teljes indukcié

Nem csak a kombinatorikdban, hanem a matematika barmely teriiletén ta-
ldlkozhatunk a kovetkezo tipusi allitdasokkal:

"Minden n € N természetes szamra 1gaz, hogy ... ” (2.3)

ésa ... helyén egy (n -tdl fiiggd) valamilyen &llitas van. Ha ezt az allitast
most ®(n) formuldnak hivjuk, akkor bizonyitandé allitdsunk

"Minden n € N természetes szémra igaz ®(n) . ” (2.4)

alaki lesz. Sok esetben azonban nem minden n € N |, hanem csak valamilyen
(de adott!) ny € N szammal kezd6dben, azaz csak n > ng esetén teljesiil ®(n)
(legaldbbis a bizonyitandé &llitas szerint). Vagyis az édltaldnos alak:

"Minden n € N, n >ny természetes szdmra igaz <(n) .” (2.5)

A tovabbiakban mindig ez utébbi dltaldnos alakra fogunk hivatkozni,
hiszen a (2.4) alak éppen az ny = 0 specidlis eset. 1y pontos értékét legtobb-
szor nem feszegetjiik, ez a feladat allitdasdbdl dltalaban kideriil: legkisebb
olyannak vélasztjuk, amelynél nagyobb minden n > ng szdmra ®(n) mar
igaz.

Természetesen gy nem igazolhatjuk a fenti (2.5) allitdst hogy rendre
ellendrizziik ®(ng) , ®(ng + 1) , ®(ng + 2) ...  értékeit, hiszen végtelen
sok esetet nem is tudndnk véges idén beliil ellenérizni! Egy kicsit gyorsabb
moédszert kell vélasztanunk!

2.7. Médszer (A Teljes Indukci6):

1. Kezd6 1épés: Ellenorizzik ®(ng) értékét.

2. Indukcios 1épés:  Bizonyitsuk be az aldbbi kovetkeztetés helyességét
tetszoleges n € N, n > ng természetes szamra:

” Ha ®(n) igaz, akkor ®(n+1) isigaz . ” (2.6)
Ekkor, a fenti két lépés sikeres elvégzése utdn igazoltuk ®(n) teljestilését

minden n € N, n > ng szdmra. [J

A Teljes Indukci6 miikodését (elindulds és kovetkeztetés / indukalds)
szokds végtelen 1épcsdhoz is hasonlitani: ”ha a legels6 1épcsofokra ra tudok
lépni, és minden 1épcséfok utdn tovabb tudok menni, akkor ”természetesen”
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az osszes lépes6fokra fel tudok lépni”(®). Bar ez a szemléltetés segithet a
modszer megértéséhez, az aldbbi 2.8. Tételt nem helyettesiti!

Kozelebb jarunk az igazsdghoz, ha a Teljes Indukcié médszerét a 7 Vnd(n)
tipusu &llitdsok igazoldsdanak egy hatékony mddszerének ("mankd”) tekint-
jik: nem a ®(n) 4llitast kell igazolnunk (rdadédsul nem az 6sszes n € N ter-
meészetes szamra, egyszerre), hanem csak két, joval egyszeriibb sszefiiggést:
a fenti 1. és 2. lépésben leirtakat.

A gyakorlatban sokszor az indukciés lépésben ®(n + 1) igazoldsdhoz nem
csak a kozvetlen megel6z6 @ (n) &llitast, hanem (néhany vagy az dsszes) el6z6
(i) értéket is fel kell haszndlnunk. Vagyis n > ng esetén

D(ng) N@(ng+ ) A ... ANP(n) = P(n+1),

vagy rovidebben

N\ 2@ = @n+1)

no<i<n

alaku indukcids kovetkeztetést (1épést) hasznalunk. A kovetkezd tétel mind-
ezek legalitasat is biztositja.

2.8.Tétel (Teljes Indukcié Tétele™)):  Ha ®(ng) igaz ("kezddlépés”),
és minden n € N | n > ng természetes szdmra igaz a

®(n) = P(n+1) (2.7)

3) vagy végtelen sok, sorban 4ll6 pletykas vénasszony koziil elég a legelsének elmondani

4 Torténeti megjegyzések: A matematikai indukcié médszerét legel6szor Francesco
Maurolico (1494-1575) olasz matematikus hasznélta egyik konyvében annak igazoldsara
hogy az elsé n paratlan szam 6sszege pontosan n? (HF!). Maurolico egyébként geometridval
és optikaval foglalkozott behatéan.

Blaise Pascal (1623-1662) francia matematikus és fizikus nevéhez flizédik a médszer
legelsé pontos leirdsa. (Pascal -t a 3. fejezetben, a 3.10.Allitdsban bemutatott ”Pascal-
haromszog” kapcsan méltatjuk.)

Giuseppe Peano (1858-1932) olasz matematikus az aritmetika és a szdmelmélet (réla
elnevezett) axiémarendszerében a Teljes Indukei6 -t axiéménak tiinteti fel, és megmutatja,
hogy ezek segitségével az aritmetika és a szémelmélet valéban teljes egészében felépithetdk.

Gottlob Frege (1848-1925) német matematikus igazolta el6szor 1884 -ben a teljes
indukcié médszerének helyességeét (azaz a 2.8.Tételt), a halmazelmélet axiémainak (ZFC)
felhaszndldsaval.

Gerhard Gentzen (1909-1945) német matematikus, 6 vezette le elszor az arit-
metika (PA = Peano Axiémarendszer) ellentmonddstalansigat a halmazelmélet (ZFC)
axiéméaibdl.

7
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vagy a
AN 20) = o(n+1) (2.8)
no<i<n
kovetkeztetés ("indukcibs 1épés”), akkor ®(n) igaz minden n > ng ter-
mészetes szamra, azaz 1gaz a

Yn >ny ®(n)
allitas. O

A Tételt természetesen gy hasznaljuk, hogy igazoljuk (ellendrizziik) a
®(ng) éllitast ésa P(n) = ¢(n+1) kovetkeztetést minden n > ng index
esetén, amint az aldbbi példdban ezt részletesen meg is mutatjuk. Felhivjuk a
kezd6 Olvasck figyelmét, hogy a (2.7) illetve a (2.8) kovetkeztetések (”induk-
ci6s 1épés”) igazoldsandl nem a ®(n) vagy a ®(n+1) allitdst magat, hanem a
"®(n) = d(n+1)” illetveaz 7 A P(i) = ®(n+1)" kovetkeztetést

no<i<n
kell ellendrizniink! (®)

2.9.Példa (Altalzinositott haromszog-egyenldtlenség ):  Igazoljuk, hogy
tetszoleges z, ..., z, € C komplex szamokra

|21+ o+ zn] <z + o 2al

vagy rovidebben

>

i=1

< Z il (2.9)

Megoldas: A kezdolépés nem okozhat gondot: legyen mg = 1 , hiszen
n =1 esetén a (2.9) egyenlétlenség a |z1| < |z1| alakot olti, ami trividlisan
igaz.

Az indukciés lépésben ®(n + 1) igazoldsdhoz azonban a megelézé ®(n)
allitas nem elég, fel kell haszndlnunk az n = 2 esetet is, ezért ezt az esetet is
el6bb (kiilon) igazolnunk kell.

n = 2 esetén a (2.9) egyenl6tlenség az

|Zl + 22| S |Zl| + |22‘

5) Emlékeztetiink arra a sokszor nehezen emészthetd tényre, hogy a matematikai
logikdban a h = h és h = i (hamisbdl minden kovetkezik) kdvetkeztetés maga igaz -
nak van elfogadva, még ha a kovetkeztetés végeredménye hamis is.
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Osszefiiggést allitja, ami éppen az in. hdromszdog-egyenlotlenség. (HF: gon-
doljuk 4t a vektorokra [=komplex szdmok| vonatkozé hdromszog-egyenlétlenség
alapjan!)

Most mar rétérhetiink az indukcids lépés igazoldsdra. ®(n + 1) ekkor a
(2.9) egyenlétlenséget éllitja, de eggyel t&bb, n+1 komplex szam tsszegére. A
felsd becslés (az egyenldtlenség jobb oldala) eléréséhez a bal oldalt alakitjuk
at, az eredeti n -tagi és kéttagi Osszegekre valé bontdsok (az indukcids
feltételek) felhaszndldsaval:

n+1 n n n n+1
Z?«’z‘ = Zzi+zn+1 < Zzz + |Znt1] §Z|Zi|+|zn+1|=Z|Zi|
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Ezzel az indukciés éllitast (lépést) bebizonyitottuk, igy a 2.8. ”Teljes
Indukcié” Tétele alapjan a (2.9) éllitds minden n € N természetes szdmra
igaz. [

A fejezet végén a feladatok kozott jé néhdny &llitdst sorolunk fel, amik
segitségével a teljes indukcids bizonyitast gyakorolni lehet. Kiemeljiik azon-
ban, hogy nem csak a jelen fejezetben, hanem a diszkrét matematika szinte
minden fejezetében (s6t az egész matematikdban) lesz segitségiinkre ez a bi-
zonyitasi médszer.

2.3. Permutacidk, variaciok, kombinaciék

A most kovetkez alfejezet elsd olvasdsra gy tiinhet (ami egyébként a vizs-
gazok gyakori hibdja), hogy a permutéciok, varidcidk, kombindcickra adott
képletek "univerzalisak”, ”minden feladathoz” csak meg kell keresniink ebben
az alfejezetben bizonyitott hat képlet valamelyikét és méar is megoldottuk a
feladatot ... 1?7 Csak meggondolatlanul szabad bérmelyik feladatra ravéagni,
hogy a feladat (mondjuk) ... ismétléses kombinddddadcidéooc” !

Tény, hogy ezzel a hat képlettel gyakran taldlkozunk véges (kombina-
torikai) mennyiségek szdmoldsakor, de nem mindig ilyen egyszerii a végered-
mény. Azonban mindossze csak hat 0j alapmilveletrdl van sz6, segitségiikkel
és az eddigi négy alapmiivelettel tudjuk az egyes mennyiségeket (feladatokat)
megszamolni, a 2.1.(” Altaldnos médszerek”) alfejezetben leirt 2.2. L. Médszer
(és a 2.1. pontban emlitett ”A kombinatorika két alapelve”) dtmutatédsai
alapjan.
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Még egy utols6 j6 tandcs: megtévesztd, hogy az elemi leszamlédlasi moéd-
szereket lényegében csak egy rovid alfejezetben (ebben) ismertetjiik. Bar
ebben minden elméleti ismeretet megtaldlunk, a feladatok megoldédsahoz gya-
korlatot kell szerezniink, amire nem szabad sajndlnunk a tébb hénapos (!)
gyakorlds idejét !

A kovetkezo fejezettol kezd6dden (életiink, vagy legalédbbis a konyv végéig)
hasznunkra vélik a kovetkezo rovid jelolés és egy egyszerti rekurziv dsszefiig-
gés:

2.10. Definicié: Tetszoleges n € N természetes szamra, n > 1 esetén
nl:=1-2-...-n (2.10)
és
ol:=1

az n szdm faktorialisa. [

2.11.Allitas: Tetszbleges n € N természetes szamra
m+D!'=Mm+1) n! (2.11)

Bizonyitas: A definicié alapjédn azonnal lathats. [

2.3.1. Permutacidok

A permutdcid szé latin eredetii, felcserélést, sorbarendezést jelent. A kovetke-
z6 tipust feladatokat nevezziik permutdciénak:

7 n elemet hanyféleképpen lehet sorba rendezni ¢ 7

Hangsulyozzuk, hogy nem feltétleniil kell fizikai, kézzel foghaté targyakra
gondolnunk, hiszen elvont ”akarmiket”, ”valamiket” is sorbarendezhetiink.
Ez jol lathaté a 2.23. Tétel bizonyitasdnak végén.

Olvaséink hidba edzodtek meg a halmazelmélet kemény megprobéltata-
sain, most egy n elemii halmaz elemeirdl sem szélhatunk, hiszen a sorbaren-
dezendd elemek kozott lehetnek azonosak is, és ez esettel is meg kell birkéz-
nunk (késébb) jelen alfejezetben !

2.12. Definici6é: Tetszoleges n € N természetes szam esetén n kiilon-
bozo elem 0Osszes lehetséges sorbarendezéseinek szamdt n elem (ismétlés
nélkiili) permutdciéjanak hivjuk, és P, -el jeloljiik.
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Ha az elemek kozott azonosak is lehetnek, méghozzd 6sszesen s -féle és
az egyes tipusokbdl rendre ki, ..., ks van (azaz ki + ... + ks = n), akkor az
0sszes lehetséges sorbarendezések szimdat n elem s -edrendii ismétléses
permutdciéjanak  hivjuk, és P (ism) o7 jelolyik. O

Angolul permutation és generalized permutation az ismétlés nélkiili és az
ismétléses permutdciok elnevezése.

2.13.Allitas: Tetszbleges n, s € N természetes szamokra
(i) n elem ismétlés nélkiili permutdcidinak szama

P, =n!
(ii) n elem ismétléses permutdacidinak szama, ki,...ks € N,
ki+..+ki=n esetén
|
ki,...,ks (ism) __ n.
Ea k) k) (2.12)

Bizonyitas: (i) Az éllitast legegyszeriibb teljes indukciéval igazolni, ami
hézi feladat.

A kozvetlen igazolds is hasonld: az n (kiilénboz6) elem sorbarendezésénél
n helyre kell az elemeket elhelyezniink. Az elsd helyre az n elem bérmelyikét
helyezhetjiik, ez n lehetéség. Barmelyiket is helyeztiik az els6é helyre, a mé-
sodik helyre mindig n — 1 maésik elemet rakhatunk, sot ez azt is jelenti, hogy
barmelyik (n) els6 helyen levd elem esetén barmelyik n — 1 mésodik helyen
lev$ elemet pdrosithatjuk, azaz (a 2.2. pontban leirt I.b) Mdédszer alapjén)
az els két helyre n - (n — 1) -féleképpen helyezhetiink el két elemet.

A gondolatmenetet folytatva hasonléan ldathatjuk be, hogy az elsé két
hely bdrmilyen betoltése esetén tovdbbi n — 2 -féleképpen tolthetjiik fel a
harmadik helyet, és mivel bdarmelyik n - (n — 1) els® két helyen levd elem
esetén barmelyik n — 2 harmadik helyen levo elemet tehetjiik, igy ismét az
I.b) Médszer alapjén az els6 hdrom helyre n - (n — 1) - (n — 2) -féleképpen
helyezhetiink el harom elemet az adott n elem koziil.

Tovébb folytathatjuk gondolatmenetiinket, n -szer (n € N tetszleges) a
fenti gondolathoz hasonléan, megkaphatjuk, hogy a lehetdségek széma P =
n-(n—1)-..-2-1 ami valéban n! .

Az n = 0 specidlis esetben az &llitds (pontosabban a 2.11.b)Definicid)
0! = 1 ”sorbarendezés” lehetdségét allitja, ami ”hihetd” is: az elemekhez
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hozza sem kell nytlnunk: ez valéban 1 lehet6ség(®) .

(ii) Legegyszeriibb a feladat megoldését vigy megérteni, hogy n (billidrd)
golyéra gondolunk, amik koziil k; db 1 -szinti, ky db 2 -szinfi, s.i.t., és végiil
ks db s -szinti.

A golydk fizikailag mind kiilonbozoek, tehat a valésdgban ismét n! kiilon-
féle sorrend van, csak mi nem akarunk megkiilonboztetni sok fizikai sorrendet,
mondvan: “"minden sdrga szinii golyé egyforma”.

Példdul, ha egy (akdrmilyen) sorbarendezésnél az 1 -szinti golyékat egymas
kozott csereberélgetjiik (permutdljuk), ami kp! -féle sorrend, mi ezeket csak
egyetlen sorrendnek vagyunk hajlandéak tekinteni! Mint emlitettiik, ez a
"szemet hinydsunk” (vagyis k1! kilonféle fizikainak sorrendet azonosnak te-
kinttink) AKARMILYEN sorbarendezésnél ugyantigy k! kiilonféle sorrendet
tekint azonosnak. Vagyis az ¢sszes n! fizikai sorrendet csoportosithatjuk:
egy-egy csoportban az azonosnak latszé k! sorrend keriil.

Hény sorrendnek is szdmoljuk tehdt az Osszes sorrendet (ha csak az
1 -tipusi golydkat nem kiilsnboztetjiik meg)? Ahdny csoportot az elébb
képeztiink, azaz kil', .

Ha a 2 -tipusi golyékat sem kiilonboztetjilk meg egyméds kozott, akkor
— a fenti gondolatmenethez hasonléan — az eldbb készitett csoportokat
tovdabb csoportosithatjuk nagyobb csoportokra, mindegyik nagyobb csoport
ko! el6bbi kisebb csoportot tartalmaz, vagyis mér csak #}Cz, altalunk megkii-
l6nboztethetd (nagy) csoport van.

A fenti gondolatmenetet mindegyik tipusra elvégezve valéban azt kapjuk,
hogy az dltalunk megkiilonboztethetd sorrendek szama valéban

n!

Pkl,...,ks (ism) —
" kil - k!

amint éllitottuk. Q.E.D. [

Megjegyezziik, hogy a (ii) -beli gondolatmenetet tovabbfejlesztve (ko-
moly algebrai és kombinatorikai segédeszkozok mesteri 6tvozésével) Polya
Gyorgy!™) rendkiviil hatékony osszeszamlaldsi médszert dolgozott ki, amely-

6) Ez nem nézépont kérdése, hanem tovdbbi kombinatorikai Gsszefiiggéseink (kép-
leteink), pl. a (2.11) rekurziv osszefiiggés csak a 0! = 1 definicié esetén maradnak igazak
minden n € N természetes szamra, a Py = 1 definicié is ezzel van 6sszhangban, ami végiilis
szemléletiinket sem ”bantja’”.

7) Polya Gyorgy (1887-1985) magyar matematikust a 8. Fejezet 6. labjegyzetében
méltatjuk.
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lyel kémiai vegyiiletek kiilonb6z6é izomerjeinek szamét és egyéb kombina-
torikai feladatokat tudott sikeresen megoldani. Mddszerérél Harris-Hirst-
Mossinghoff [H H M| konyvében a ” Pélya’s Theory of Counting” fejezetben,
vagy Pdlya és Read eredeti [P] és [PR] cikkeiben olvashatunk b&vebben.

Az el6z6 dllitasban szerepld (2.12) kifejezés (is) méds diszkrét matematikai
Osszefiiggések leirdsdban is el6fordul, ezért mads jelolésiik és elnevezésiik is
haszndlatos.

2.14. Definicié: Tetszoleges n, kq, ..., ks ,s € N természetes szamokra,
ki+ ..+ ks=n, esetén a

n n!
A A 2.1
<k1k> A (2.13)

kifejezezést polinomidlis egyiitthaténak nevezzik. [

A polinomidlis egytitthaték egyik alkalmazdsédt a 3.5. Polinomidlis Tétel-
ben mutatjuk be.

2.3.2. Variaciék, kombinaciék

Ismét latin eredetii szakkifejezésekkel taldlkoztunk. Eredetileg a varidci6 szé
valtozatossdgot, a kombindcid kivalasztast, kivdlogatdst, csoportositast je-
lent, hétkoznapi haszndlatuk is ennek megfeleld. Felhivjuk azonban a figyel-
met, hogy az aldbbi definiciékban preciz jelentéseket rendeliink e szavakhoz,
vagyis e pillanattol kezdve feladatok, problémé&k megoldédsanal tartézkodjunk
a felelotlen 7a varidcidék szama ...”  és hasonlé megjegyzésektol, inkdabb
haszndljuk ”a lehetoségek széma ...” szoéfordulatot.

Mind a varidcidkat mind a kombindcidkat jelen alfejezetben egyszerre tér-
gyaljuk, mert nagyon sok hasonldsédg és a kapcsolat van kozottiik, s6t konnyen
Ossze is keverhetok.

Mindkét probléma egy halmaz elemei koziil néhdnyuk (6sszes lehetséges)
kivdlasztdsanak szamat kérdezi, bizonyos szempontok szerint. A szemléletes-
ség kedvéért tdrgyak kihizdsdt emlegetjiik, de természetesen bdarmely elvont
halmaz elemeinek kivdlasztdsdra is ugyanazok az sszefiiggések lesznek igazak.
E fejezetben feltehetjiik, hogy az alaphalmaz elemei kiilonbozoek, mert ha az
egyik tipusi elembdl tobb példdnyt szeretnénk feltételezni, akkor egyszeriien
tegyiik vissza a kordbban kihtizott elemeket a kalapba, igy ismét kihizhatjuk
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Oket. Persze, a visszatevés el6tt megjegyezziik (vagy felirjuk) a kihdzott ele-
mek fajtdjdt, sorrendjét, szdmat és egyéb (szdmunkra) fontos adatait. Meg-
nyugtatjuk az Olvasét: az aldbbi definicidk elolvasdsa utdn érthetébb lesz a
fenti gondolatmenet (legaldbbis reméljiik).

Alaposan figyeljiikk meg a varidcick és a kombindcidk kozotti hasonl6sa-
gokat és kiilonbségeket, ezt készitjiik el az aldbbi két definiciéban!

2.15. Definicié: Legyen A eqy tetszbleges halmaz.(®)

Visszatevéses mintavételnek nevezziik azt, ha a halmaz elemeit eqyesé-
vel kivessziik, feljeqyezziik, de minden kovetkezo elem kihizdsa elott az el6z6-
leg kihizott eleme(ke)t visszatessziik a halmazba.

Ha csak a halmaz elemeit hizzuk ki egyesével (persze csak amig lehet), és
az elozoleg kihiuzott elemeket nem tessziik vissza, akkor visszatevés nélkiili
mintavételrol beszélink. [

2.16. Definici6: Tetszoleges n,k € N természetes szamok esetén n
kiilonbozo elem halmazabol k elem wvisszatevés nélkili mintavételeinek (ki-
hizdsainak) dsszes lehetséges szamdt n elem k -adrendii (ismétlés/vissza-
elemek kihizdasdnak sorrendje lényeges, és VX -el jeléljiik !

Ha a kihizds (mintavétel) visszatevéses, akkor ismétléses/ visszateveé-
ses variaciordl beszéliink, vk sm) o jelolgiik, és ismét a kihizott elemek
kihizdsanak sorrendje lényeges! [

2.17. Definicié: Ha a fenti definicidban a kihiuzott elemek kihiizdsdnak
sorrendje lényegtelen, akkor n elem k -adrendii (ismétlés/ visszatevés
nélkiili) vagy egyszertien csak kombindciéjardl beszélink és Ck _val

jeloljiik, illetve a mdasodik esetben ismétléses/visszatevéses kombind-

ciérél  wvan sz6, amit Cx"™ el jelglink. O

Ismételten felhivjuk a figyelmet a varidciok és a kombindciok definiciéi
kozotti kiilonbségekre !

Angolul wvariation és combination az ismétlés nélkiili, mig generalized
variation és generalized combination az ismétléses varidcidk /kombingciok el-
nevezése.

2.18. Allitas: Tetszoleges n, k € N természetes szamok, k > 1 esetén n

elem k -adosztalyi ismétlés nélkili varidacidinak szima

VE=n-(n—-1)-..-(n—k+1) (2.14)

n

8) A halmaz definici6ja szerint elemei mind kiilénbozéek !
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Bizonyitas: Lényegében itt is a 2.13.Allit4s (ismétlés nelkiili permuté-
ciok) gondolatmenete mutatja meg a lehetéségek szamét.

Mivel a halmaz elemei, amelyeket egyesével és visszatevés nélkil hizunk
ki egymads utdn, mind kiilonbozoek, ezért az egyes kihtizdsok alkalmaval az
egyes lehetdségek széma rendre n , n-1 , n-2 ,... . Mivel a kihizott ele-
mek kihtizési sorrendje (varidcié 1évén) lényeges, igy a 2.4.Allitds (permuté-
ciok) bizonyitdsédban leirtakhoz hasonl6an beldthatjuk, hogy ezen lehetdségek
szamat dssze kell szoroznunk! De meddig ?

A legutols6 elem, a k -adik kihizédsakor éppen n — (k — 1) elem koziil
valaszthatunk, hiszen el6tte & — 1 elemet hiztunk ki (és persze eredetileg n
elemiink volt.)

Ezzel éppen a (2.14) egyenléséget kaptuk, amit bizonyitanunk kellett.
QED. O

Megjegyzések: Vigyazzunk a (2.14) kifejezés legutolsé szorzétényezdjére:
az nem (n — k) (amit persze megjegyezni konnyebb lenne), hanem

m—(k—=1)=n—-k+1 |,

hiszen, mint a bizonyitdsban meggondoltuk: %&£ — 1 elemet vettiink ki a
legutols6 (k -adik) elem eltt. Ha pedig(?) gyorsabban kell a képletet eléven-
niink mint a fenti bizonyitast meg tudjuk gondolni, akkor csak a kovetkezo
"versikét” motyogjuk el: 7 k targyat = k szorzétényezd”.

Erdemes kiilon meggondolnunk a k > n és a k = 0 eseteket is (a tobbi
esetet a bizonyitasban meggondoltuk) . k£ > n esetben mind a (2.14) kifejezés
(képlet), mind szemléletiink is V¥ = 0 -4t ad. Ugyanis a (2.14) kifejezésben
k > n esetén szerepel az n — n = 0 szorzétényezd, mig hétkoznapi (és mate-
matikai) tapasztalatunk szerint tobbet egyetlen halmazbdl sem lehet kivenni
mint amennyi eleme eredetileg benne volt, ha ismétliés nélkili mintavételrol
van szo.

A k = 0 esetben hozza sem kell nytdlnunk a halmaz elemeihez, ez egyetlen
lehettség. A (2.14) kifejezés is ugyanezt az eredményt adja, hiszen, ha a
szorzat tagjai n -t6l csokkennek n+ 1 -ig, akkor egyetlen tagja sincs a (2.14)
-beli szorzatnak, ami pedig megdllapodds (definicid) szerint := 1 .

Vagyis a (2.14) osszefiiggésben k € N tetszbleges természetes szam lehet!

9) de csak a gyengébbek kedvéért!
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2.19. Allitas: Tetszbleges n, k € N természetes szamok esetén n elem k
-adosztalyd ismétléses varidcioinak szdma

ik Gem) — pk (2.15)

Bizonyitas: Mint az el6z6 bizonyitdsban is, az egyes elemek kihtiza-

sainak lehetséges szdamat kell meghataroznunk és egyszertien csak 6sszeszoroz-

nunk, hiszen a (kihizott) elemek kihizdsi sorrendje megint lényeges. Mér-

pedig most, mivel visszatessziik mindegyik kihiizott elemet, a soron kévetkezo

mindegyik elem kihizdsdra mindig ugyanannyi, n lehetoségiink van, azaz az
Osszes lehetoségek szama most valéban n , amit bizonyitanunk kellett. [

Megjegyezziik, hogy a most bizonyitott Allitisban szerepld (2.15) kife-
jezésben k € N tetszoleges természetes szam lehet, akir £ > n vagy akar
k=0. Ak > n esettel felesleges foglalkoznunk, hiszen (a visszatevések mi-
att) akdrmeddig folytathatjuk a mintavételezést! k = 0 esetén pedig a (2.15)
képlet ismét 0 -val egyenld, mig a gyakorlatban is ez azt jelenti, hogy hozzé
sem kell kezdeniink az elemek kivédlasztasahoz.

2.20. Allitas: Tetszbleges n,k € N természetes szamok esetén n elem k
-adosztdalyd ismétlés nélkili kombindcidinak szima

O£:n~(n—1)-.é!- (n—Fk+1) (2.16)

Bizonyitas: Idézziik csak fel, mi is a kiilonbség a kombindcidk és a vari-
aciok kozott? A kivdlasztott (kihizott) elemek csak maguk érdekesek, vagy
az is, hogy milyen sorrendben lettek kivélasztval

Mivel a 2.18.Allitdsban sem tettiik vissza a mdr kivélasztott elemeket,
akdrcsak a jelen Allitdsunkban, prébaljuk meg a (2.14) eredményt mostani
feladatunkhoz felhaszndlni. Tovdbbd, a kivédlasztott elemek mind ktlon-
bozoek, hiszen mindig idjat huztunk, és az eredeti halmaz elemei is mind
kiillonbozoek voltak.

Tekintstink egy lehetoséget, azaz a kividlasztott elemek egy halmazéat.
Ha a kombinécié szemszogébol nézziik, akkor ez valéban halmaz, hiszen a
(kivélasztott) elemek sorrendje lényegtelen, vagyis egy lehetdség, mig a va-
ridcié szemszogébol nézve ez tobbféleképpen, tobbféle sorrendben volt lehet-
séges, a kihizott elemek kihizasi sorrendjei tekintetében, vagyis P, = k!
-féleképpen.
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Vagyis a kombinaci6 minden megszdamlélandé kivélasztdsdhoz a (2.14)
varidcié k! lehetosége tartozik, rdaddsul kiilonb6zo kivélasztasokhoz a leheto-
ségek kiilonboz6 (diszjunkt) részhalmazai, ami alapjén

Vk
k_ “n
Cn = k!
majd a (2.14) osszefiiggés miatt

n-(n—1)-..-(n—k+1)
k!

CF =
amit bizonyftanunk kellett, Q.E.D. [J

Az ismétlés nélkiili kombindcidkra elterjedtebb az aldbbi jelolés, mi is a
konyv héatralevo részében ezt hasznéljuk.

2.21. Definicié: Tetszoleges n,k € N természetes szamok esetén
bevezetyiik a kovetkezo jeldlést:

(n> o mm=De. -kt ]) 217

k " k!

amit binomidlis egyiitthaté -nak neveziink, és "n alatt k7 -nak(**)
olvasunk. [

2.22. Megjegyzések: (i) Ugyeljiink a kombindcick kétféle jelolésének
irdsmodjara: n és k forditott elhelyzésben van! A kerek (Z) zéaréjeles jelolésnél
nincs tortvonal, a szdmelméletben hasznélatos (%) Legendre-szimbolum -mal
ne tévessziik ossze!

(ii) A 2.20.Allitésban bizonyitott (2.16) Osszefiiggést sokszor gy alkal-
mazzuk, hogy a kividlasztand6 elemeket nem egyesével, egymads utdn vessziik
ki az alaphalmazbdl (és utdna feledkeziink el a kihtizdsuk sorrendjerél*!)),
hanem egyszeriien egyszerre markoljuk meg és vessziik ki 6ket (in. ”merito-
kandl” -mdédszer).

(iii) A binomiélis egytitthatékndl (ismétlés nélkili kombindciokndl) a k
és n paraméterek ismét tetszoleges természetes szémok: n = 0 , &k = 0

_n 2 ” n

10) Vigyézat: angolul 7 n over k ” r 6s n choose k7 = (k) .
1) mint a hagyomanyos ”90 -es” lott6 sorsoldsakor is a kihtizés utéan allitjdk ”emelkedd
szamsorrendbe” a kihiizott szdmokat
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vagy k > n esetén mind a képlet mind ”gyakorlati” feladatunk (azaz elemek
kihizdsa) is 0 eredményt ad !

(iv) A binomidlis egyiitthatck (2.17) definicidjaban szerepld képletét tobb-
féleképpen is kiszamolhatjuk, mint példaul

n n!
k) Tk (n— k) 2
(+) =5 219

n\ _n n—1 n—k+1
k) k k—1 7" 1

és még sok mds maédon is, e képletek azonossdgdt minden Olvasé kénnyen
beldthatja (HF). A 3.2. ”Binomidlis egyiitthatok tulajdonsdgai” c. alfejezet
elején részletesebben foglalkozunk ezzel a kérdéssel is.

(v) A ”binomiélis” és ”polinomidlis” elnevezésekb6l(!?) valamely kapcso-
latot sejtiink a binomidlis és polinomidlis egytitthatok kozott. Jol érezziik:
az aldbbi 2.25.Allitdsban megmutatjuk, hogy az s = 2 specialis esetben (két-
féle, de sok elemet kell sorbarendezniink) éppen a binomidlis egyiitthatékat
kapjuk. A megegyezés annal is érdekesebb, mert a binomidlis egyiitthatokkal
a kombindcicknél (elemek kivélasztdséndl), mig a polinomidlis egyiitthatokkal
a permutdciokndl (elemek sorbarendezésénél) taldlkoztunk. A kovetkezd fe-
jezetben ismertetjiik Newton ”binomidlis” tételét (3.1.Tétel) és a 3.5.” Poli-
nomidlis” tételt, melyek még jobban ravildgitanak e két mennyiség kapcso-
latdra. Hasznélatos még az s = 3 esetben a trinomidlis egytitthaté elnevezés
is.

vagy

2.23. Tétel: Tetszoleges n,k € N természetes szamok esetén n elem k
-adosztalyd ismétléses kombindcioinak szdma

Ok tism) _ (” +hk- 1) (2.19)

" n—1

Bizonyitas: Itt sajnos nem hasznalhatjuk fel a varidcicknal (akar is-
métléses akdr ismétlés nélkiili) igazolt Osszefiiggéseket, mert hidba tudjuk
megszéamolni az egyes (bizonyos ismétlédéssel) kihizott elemek kihizési sor-
rendjeinek szamdt, az ismétléses permutdciokndl megismertek szerint: az
egyes sorrendek szama kiilonbozo! | az ismétl6dd elemek fajtaitol és szamatol
fiiggden!

12) bi nom = két tag, tri nom = harom tag, poli nom = sok tag (gorogiil)
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A kovetkezo otlettel (”jegyzetlapok”) azonban célhoz érhetiink: mivel n
kiilonb6z6 elem koziil vélasztunk ki néhdnyat, de csak a kihizottak milyen-
sége és nem sorrendje a lényeg, vegyiink elé a hizdsok megkezdése elétt n
jegyzetlapot, az n kihizhat6 elem mindegyike szdmaéra egyet-egyet, és a hiizdas
folyaman minden egyes kihiizott elemnél, visszatevése elott, hizzunk egysze-
riien egy vonalkit (striguldt('®)) a megfeleld papirlapra. Most mar csak az a
kérdés, hogy “hanyféleképpen hizhatunk k vonalat n papirlapra ¢ 7

Mar a fenti gondolatmenetben is a 2.4. pontban jelzett I1.Médszert (”bi-
jekciok”) hasznéltuk: elemek kihizésa és rendezgetése helyett papirlapra iro-
gattunk vonalkdkat, és mivel e két halmaznak: elemek visszatevéses de sor-
rend nélkiili mintavételeinek halmaza és a papirlapokra irt vonalka - soroza-
tok halmazdnak ugyanannyi eleme van (ijabb HF!), elegend ez utébbi hal-
maz elemeit sszeszamolnunk!

Ez utébbi probléménkon pedig ismét egy atfogalmazdssal (bijekcio) segit-
hetiink. Hidba raktuk ugyanis sorba az n papirlapot, a rajtuk levo strigulak
sorozata Osszemosédna, ha a papirlapok (pontosabban a rajtuk levé vonal-
kak) kozé nem raknank valami elvilaszté jelet, mondjuk egy-egy 0 szdmje-
gyet. Hat rakjunk, osszesen n — 1 -et!

Igy a kovetkezd djabb feladathoz jutunk:

” Hany olyan, n+k —1 hosszu, 0 és 1 jelekbol allé (binaris) jelsorozatunk
van, amelyben n — 1 szdmi 0 és k darab 1 jel van ? 7

Termeészetesen elébb meg kell gondolnunk, hogy a két halmaznak (vonalak
a papirlapokon és a fenti jelsorozatok) ugyanannyi eleme van (ijabb HF.) !

Ez pedig mar gyerekjaték, pontosabban ismétlés nélkili kombindcid, hiszen
n+k—1 kiilonbz6 elem (a jelek pozicidi, a helyiértékek) koziil kell kivalaszta-
nunk n—1 -et, a 0 jelek helyeit, méghozza kivilasztasuk sorrendje 1ényegtelen,
ez pedig val6ban ismétlés nélkiili kombindcié! A 0 jelek vélasztjdk el az egyes
papirlapokat. Igy, a 2.20.Allit4s alapjdn a lehet6ségek szdma valéban

: n+k—1
Ck (ism) _ Crn—l —
n n+k—1 n—1
amit bizonyitanunk kellett, Q.E.D. [
2.24. Megjegyzések: (i) A fenti bizonyitds végén poziciokbdl (helyiér-
tékekbol) valasztottunk ki néhdnyat, azaz, mint mar kezdettél fogva hangsu-

lyoztuk, legtobbszor nem valédi targyakbdl hanem elvontabb elemek koziil
kell kivalasztanunk néhdnyat.

13) kis vonal, pipa (német)
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(ii) Vegyiik észre, hogy a most megvizsgalt ismétléses kombindcioknal az
n és k paraméterek tetszoleges természetes szamok lehetnek: mind a (2.19)
kifejezés (képlet) mind a gyakorlati probléma (hizogatdsok) értelmezheték,
és a fenti bizonyftds is érvényes.

(iii) Nehéz megjegyezni a (2.19) kifejezésben(!*) a betiik pontos helyét és
szamat, foleg ha megemlitjiik az aldbbi alternativat:

n+k—-1\ (n+k-1
()=
Ezt barki kénnyen pér perc alatt igazolhatja a (2.18) képlet alapjén (djabb
HF!), bar a 3.2. ”Binomislis egyiitthatok tulajdonsiagai” c. alfejezet 3.9.(iii)
Allitasdban részletesen foglalkozunk a binomislis egyiitthatok fenti és hasonls
tulajdonsagaival.
Visszatérve a (2.19) képlet memorizalasara, sajit tapasztalatunk alapjan

csak egy médszert ajanlhatunk: a bizonyitds fejben (pillanatok alatti) ” végig-
porgetését” .

Miér emlitettiik, hogy a kiilonb6z6 permutdciok, varidcidk és kombindciék
kozott szoros kapcsolat van. Két egyszeri{ibb 6sszefiiggés igazoldsdaval zarjuk
alfejezetiinket. Tovabbi Osszefiiggéseket és tulajdonsdgkat taldlhatunk a 3.2.
alfejezetben.

2.25. Allitas: Tetszbleges n, k € N természetes szimok esetén

Vi'=P,

n

Crk; _ Prl::,n—k: (ism)

@ - (k,nn— k) '

Bizonyitas: Mint minden kombinatorikai osszefiiggést, a fentieket is bi-
zonyithatjuk mind kombinatorikai okoskodéssal, mind a képletek alakitasé-
val. Most az egyszer utoljara mind a két mdédszert részletesen ismertetjiik.

V" nem més, mint n elemet a halmazbdl egyesével kihtizunk és a sor-
rendet is feljegyezziik, mondjuk 1gy, hogy a kihiizds sorrendjében sorban

ami képletben

14) mint minden képletben
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lerakjuk oket. Ez pedig mindig egy sorbarendezés azaz permutéacio, rdaddsul
P, , hiszen mind az n kiilonb6z6 elemet minden lehetséges médon ki kell
valasztani azaz sorbarendezni.

A képletek alapjin pedig

Vi=n-(n—1)-..-(n—n+1)=nl=PF,,

n

Ck és pln=kGsm) indketten k > n esetén 0 értéket adnak, vagyis azonosak.
(Algebrai bizonyitas vége.)

Legyen tehat 0 < k < n rogzitett. P " "™ Lombinatorikailag azt je-
lenti, hogy kétféle elemiink van, k illetve n — k példdanyban, azaz dsszesen n
elem, amiket sorba kell raknunk (persze az Osszes lehetséges médon). Egy
sorbarendezést pedig gy is elkészithetiink, hogy elészor az egyik tipusi ele-
mek helyeit (pozici6it) valasztjuk ki, a kivdlasztas sorrendje lényegtelen mert
mindegyik els6é tipusi elemet azonosnak tekintiink, majd végiil a maradék
masodik tipusi elemeket egyszeriien csak letessziik az iires helyekre. Maér-
pedig, amikor az els6 tipusi elemek helyeit valasztjuk ki, n kiilonboz6 elem
(helyek, pozicick) koziil kell k -t kivalasztanunk, ismétlés nélkiil és a helyek
kivdlasztdsanak sorrendje sem lényeges. Ez pedig éppen egy ismétlés nélkiili
kombindcié, pontosabban C* . (Kombinatorikai bizonyitds vége.)

A képletek alapjdn egyszeri az egyenldség igazoldsa: a (2.13) és (2.18)
Osszefiiggések alapjan

! n .
Ck = n — L — — Pk,nfk (ism)
" (k) k- (n—k)! (k’, n— k;) "

amit bizonyftanunk kellett, Q.E.D. [

A fenti bizonyitds alapjdn az az érzésiink tamadhat, hogy képletekkel
sokkal egyszertibb barmilyen tsszefiiggést bebizonyitanunk, a kombinatorikai
okoskodds sokkal megeroltetobb. Hidba ismételgetnénk, hogy a kombina-
torika sem a képletek alakitgatdsdnak tudoménya. Meggy6zobb inkdbb, ha
példaul a 2.2. Feladatot ajanljuk az Olvasé figyelmébe, vagy tobbek kozott a
szerzd [Sz1s,' 97| feladatgyiijteményének 7.11, 7.24, 7.25, 7.27, 7.30, 8.6, 8.7,
8.14, 8.20, 8.21, 8.31 vagy 8.37 feladatait.

2.4. A Stirling formula

Mir eddig is gyakran kellett alkalmaznunk képleteinkben az n! mennyiséget,
s6t a binomidlis egyiitthaték {6 alkotorészének” is tekinthetjiik. Ezért is
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hasznos szamunkra a J.Stirling dltal felfedezett aldbbi kozelité formula, mely
n! nagysdgrendjét nagyon is pontosan adja meg:

2.26. Tétel (J.Stirling!'®) ”- formula”): Elég nagy*) n € N természetes

szam esetén n

nl ~ (—)n V2mn (2.20)
e

sot kicsit pontosabban

n\m”" 1 1 n
(—) V21 - e 36003 < pl < <—)
e

e

n

2mn - e O (2.21)

Mi elsésorban a binomidlis egytitthatok ((}) és (n%)) értékének, va-
lamint O(2™) és O(n!) futédsidejii algoritmusok tsszehasonlitdsdra hasznaljuk
a fenti formuldkat. Az A Fiiggelék tdbldzata is ezek felhaszndldsdval késziilt

nagy n értékek esetén.

2.5. Feladatok

A szerzd [SzIs,97] feladatgyiijteményének 5. és 6., de még inkabb a 7.
és 8. fejezeteiben sok valtozatos és megoldassal elldtott feladatot taldlunk
gyakorlds céljara. Ajénlhatjuk még Hajnal Péter [HaPé, 97/1] és Vilenkin
[ViN J'87] feladatgyiijteményeinek idevigo részeit.

Ismételten felhivjuk a figyelmet, hogy hidba kevés elméleti eredménnyel
taldlkoztunk jelen fejezetben, de a gyakorlati problémdak megoldasahoz sziik-
séges ligyességet csak hosszii hénapok alapos gyakorldsdval szerezhetjiik meg!
A kezd6k orok dilemméja és hibalehetsége: ”6sszeadni” vagy ” 6sszeszorozni”
"kell”, lehet-e egydltalan valamelyik képletet hasznélni és melyiket, vagy csak
7gyalogosan” fel kell sorolni az dsszes lehetdséget, esetleg valamely szempon-
tok szerint csoportositva, kicsit megkonnyitve a tengernyi eset felsoroldsat, és
a legfontosabb: Mindent 6sszeszédmoltunk? Semmit sem szamoltunk kétszer?
Csak a halmaz elemeit szamoltuk meg('™)?

2.0.Feladat: Keressiink a mindennapi életben példdkat permutéciokra,
varidcidkra és kombinacidkra!

15) James Stirling (1692-1770) skét matematikus, elsésorban statisztikdval, végtelen
sorok konvergenciajaval, mechanikival foglalkozott.

16) fiiggvények aszimptotikdjanak pontos definiciéjat analizisben tanuljuk, itt most nem
foglalkozunk vele.

17) Lésd a fejezet legelején frt (2.1.) jétandcsunkat !
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2.1.Feladat: Igazoljuk az alabbi dllitdasokat*®) teljes indukcicval !

/1/ 2
1P +2°% + +n&:<ﬂﬁii5
5

/2/ Han > 2, akkor

o= >

NS

1
2n

W

1
2

/3/

3

Klok=n+1)—1

/4/

ko2 . n(n+1)
(1)K = (- D

/5/ Ha a € R olyan val6s szém, amelyre a+ £ egész szdm, akkor minden
n € N természetes szdmra a” + ain is egész szdm.
/6/ n egyenes a sikot legfeljebb % részre osztja.

/7/ Az 1,2, ..., 2" szamok két azonos méretii és diszjunkt A, B csoportba
oszthatok gy, hogy az egyes csoportokban levé szamok 6sszege azonos legyen.

/8/ Az elsb n pdratlan természetes szdm 6sszege pontosan n? .
/9/
n-(n+1) (n+2)

3

1-24+2-34+...+n-(n+1)=

/10/

k
n 1
HQn Zl+§ ahol Hk = ;1E

(tin. “harmonikus” szémok('?))

18) Természetes szamok barmely hatvanyainak sszegére a fentihez hasonlé zart formulak
(képletek) ”gyartdsat” a 3.3 "Osszegezési médszerek” alfejezetben fogjuk bemutatni, az
érdeklédd Olvasck a D Fiiggelekben megtaldljdk az eredményeket, az in. Pg(n) poli-
nomokat — és teljes indukciéval mar bizonyithatjdk is dket ...

19) Euler tétele szerint n11—>Irolo(Hn —In(n)) = C ahol C =~ 0,577215 az tn. ”Euler-féle”

konstans.
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/11/
H+..+H,=(n+1)-H,—n
/12/
1 1 1
4+ —=+—4=+..+— > 2(Vn+1-1
aratete o )
/13/
1 N L 1 1
1-3 3.5 7 2n—-1)-(2n+1) 2n+1
/14/
_ 1
: =1l
— (1+1)! n
/15/

1 1 1
etszoleges a, g € C rogzitett komplex szamokra
16/ Tetszol C { k 1 imok
n ) n+l _ 1
E:a.qzzwl.z___f_
i=0 -
(mértani sorozat Osszegképlete).

/17/ Minden n -elemii halmaznak 2" részhalmaza van, azaz
|P(A)|=2" ha |Al=n
/18/

n < 2" < nl

/19/ Tetszbleges A, ..., A, halmazokra

és

Na=Ua
i=1 i=1

(4ltaldanositott De Morgan szabélyok)
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/20/ A 2™ x 2" méretii sakktdbla bal felsé mez6jét elhagyva a maradék
tdbla mezo6i hidnytalanul és egy rétegben lefedhetok 3 négyzetbdl all6 L alaki
lapocskédkkal.

/21/ n® — n oszthaté 3 -mal, azaz 3|n® —n .

/22/ Tetszbleges ay, ..., a, € R pozitiv valés szdmokra

a+ ... +ay,
n

> ai ... ap

(szdmtani és mértani kozepek kozotti egyenldtlenség).

/23/ Tetszbleges n € N, n > 12 Forintot ki lehet fizetni 4 - és 5 - Forintos
érmeékkel.

2.2. Feladat: Hdény nemnegativ megolddsa van az
Y1t ..ty =n

egyenletnek tetszoleges n € N szdm esetén ?

2.3. Feladat: Legfeljebb hany metszéspontja lehet egy konvex n -szog
atléinak a sokszog belsejében?

2.6. Megoldasok

2.2. Feladat: A feladat éppen egy ismétléses kombindcid: az egyenlet
jobb oldaldn levo n -et kell k részre szétosztanunk az v, ..., y, valtozok kozott,
vag%lis k kiilonbo6z6 név koziil kell visszatevéssel n -szer hiznunk, igy a vdlasz
ot

sm) (”Zﬁl) . (Ld. még a 6.5. Feladatot is a 6. fejezet végén!)

2.3. Feladat: (Z) mert a sokszog barmely négy csicsat kivdlasztva pon-
tosan egyféleképpen (keresztben) tudjuk éket dtlokkal 6sszekodtni tgy, hogy
az atléknak a sokszog belsejében legyen metszéspontjuk.

2.7. Hivatkozasok
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zetek, Tankonyvkiadé, Budapest, 1982
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3. fejezet

Binomialis és polinomialis
egyiitthaték

A BINOMIALIS ES POLINOMIALIS TETELEK. NEWTON TETELE. A BI-
NOMIALIS EGYUTTHATOK ES TULAJDONSAGAIK. OSSZEGEZESI MODSZE-
REK, ZART FORMULA Y 4" -RE.

3.1. Binomidlis és polinomidlis tételek

Kozismert az (a+b)* = a?+2ab+0? képlet, vagyis tetszbleges kéttagu (binom)
osszeget (majdnem!) ”tagonként” tudunk hatvanyozni. Természetesen a és
b tetszbleges valés vagy komplex szamok, esetleg kvaternick(’), vagy akér
polinomok, tetszoleges fiiggvények stb. is lehetnek. Hasonléan kénny{i tobb
tagu osszeget (polinom(?)) is magasabb hatvényra emelni. (Az egyszerfiség
miatt mi csak komplex szdmokkal foglalkozunk.)

Kezdjiik a binomidlis tétellel.

3.1. Tétel: (Newton(®) binomialis tétele®)) Tetszbleges a,b € C komplex

1) a kvaternidk szamteste Q = {a + bi + ¢j + dk : a,b,c,d € R} ahol i?=j2=Fk>=
-1 ¢és ij=—ji=k, jk=—-kj=1i, ki=—ik=7j, é&stermészetesen C CQ .

2) gorog széosszetételek, szé szerinti forditdsban bi nom = két tag, tri nom = hdrom
tag, poli nom = sok tag

3) Tsaac Newton (1643-1727) kozismert angol matematikus és fizikus

4) a formuldt tobbek kozstt mar Omar Khajjam (1048-1131) perzsa és Hiasszedin
arab matematikusok, s6t Blaise Pascal (1623-1662) is ismerték. Newton éredeme viszont
a tétel dltaldnositdsa, mely eredményeket az alfejezet tobbi tételében ismertetjiik.

43
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szamok és n € N természetes szam esetén

n n 7 n—1i
(a+1b) _;C)-a-b (3.1)

Bizonyitas: A tételt dltaldban n -re vonatkozo indukciéval szokas bi-
zonyitani, a 3.10. Allitas (3.6) osszefiiggése alapjan. (Javasoljuk az Olvasé-
nak gyakorldsképpen azt a bizonyitast is &tgondolni.) Mi inkdbb egy kozvetlen
szamoldsi médszert valasztottunk, ami egyrészt a tétel felfedezésének élményét
is adja, mdsrészt a kombinatorikai fogalmakkal valé kapcsolatat is jobban
felfedi.

Szamoljuk ki tehat a hatvanyt a definicié alapjan:

(a+b)"=(a+b)-(a+b)-...-(a+D)

(n -tagu szorzat).

Persze minden tagot mindegyikkel megszorzunk. De nem el6szor csak az
els6 két zardjelet, majd a szorzatot a harmadik zdréjellel szorozzuk be és
igy tovdbb! Hanem az n zérdjelet egyszerre: mindegyik zdréjelbdl minden
lehetséges médon kivesziink vagy a -t vagy b -t, és ezeket a tagokat szoroz-
zuk Ossze egymdssal (vagyis valéban a'b"" alaki tagokat kapunk minden
lehetséges 0 < i < n értékre), és persze a végén az azonos hatvanyokat
osszegyljtjiik egy > -ba.

Hényféleképpen kaphatunk a’b"~* alaki szorzatokat rogzitett i esetén?
Vagyis az adott n zardjel koziil kell ¢ -bol az a tagot kivdlasztanunk, és a
maradék n — i zardjelbdl valasztunk ki b tagot. (Vagyis tényleg 0 < i < n.)
Miérpedig tudjuk, hogy n kiilonboz6 ”valami” koziil i -t kivdlasztani pontosan
(") -féleképpen lehet. O

Newton (és tole fiiggetleniil Bolyai Jénos is) édltaldnositotta a fenti ered-
ményt tetszoleges o € R kitevore, a pontos eredményt a 3.4. Tételben
taldljuk meg.

A 3.1. Tétel egy érdekes vdaltozata az aldbbi, amely viszont teljes in-
dukciéval igazolhat6 kényebben (ezt is javasoljuk az Olvasénak atgondolni.)

3.2. Tétel: (Newton) Tetszoleges n természetes szamra és f,g: R — R,
x -ben n -szer differencidlhato fiigguényekre teljestil:

<f<x>~g<:c>><”>=2<f‘)~f<x><f>-g<x><"Z’> T

- (3
=0



3.1. BINOMIALIS ES POLINOMIALIS TETELEK 45

Bar csak a 6. fejezetben lesz sziikségiink ré, de mégis ide kivankozik New-
ton kovetkezd tétele is, melyet téle fiiggetleniil Bolyai Janos is felfedezett(®).
Ehhez sziikségiink lesz a binomialis egyiitthaték altaldnositdssra: (6)

3.3. Definicié: Tetszoleges o € C komplex és n € N természetes szamok
esetén legyenek az  altalanositott binomidlis egyiitthatdk

(z>::a-(a—1)-...-(a—n+1) B (3.2)

n!

3.4. Tétel: (Newton binomidlis sora) Tetszbleges x,a € C komplex
szamok, |z| < |a| és tetszbleges oo € R walds szdm esetén teljesiil az

(a+2)* = ia‘“‘ : <(Z> -

=0

egyenloséqg (és persze a végtelen hatvanysor abszolit konvergens ha |x| < |al ).

Bizonyitds: Lasd analizis eléaddson. O

Javasoljuk az Olvasénak az a = —1 eset tanulmdnyozdsdt, amire a 6.
fejezetben (7 Generatorfiigguények”) lesz sziikségiink.

tobbtagiak hatvdnyait:

3.5. Tétel: (Polinomislis tétel) Tetszbleges aq,...,as € C komplex
szamok és s,n € N természetes szdmok esetén fenndll az

(a4 Fa)' = Y (kl ’ k)'alfl""'ass

0<ky,....,ks<n
ki+...+ks=n

0sszefiiggés.

Mint az el6z6 alfejezetben lattuk, s = 2 esetén az (kI”kQ) = (k1 :—kl)
polinomiélis egyiitthaté éppen az (1?1 ) binomidlis egyiitthatéval egyezik meg,

vagyis tényleg a 3.1. Tétel dltaldnositasdrdl van sz6. Az éltalunk adott

5) 1823-ban, 1d. [BS] 154-158. oldalakon.
6) 1d. még a 3.16. Definiciéban bevezetendd (Z) ” binomidlis polinomokat” .
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bizonyitds is ennek megfeleléen hasonlé a 3.1. Tétel bizonyitdsdhoz: ismét
nem teljes indukciét, hanem csak a hatvdanyozds definicigjét hasznéljuk.

Bizonyitas: Szdamoljuk ki a hatvanyt a tanult médon, amint a 3.1. Tétel
bizonyitasaban is tettiik:

(a1 +...+a)" = (a1 + ...+ as) (e + ... +ag) ... (a1 + ... + ay)

(n -tagu szorzat).
Minden tagot mindegyikkel megszorzunk,mégpedig az n zaréjelbol egy-
szerre: mindegyik zardjelbél minden lehetséges médon kivessziik valamelyik

a; -t, és ezeket a tagokat szorozzuk 6ssze egymaéssal. Vagyis valéban alf L..ak

alaki tagokat kapunk ahol 0 <ky,....ks<nésk;+..+ks=n. A végén
az azonos hatvanyokat 6sszegy(ijtjiik egy > -ba, amihez mar csak azt kell
meggondolnunk, hogy hanyféleképpen kaphatunk alfl -...-a® alaku szorzatokat
rogzitett, fenti tulajdonsdgu kq, ..., ks kitevok esetén?

Az adott n zéréjel koziil kell tehat ky -bol az a; tagot kivdlasztanunk,
ko -b0Ol az as -0t, és igy tovdbb, és a maradék kg zdrdjelbdl az a, tagot.
(Persze k; = 0 vagy k; = n is lehetséges, de ismételjiik: k1 + ... + ks = n ,
és most a ki, ..., ks kitevok rogzitettek.) E feladathoz legegyszeriibb, ha n
zsetont elovesziink, ezek koziil k; -re a; -et frunk, ks -re ay -6t, és igy tovabb,
a maradék k, zsetonra pedig a, -et. Sorbarakjuk a zsetonokat a zdrdjelek
ala, és mindegyik zardjelbdl azt az a; szamot valasztjuk ki, amely a zsetonra
van frva. Maérpedig e zsetonok sorbarakésa ismétléses permutdcié. Igy a
lehet6ségek szama a tanultak szerint éppen az (klnk) kifejezés, amit most
madr joggal hivhatunk polinomidlis egyiitthatonak. [

Specidlis esetként mar taldlkoztunk a binomidlis (s = 2) egyiitthatékkal
(ellendrizziik!), haszndlatos még a s = 3 esetén a trinomidlis egyiitthat6
elnevezés is. Mi részletesen nem foglalkozunk a trinomidlis egyiitthatékkal,
de sok helyen, pl. [K] -ban vagy [C] -ben is taldlkozhatunk veliik.

3.2. A binomidlis egyiitthaték tulajdonsagai

Mint az el6z6 fejezetben lattuk, definicié szerint az (Z) binomidlis egyiitt-
haték kombinatorikailag csak 1 < k < n esetén értelmezheték. A (2.17) for-
mula alapjdn azonban tetszoleges k,n € N természetes szamokra értelmezhe-
tok (csak megismételjiik a (2.17) definiciot):
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3.6. Definicié: Tetszoleges k,n € N természetes szamok esetén legyen

CD::n(n—D-éwn—k+l) - 33

Koénnyen beldathaté, hogy a fenti kifejezés valéban tetszoleges k,n € N
természetes szamokra értelmezhetd, és 0 < k < n esetén megegyezik a (2.16)
és a (2.18) formuldkkal:

3.7. Allitas: Tetszbleges k,n € N természetes szamok, 0 < k < n esetén

fenndll az
n n!
<k:) Tk (n—k) (3:4)

azonossdg. U

(Emlékeztetiink arra, hogy 0! =1 .)

Megjegyzések: Bér elméleti szamitdsokndl altaléban a (3.4) formula
kényelmesebb, nagy szdmok esetén azonban gyakran a benne szerepld fak-
toridlisok mar el sem férnek a szdmolégépen (70! ~ 1,198 - 1019 vagy gon-
doljunk csak Stirling (2.20) tételére), igy csak a (3.3) képlet a kivitelezhetd.

Példaul a lottohizédsban szereplo (90) értéke nem szamolhat6 ki a =2 mé-

5 51.85!
don, mig a %ﬁfg'% formula kiszamitdsa mésodpercekbe sem telik.
Még nagyobb szamokra még a (3.4) formuldt is évatosan kell alkalmazni.

41d4 200\ _ 200-199-..101 oo s o . .
Példaul a (100) = S5 5y szamitdsi médszer sem jarhato tt, de a

(200> 200 199 101

100/ ~ 100 99 1

atalakitdssal konnyedén célhoz érhetiink, és megkaphatjuk:

200
(100> ~9,05-10° . (3.5)

3.8. Feladat: Becsiiljik meg a (2.20) Sirling formula segitségével (Z)
értékét nagy n és k esetén! 0O

Az alabbiakban felsoroljuk a binomiélis egyiitthatok legfontosabb tulaj-
donsagait. A legtobb azonossag igazolhaté akar kombinatorikai megfontola-
sokkal, akar a (3.3) vagy (3.4) képletek segitségével. Ahol lehetséges, mi a
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kombinatorikai gondolatmeneteket részesitjiik elonyben, azonban javasoljuk
az Olvasénak a (3.3) és (3.4) képletek alapjan a szamitasos ”ellendrzést” is!

Hangsilyozzuk, hogy mi csak néhdny elemi azonossdgot ismertetiink,
Gould 1972-ben megjelent [G] konyvében félezer azonossag taldlhato, a lista
azota tobbszorosére novekedett. Sok érdekes azonossdg taldlhaté még Hajnal
Péter [HaPé,' 97/2] konyvének 34-36. oldalain, Vilenkin [ViN J, 87] feladatai
kozott, és szinte minden kombinatorikai konyvben.

3.9. Allitas: Tetszbleges k,n € N természetes szamok esetén igazak az
aldabbi dsszefiiggések:
n n
= =1 i

0) - (1) 2
(1) = (2 g

(Z) - ha k> n (iv)

Bizonyitas: (i) n elembdl 0 elem kivdlasztdsa: hozzd sem nytlunk a
halmazhoz. n elem kivdlasztdsa: az osszeset ki kell venniink Mind a két
alkalommal a lehetdségek szdma 1 .

(ii) n elembdl 1 elem kivdlasztdsa: wvalamelyiket kell kivenniink, ez n
lehetoség. n — 1 elem kivédlasztdsa: pontosan egyiket, valamelyiket kell bennt
hagynunk, ez is n lehetoség.

(iii) n elembdl n—Fk elem kivélasztdsa pontosan azt jelenti, hogy kivélaszt-
juk azt a k elemet, amit a halmazban bennthagyunk, vagyis a tobbi k elemet
tessziik ki a kalapbdl.

A (iii) tulajdonsdgot szokds szimmetria - tulajdonsdg -nak is nevezni.

(iv) n elembdl semmiképpen sem tudunk tébbet kivalasztani (visszatevés
nélkiil) mint amennyien vannak. [J

3.10. Allitas: Tetszbleges k,n € N természetes szamok esetén igaz a

kovetkezo 0sszefiiggés:
n n n+1
(206 (') 6

Bizonyitas: n régi és +1 1j elembdl k elemet kivédlasztani lehet tdgy is,
hogy az 1ij elemet is kivdlasztottuk, vagyis mar csak k£ — 1 elem kivdlasztasdn
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kell gondolkoznunk, ami ( kfl) lehetdség, vagy pedig mindegyik kivdlasztandé
elem régi, ami pedig () lehetdség. O

A fenti azonossdg az alapja az un. Pascal(") - hiromszognek, amikor
is a binomidlis egyiitthatékat hdaromszog alakban rendezziik el, szemléltetés
céljabol:

0 G
B 6 6

azaz

A 3.9. Allitas (i) osszefiiggése szerint mindegyik sor szélsd elemei 1 -
ek, tovabbd a (3.6) ©sszefiiggés szerint mindegyik elem a "felette” (balra
és jobbra) levt elemek osszege, igy a Pascal hdromszog akdrmeddig kony-
nyen folytathaté. (A Pascal hdromszog a ” Négyjegyti fiigguénytablazatok” c.
kozépiskolai segédkonyvben is megtaldlhaté a 14.B. tabldzatban.)

A binomislis egyiitthatok eddigi és tovabbi tételei is szemléltethetdek a
Pascal hiaromszog soraiban, dtléiban stb., ezek vizsgdlatdra mi most nem
tériink ki.

") Blaise Pascal (1623-1662) francia matematikus, fizikus aki filozéfidval és irodalom-
mal is behatéan foglalkozott. Tobbek kozott a valdsziniiségszamitdsban, projektiv
geometridban, differencidl- és intergralszamitdsban, szamelméletben vannak fontos ered-
ményei, a teljes indukcié mddszerét 6 hatdrozta meg eldszor precizen. 16 évesen mér
dolgozata jelent meg a kupszeletekben irhaté hatszogekrol.
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[K] -ban a trinomidlis egyiitthatok alkotta ”Pascal”’-haromszoggel ismer-
kedhetiink meg.

A (3.6) osszefiigges aldbbi két altaldnositdsat sok feladatban felhasznél-
hatjuk, példaul a 3.3. alfejezetben is.

3.11. Allitas (”Vandermonde®) konvolicié ”): Tetszbleges k,,n € N
természetes szdmok esetén igaz a kivetkezd dsszeftiggés:

i@ ' (kli@) - <TLZ€> - (3.7)

Bizonyitds: Hasonlit a (3.6) 0sszefiiggés bizonyitasahoz.

Az n+/ elem koziil n elem Jéska tulajdona mig ¢ Marié. Ha k elemet kell
toliik kolesonkérniink, akkor valamennyit, mondjuk ¢ -t Jéskatél, mig k — ¢ -t
Maritol kapunk, kiilon-kiilon ez (7;) ill. (ki) -féle lehettség rogzitett i ese-
tén. Mivel egymadstdl fiiggetleniil kapunk toliik, ezért kell e két mennyiséget
Osszeszorozni, és mivel kiillonboz6 ¢ -kre ezek mds-més esetek, ezért lehet
osszeadni. (Lasd még az ”Osszeszamldlds két alapmoédszerét” a 2. fejezet
2.2. pontjéban.) O

A most bizonyitott tsszefiiggés valéban a (3.6) dltaldnositédsa, hiszen ¢ = 1
valasztassal az 0sszegnek csak két tagja van: ¢ =0és 1.

3.12. Allitas: Tetszoleges k,n € N természetes szdmok esetén igaz a

kovetkezo 0sszefiliggés:
k k+1 n n—+1
= 3.8
(W () (-G e
Bizonyitas: Hanyféleképpen lehet az 1,2, ..., n+1 szdmok koziil £+ 1 -et
kivdlasztani? Szdmoljuk kiilon azon esetek szerint, amikor is a legnagyobb

kivalasztott szam k + 1 (kisebb nem lehet), kK +2 , ... vagy n + 1 . Ekkor a
maradék k szamot a legnagyobb szam alatt lehet kivdlasztani, rendre a k ,

k+1, ..., nszdmok koziil, ami pedig rendre (2) , (kzl) Y e (Z) lehet6ség.
Az 6sszeszémolt lehetdségek mind kiilonbozoek. [

Felhivjuk a figyelmet, hogy a fenti 6sszeg

> ()= ()

8) Vandermonde munksssagat az 5. Fejezet (8.) ldbjegyzetében ismertetjiik.
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alakban is frhat6, hiszen a 3.9.(iv) Osszefiiggés alapjan i < k esetén az
osszeadandé tagok mind 0 -ak !

Mint emlitettiik, a binomidlis egyiitthatékra vonatkozé Osszefiiggések az
egyiitthatok (2.17) vagy (2.18) képlete alapjan szamoldssal is igazolhatok. A
fenti (3.8) osszefiiggés példaul a (3.6) alapjan is igazolhatd, n -re vonatkozé
teljes indukciéval.

3.13. Allitas : Tetszbleges n € N természetes szdm esetén az (7;)
binomidlis egyiitthatok 0 < 1 < L%J esetén szigorian monoton novekednek
mig {g-‘ <1 < n esetén szigorian monoton csokkennek.

Bizonyitas: A trividlis

Osszefiiggés alapjan az allitdas konnyen belathaté. [

Megjegyezziik, hogy a 3.9. Allitas (iil) osszefiiggése szerint elegendd csak
a jelen 4llitds egyik felét igazolni. Vagyis az (7) egyiitthatck (rogzitett n
esetén) a sorozat kozepéig monoton nének, majd szimmetrikusan csokkennek.
Emlékeztetiink arra, hogy a sorozat két szélén (3) = (Z) =1 és ('1‘) =
(nfl) =n 4ll, mig a kozepén elhelyezkedd legnagyobb elem, (n%) értéke
az el6z6 fejezetben megismert (2.20) Stirling- formula alapjan

R
5 2mn

3.3. Osszegezési médszerek

Ebben az alfejezetben az analizis és a linedris algebra médszereivel (és a bi-
nomidlis egyiitthatok segitségével) kapunk zért alakot kiilonboz6 dsszegekre.
Az eredmények és médszerek a valésziniiségszamitdsban és a matematika més
fejezeteiben is fontosak.

Els6sorban nem a kapott Osszefiiggéseket, hanem az alkalmazott maéd-
szereket ajanljuk az Olvasé figyelmébe, amik segitségével késobb egyediil is
zart alakra tud hozni bizonyos, binomidlis egyiitthatokat tartalmazé mas
Osszegeket.
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3.3.1. Binomialis egyiitthaték Osszegei

Maér a binomiédlis és polinomidlis tételekbdl is egyszertien nyerhetiink fontos
Osszefiiggéseket:

3.14. Tétel: Tetszoleges n € N természetes szdm esetén

5()-r

i=0
és .
S (1) (”) 0. (i)
i=0 !
Bizonyitas: Newton (3.1) binomidlis tétele alapjan kapjuk, hogy
n n . )
1 n — . 7 . n—
(1+1) Z < Z) 11
=0
illetve

-y =3 (1) o

=0
valamint hasznéljuk fel az 1 +1 =2 és az 1 — 1 = 0 osszefiiggéseket is. [

Méds széval, ha a Pascal hdromszog (bdrmelyik) sordban osszeadjuk az
elemeket, 2 megfelel hatvanydt kapjuk, illetve a tagokat viltakozoé eldjellel
osszadva 0 -at kapunk. Paros n esetén ez azonnal kovetkezik a binomidlis
egyiitthatok 3.9.Allit4s (iii) -ben ismertetett szimmetria tulajdonsdgébol, de
péaratlan n -re ez mar nem olyan nyilvanvalé.

A fenti eredményt ismét lehetne teljes indukciéval is igazolni.

(i) kombinatorikai igazoldsa a véges mennyiségek kozotti jobb eligazodast
is segiti, ezért érdemes vele is megismerkedni:

(i) kombinatorikai bizonyitasa: Hény részhalmaza van egy n -elemii
halmaznak? Persze pontosan 2" de részletesebben: vannak 0,1,....,7,...,n
elemii részhalmazok, melyekbdl rendre (g), (Tf), vy (ZL), ey (Z) van. Egyazon
mennyiséget kétféleképpen szédmolva ugyanaz (éltaldban) az eredmény, vagyis

2n =", ("), amint allitottuk. O

A 3.12. Tétel (3.8) vsszefiiggésében a () binomidlis egyiitthatok ~felsd”
tagja szerint, mig jelen Tételben az alsé tagok szerint tortént az 6sszegezés.
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Tovébbi egyenloségeket nyerhetiink, ha az analizis fegyvereit is bevetjiik.
Ismételjiik: a bizonyitdsban ismertetett médszer az, amit elsésorban az Olvasé
figyelmébe ajanlunk!

3.15. Tétel: Tetszoleges n € N természetes szdm esetén

ii- (CL) =n-2"1 (i)

=0
és
= 1+1 n+1

Bizonyitas: Megint Newton binomidlis tételébdl indulunk ki, de honnan
eredhetnek az i szorzoé- ill. osztétényezdk? Az ' fiiggvények derivdldsdbdl
ill. integrdldsdbol! Ezért, mivel n rogzitett, tekinthetjiik az

f@) = (14 a)" = ; (7;) "

fiiggvényt ahol = € [0,1], és most kivételesen legyen 0° = 1. Ekkor az
egyenldség mindhdrom oldaléat derivédlva ill. integrélva kapjuk, hogy

Fla)=n-(1+z)"" = i <7Z> gl

1=0

/f( ) (1 + x)n+1 -1 n (n) ],’H_l
xXr) .= f— .
0 n + 1 =0 1 i1

(az egyértelmiiség miatt vettiink O-ban eltiing integrélt). A fenti egyenlt-
ségekbe x helyére 1-et helyettesitve kapjuk a bizonyitand6 osszefiiggéseket.
O

és

Tovabbi azonossdgok felfedezéséhez tekinthetjiik még a

gla) == (1—2)"

fiiggvényt is, komplex szdmokat is alkalmazhatunk, tovabbi 6tleteket taldlunk
meég a fejezet végén levo feladatokndl vagy a szerzo [Sz1s,’ 97| feladatgy{ijtemé-
nyében.
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3.3.2. Hatvanyok Osszege

Bizonyéra sokak elott nem ismeretlen a természetes szamok sszege 1 -t6l
n -ig, vagy esetleg a négyzetszamok, kobszamok, stb. tsszege (pontosabban
ezen Osszegek zart vagy explicit alakja):

Tetszoleges n € N természetes szam esetén

n

. o nn+1
SRR

i=1

6

Y

~ , nn+1)@2n+1
;Z:< (20 +1)

a D Fiiggelékben még magasabbrendii hatvdanyok osszegét is megtalaljuk.(?)

A fenti 6sszefiiggések mindegyike n -re vonatkozé teljes indukciéval kony-
nyen igazolhaté. Azonban szémunkra a fontosabb kérdés: hogyan lehet a
fenti és hasonlé osszefiiggéseket megtaldlni?

Jelen fejezetben egy mddszert mutatunk be, amely 6tletet adhat més ha-
sonlo vsszefiiggések megtaldldsdhoz is. Az dtletet a (3.8) tsszefiiggés adhatja,
ami szintén egy Osszegképlet.

De el6ébb meg kell ismerkedniink egy tjfajta, a kombinatorikdban hasznos
polinom - sorozattal is:

3.16. Definicié: Tetszoleges j € N természetes szam esetén legyenek

(x) _ v(z—1)..(z—j+1) (3.9)

J J!
j -edfoki polinomok(*®), o binomidlis polinomok. O

3.17. Tétel: Tetszoleges k € N természetes szam esetén létezik egy olyan
k + 1 -edfoki Pi(n) polinom, amelyre minden n € N természetes szamra

9) Még a 2.d) feladatot emlithetjiik, vagy a [SzIs,’ 97] feladatgytijtemény 7.oldalin levé
megjegyzéseket.

10) nyilvanvaléan a binomislis egyiitthaték egy djabb dltalanositdsarél van sz, v.6. az
(%) kifejezések definicisjét a (3.2) -ben.
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teljesiil a
> i = Py(n)

osszefliggés.

Bizonyitas: Tekintsiink egy szokatlan bazist a legfeljebb k -adfoki poli-
nomok vektorterében, P, -ban:

{6)C) ()}

ami konnyen lathatéan bézis P, -ban'!)
Irjuk fel fenti (1ij) bdzisunkban a ) ;| i* 6sszegben szerepl6 z* polinomot,

azaz legyen
k
=30, (z) (3.10)
J=0 J

ahol b; € R rogzitett valés szamok. Ekkor az altalunk keresett sszeg nem
més, mint = helyére i -t frunk és Osszegeziink i szerint. A dupla > -dt
felcserélve és a (3.8) osszefiiggeést felhasznélva kapjuk:

k . k n .
1 1 n+1
=33 () =23 () - zb< -
i=1 j=0 J =0 =1 M J+

(Ugyan a (3.8) osszegben i > j lehet csak, de mint a 3.4. Allités (iv) pon-
tjaban lattuk, ¢ < j esetén ugyis (;) =0.)

A legutols6 > -ban szerepld (”H) binomidlis egyiitthaték nyilvan n -nek
j + 1 -edfoki polinomjai, melyek tetszoleges linedris kombindcidja egy k + 1
-edfoki polinom, vagyis a legutolsé kifejezés éppen a Pi. polinomot adja:

w=3n()1)

ami a fentiek szerint valéban egy k + 1 -edfoki polinom. [J

A tétel k = 0 esetén is igaz, ekkor P(n) =

1) fiiggetlenck mert fokszamaik kiilonbozéek, és bézis, mert szamuk éppen k + 1 |
megegyezik a tér dimenzidjdval.
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Most még annyit tudunk, hogy az 6sszegképlet egy polinom. Vegyiik észre
azonban, hogy a tétel bizonyitdsakor nem csak a P; polinomok létezését iga-
zoltuk, hanem az ismertetett konstrukcié alapjéan meg is szerkeszthetjiik e
polinomokat (HF). A C Fiiggelékben nem csak a P;, polinomokat, hanem a
sziikséges bazistranszformacié tablazatéat (a (3.10)-ban szerepld by, szdmokat)
is megtalaljuk.

A tétel alapjan természetesen nem csak a (természetes) szamok hatvényai-
nak 0sszegét, hanem azok linedris kombindcidinak, azaz polinomok helyettesi-
tési értékeinek osszegét is ki tudjuk szdmolni:

Allitas: Tetszbleges p(z) = Yoo axx®  m -edfokid polinom helyette-
sitési értékeinek dsszege

m

Zp Z CLkPk . ]
i=1

k=0

Hadd hivjuk fel az Olvasé figyelmét ismét arra, hogy a mdédszer (elemi)
linedris algebrat haszndl, vagyis a kombinatorikdban nem idegen a matema-
tika més teriileteinek felhaszndlasa.

3.4. Rugalmas pénzérmék

Végezetiill hadd mutassuk meg a binomidlis egyiitthatok egy érdekes fel-
haszndldsat egy valdszinliségszamitdsi problémaban. A téma részletesebb
kifejtését (a megoldatlan problémak megoldédsainak kivételével) az érdeklédd
Olvas6 [SzV1] és [SzV2] -ben taldlja meg.
Bemelegitésképpen vegyiink el6 egy olyan érmét, amely p :=

niiséggel fej és 1 —p = 3= ‘[ valoszinliséggel irds. Fzt az érmét haromszor fel-
dobva, harom azonos dobas (harom fej vagy harom iras) valésziniisége éppen

3+‘[ val6szi-

p*+ (1 —p)*=3; vagyis érménkkel szimuldlhatjuk a szokésos (szabdlyos
érmét). So6t, érménket kétszer feldobva a kiilonbozd dobdsok (egy fej egy
irds) valdsziniisége pedig 2p(1 —p) = % ,  vagyis az % valésziniiséggel fej

érmét is tudjuk szimuldlni! Ennek megfeleléen az alabbi dltalanos definiciét
tudjuk ajanlani:

3.18. Definici6: Tetszbleges p,q € [0, 1] valdszindiségek esetén p szimulal-
ja q -t, ha taldlhato egy olyan n € N természetes szam és az n hosszisigi
fej-iras dobdssorozatoknak olyan E C {f,i} részhalmaza, amelyre igaz, hogy
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a p valdszintiséggel fej érmét n -szer feldobva, annak a valdsziniisége, hogy a
dobdssorozat E -nek eleme, éppen q .

Misképpen fogalmazva: p,q € [0,1] esetén p szimuldlja g -t, ha vannak
olyan n,ag,ay,...,a, € N természetes szamok, amelyekre 0 < a; < (7;) ha
0<i1<nés

5n(0) o

=0

Koénnyen beldthaté hogy a szimuldlja relécié reflexiv és tranzitiv. Ben-
niinket a szimultdn szimuldciok érdekelnek, els6 ilyen tételiink a kovetkezo.

3.19. Teétel (Szalkai,Velleman [SzV'1]): Legyen F C Q a raciondlis
szamok egy tetszoleges véges részhalmaza, F C [0,1]. Ekkor létezik (legaldbb
egy) olyanp € [0, 1] valds szam, amely egyszerre szimulalja F minden elemét. [

A Tétel konnyen dltaldnosithaté a valés szamok olyan véges F' C [0, 1]
részhalmazaira is, amelyek egyazon (rogzitett) £ € R valds (akdr irracionélis
szém) raciondlis tobbszorosei, azaz FF C £-Q : ={ {q:q € Q} . Masrészt
azt is konnyti beldtni, hogy ha p és ¢ egymast szimuldljak, akkor p és ¢
”transzcendencia foka Q felett” megegyezik, azaz Q[p] = Q[q] **) . Vagyis
pl. 1/4/2 és 1/7 biztosan nem szimuldlhatck egyszerre, egyetlen p € [0, 1]
valés szdmmal sem! Ennél tobbet (szinte) semmit sem tudunk a ”szimuldlja”
reldciorol, példaul az alédbbi trividlis(nak ting) kérdésekre sem ismerjiik a
vélaszt:

3.20. Probléma (megoldatlan): Szimuldlhatok -e egyszerre pl. az 1/v/2
és 1/\/5, vagy az % és ﬁ ,az * és = vagy esetleg az % és —— szam-

e e+1 T+1
parok? [

Tovabbi megoldatlan problémédkat és eredményeket taldlnak az érdeklodo
Olvasok [SzV1] és [SzV2] -ben.

12) rgviden: Qlq] := a Q szdmtest algebrai testbovitése a q € R valds szammal, azaz a
racionélis szamokbdl, ¢ -bdl a négy alapmiivelettel és tetszoleges gyokjelekkel kiszamithaté
szamok halmaza. Példdul, raciondlis ¢ € Q szdmok esetén Q[g] = A (az algebrai szamok
halmaza), pl. V2 € A , vagy a,b,q € Q esetén Va a’® € A, de 7, e,In(2),sin(10°) ¢ A ,
fey Q[v2] = Q[/q] = Q[a’] = A, de Q[r], Qle], Q[In(2)] # A, s6t ez utébbi harom (¢és

altaldban minden "hasonld”) testbévités mind kiilonbozéek (egymastol).
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3.5. Feladatok

A szerzb [SzIs,97] feladatgyiijteményében valamint Vilenkin [ViN.J, 87
konyvének végén elegendd gyakorlé feladatot taldlhatunk megolddsi tdtmu-
tatéval, itt csak néhdny idjabb érdekességet ismertetiink.

3.1. Feladat: Bizonyitsuk be az aldbbi azonosségot (n € N tetszbleges):
1 1 1 (2n —1)!

O - [n—D -2 [(n-2)F 23 [n-3)] " [n=-1DP

3.2. Feladat: Bizonyitsuk be a binomidlis egyiitthaték aldbbi tulajdon-
sdgait (m,n,r € N tetszoleges természetes szamok):

BEGEGEGR
) o) e
) () e
) <1>+14<>+36<>+24<> .
T e
. () -Cr)- (o)

() () () = G () e ()
) ) (t) <
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1(3) +2(T) +.o.F(n+ 1)(2) = (n+1)2"
1(7;) +2(§> +o+(n— 1)(2) —(n—2)2" 41

/10/

1(3) +3(?) + ot (20— 1)(Z> —(n+1)2"

/11/
1(3) . 2(?) b+ (=) (n+ 1) (Z) =0
/12/

3<711> +7<Z> + ..+ (4n — 1)<Z> =2""1n-2)+1

/8/

/9/

%(g) +§<?) L n—1|—2 <Z> - (n2+n+11)7z;+12)
() -5+ EE () -5

2 2 2 )
AN N (—1y" n\" _ 0 ha n pératlan
0 1 n (—=1)"/2 (n72) ha n péros
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/18/

/19/

/20/

/21/

/22/

/23/

/24/

/25/

/26/

/27/

(1) +) - +”( N

2n+1

n+1

2
n+1

Z
Z

(e
« ("

(-1) n+r+1
> -

(r+1)(r+2)
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/28/

3.6. Megoldasok

3.2 a)-d) Feladatok: A feladatok allitdsai azon alapulnak, hogy a
3.18.Definiciéban definialt {(f) 1 < k} polinomok bézist alkotnak a legfel-
jebb k -adfoki valés egyiitthatéju polinomok P, vektorterében, tetszoleges
rogzitett k € N természetes szam esetén.
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4. fejezet

A logikai szitaformula

A FORMULA. ELCSERELT LEVELEK. ADDITIV HALMAZFUGGVENYEK ES
RESZBEN RENDEZEZTT HALMAZOK. FELADATOK.

4.1. A formula

Sok esetben egy alaphalmaz bizonyos tulajdonsiagu elemeit tgy sikeriil 6ssze-
szamldlnunk, hogy valamely szempont szerint csoportositjuk az elemeket,
majd az osztalyok szaméat adjuk 6ssze. Azonban dtfedések esetén Gvatosnak
kell lenniink: a t&bbszor szamolt elemeket + /- hényszor kell figyelembe ven-
niink, "kiszitdlnunk”. Hangsilyozzuk, hogy lényeges a szitaformula logika:
jelzbjét haszndlnunk, hiszen a matematikdban sok mas szitaformula (pl. Era-
tosztheneszi-, szamelméleti "nagy-" és Selberg-, és egyebek) is hasznalatosak.

Elterjedt még a "tartalmazas és kizdrds elve” (The Principle of Inclusion
and Exclusion) elnevezés is.

Mint szokdsosan, |A| jeloli az A halmaz szdmossagét (elemeinek szdmat).

Két osztaly esetén konnyen igazolhaté az aldbbi jol ismert sszefiiggés:

4.1.Allitas: Ha A és B tetszbleges halmazok, akkor
|JAUB| =|A|+ |B|—|ANnB| . O (4.1)

Tobb halmaz esetén mar egyszeriien nem lathaté &t a helyzet, pedig sok
szokdsos iskolapélda kezdodik valahogy igy: "FEgy osztdlyba ennyien jdarnak,
ennyien tanulnak ilyen nyelvet, annyian olyan nyelvet, ..., és ezt a két nyelvet
tanuljak amannyian ... 7. Harom nyelv esetén még csak-csak boldogulunk
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Venn- diagramokkal, de mér akkor is hasznos lehet az aldbbi 6sszefiiggés, hat
még tobb nyelv /részhalmaz esetén!

4.2.Tétel (Logikai szitaformula): Ha A, ..., A, tetszbleges halmazok
(m € N), akkor

U4

i=1

= Al =) D AN A+
=1

1<i<j<m

+3°3 Y AN Al -+ (4.2)

1<i<j<k<m
m

fEs

i=1

A tobbszorss osszegezéseket (szummékat) szémitastechnikdban > 7" 370

illetve S22 Z;’:}rl > hejs1  stb. irhatnank.

+(—1)™+t

Bizonyitas: Jelslje B := (J" | A; a halmazok unidjét, és legyen = € B
tetszoleges elem. Nyilvdn z -et B -ben pontosan egyszer kell megszamolnunk.
Az egyenldség bal oldalan tehat x -et pontosan 1 -szer szdmoltuk meg.

Tegyiik fel, hogy x -et az A; halmazok koziil pontosan r tartalmazza,
nyilvan 1 < r < m. Ekkor a bizonyitandé egyenloség jobb oldaldn = -et

(1)~ )+ () v )

-szer szamoltuk ossze, ami a 3.fejezet 3.14.Tétel (ii) pontja szerint éppen 1.

A (4.2) osszefiiggés teljes indukcidval is igazolhaté a binomidlis egyiittha-
tok 3.fejezet 3.10. Allitdsaban megfogalmazott tulajdonsiga alapjén, vagy
karakterisztikus fiiggvényekkel. Mi a legrévidebb bizonyitast védlasztottuk.

Sok esetben az A halmazok egy [ alaphalmaz részhalmazai, és a "ma-
radékra” vagyunk kivancsiak. Az aldbbi Osszefiiggés az el6z6 tétel egyszerii
kovetkezménye, természetesen ezt is logikai szitaformuldnak hivjuk .

4.3. Tétel (Logikai szitaformula, 2.véltozat): Ha I # () tetszbleges
halmaz, melynek A, ..., A,, C I tetszdleges részhalmazai (m € N), akkor az

m

N:= 1\ []J4

i=1
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jelolés esetén

m

IN| = |]|_Z|Ai|+z Z |A; N Al —

i=1 1<i<j<m

-2 |A; N A; NV AL+ —.. (4.3)

1<i<j<k<m

Na
i=1

+H=1"

El

4.4.Megjegyzések: A szitaformula lényege, hogy az A, ..., A,, részhal-
mazok kolcsonos metszeteinek méreteibol ki tudjuk szémolni az dtfedés nélkiili
egyszeres halmaz (az unié) méretét, jelen esetben elemeinek szamét. Mas mo-
don is lehet halmazok ”"méretét” mérni, ezekrol a fejezet harmadik részében
szolunk bdvebben.

A szitaformula alkalmazédsdra példakat a kovetkezd alfejezetben, a fe-
jezet végén, a szerzd [Szls',97] feladatgyiijteményének 4. fejezetében, vagy
példdul Balogh Jézsef és Pete Gédbor[BP] cikkében taldlunk.

Megemlitjiik még, hogy a részhalmazok elemi metszeteibdl is eldallithatok
maguk a részhalmazok is, ezeket az 1.3.Fejezetben a ”Véges Boole - algebrak
szerkezete” c. részben vizsgédltuk meg részletesebben.

Konnyen lathatd, hogy a (4.2) és (4.3) kifejezésekben (képletekben) ex-
ponencidlisan sok, azaz O(2™) tsszeadandé tag van, vagyis a pontos végered-

mény kiszamitdsdhoz ”sok” szamitdsi id6 kell. [K LS] -ben polinomislis al-
IN|

W hédnyados kozelito értékének kiszédmitdsdhoz.

goritmust taldlunk az

4.2. Elcserélt levelek

Bar [Sz1s,97] feladatgy(ijteményiink 4. fejezetében tobb feladat részletes
megolddsa is megtaldlhaté a logikai szitaformula segitségével, néhanyat mégis
jelen fejezet végén is ismertetiink.

A logikai szitaformuldt a klasszikus iskolapéldédn, az ”Elcserélt levelek”
problémdjén mutatjuk be. Egyrészt, mert e példan jél bemutathaték a maéd-
szer mesterfogdsai, mdsrészt a problémat és valtozatait mar tobb évszdzada
vizsgdljdk, amiket szintén megemlitiink.

Léssuk el6szor magéat a problémaét.
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4.5. Elcserélt levelek: n levelet irtunk n kiilonbozo személynek, és
megcimeztik a megfeleléo n boritékot (n € N, n > 1 tetszoleges). Hanyfélekép-
pen tehetyiik a leveleket a boritékokba gy, hogy egyikiik se kapja meg a neki
82016 levelet ?

4.6. Megoldas: A megoldis otlete az, hogy a teljesen rendezetlen el-
rendezéseket (a levelek boritékokba helyezését) ugyan nehéz (kozvetleniil)
megszémolnunk, de a keresett halmaz komplementerét (amikor is valaki meg-
kapja a sajdt levelét) mar konnyebb.

Héanyféleképpen lehet tehdt a leveleket tigy a boritékokba rakni, hogy
legaldbb egy cimzett a sajat levelét kapja meg? Kivdlasztjuk egyikiiket, leve-
lét a boritékjéba tessziik, a tobbi levelet pedig mér tetszés szerinti sorrendbe
rakhatjuk a boritékokba. Ez n-(n— 1)! lehetéség. De nyilvén (legaldbb) két-
szer szamoltuk azon boritékoldsokat, amikoris (legalabb) két személy kapja
meg a sajat levelét, ez pedig (5)-(n—2)! lehetdség. A ”tobbszor/kevesebbszer
szamoltuk” probléman pedig a logikai szita (annak is a 4.3.Tételben emlitett
2.valtozata) segit. A teljesség kedvéért ideirjuk a Tételben szerepld halmazok
"forditdsat” :

I := az dsszes boritékoldsok halmaza,

N := olyan boritékoldsok halmaza, amikor senki sem kapja meg a sajdtjat,

A; = tetszoleges boritékoldasok halmaza, amikor az i -edik cimzett meg-
kapja a sajdtjat. Ekkor

A; N A; = olyan boritékoldsok (halmaza), amikor az ¢ -edik és a ¢ -edik
cimzett megkapja a sajatjat,

A; N A; N Ay, = olyan boritékoldsok (halmaza), amikor az ¢ -edik, j -edik
és a k -adik cimzett (mindegyike) megkapja a sajatjat, s.i.t.

A fentiek és a logikai szitaformula (4.3.Tétel) alapjan kapjuk, hogy:

IN| =n! — zn:(—w“ (”) (n— 1) (4.4)

- 1
=1
azaz

|N|:n!-i(_,1)i. O (4.5)

7l
i=2

4.7. Megjegyzések: A problémat angolul The Hatcheck Problem
-nek ("kalapellenérzési probléma”) hivjdk, ami érthetd: n uriember (gen-
tlemen) a szinhdzi ruhatdrba adja le kalapjait, és hanyféleképpen eshet meg,
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hogy egyikiik sem kapja vissza a sajatjat? Ennek dltaldnositdsa, amikor t6bb
fajta ruhadarabot is leadnak, egy ilyen tipusi eredményt a 4.12. Tételben mu-
tatunk be.

A francia elnevezés Le probleme des recontres (”pérositdsok prob-
lémaja”) egy régi francia kartyajatékra utal: egy 52 lapos kdrtyacsomag lap-
jait egy sorba kiteritjiik, majd egy médsik ugyanilyen csomag lapjait egyesével
az el6z6 sor lapjai mellé tessziik. Annyi pontot kapunk, ahany lap a két cso-
magban megegyezik. Montmort(!) francia matematikus vetette fel és oldotta
meg eloszor a kovetkezod kérdést 1713 -ban: ”Mekkora annak a valdszintsége,
hogy a két csomagot alaposan (véletlenszertien) megkeverve egyetlen figura
sem egyezik meg a két kdartyacsomagban ? 7

Barmelyik megfogalmazdst is vessziik, lényegében a fixpont nélkiili per-
mutéciok (azaz 7(i) # i Vi € Dom(m)) szdmat keressiik. Hiszen a permutd-
ci6 sz6 hallatédn egy véges A halmaz elemeinek sorbarendezése jut esziinkbe,
ami persze |A| =n, A={ay,....,a,} esetén egy

fALon} —={1,...,n}

fiiggvény, és az elcserélt levelek probléméjat tigy is megfogalmazhatjuk, hogy
hény olyan fenti f fiiggvény van, amelynek nincs fixpontja: olyan ¢ < n
amelyre f(i) =14 lenne.

Angolul szokds az ilyen elrendezéseket derangements -nek (kb. ”elren-
dezetlenség”) is hivni, ami csak egy szdjaték az arrangement (”elrendezés”)
sz6 tagaddsa alapjan. Ezért is jelolik a 4.5.Probléma megoldédsdt D, -nel.
Veégiil megemlitjiik még a szubfaktoridlis elnevezést is, hiszen a 4.9.Allitas
alapjén D, ~ ™

4.8. Definicié: Jelolje D,, a 4.5. probléma megolddsat, vagyis a (4.5)
eredmény alapjan legyen

D, :==n!- Zn: <_.1)i . (4.6)

1=2

D, -et derangement -nek vagy szubfaktorialis®) -nak hivjuk. O

D,, néhény értékét az alabbi tabldzat mutatja:

1) Pierre Raymond de Montmort (1678-1719) francia matematikus.
2) faktoridlis alatti, hiszen D,, < n!
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n| D] n] D, |
1] o] 7 1.854
2] 1] s 14.833
31 2 9| 133496
1] 910 1.334.961
5| 44| 11| 14.684.570
6 | 265 | 12 | 176.214.841

D,, néhdny értéke
4.1. Téablazat

A téblazat alapjan ismét megfigyelhetjiik az értékek szupergyors nove-
kedését, a “kombinatorikai robbands” -t, ami a kombinatorikdban gyakori
jelenség.

4.9. Allitas: A (4.6) képletek alapjan konnyt beldtni, hogy

D, 1
lim — =-~0,367 ,
n—oo n! e
vagyis n levél/kartyalap teljes (fixpont nélkili) osszecserélgetésének valdszi-
nusége
D, 1
P,=—~-~0,367
n! e

Ez azt is jelenti, hogy D,, éppen az %' -hez legkdzelebb eso egész szdm, azaz

4.10. Allitas Tetszbleges n € N, n > 2 természetes szdmra érvényes az
aldabbi rekurziv dsszeftliggés:

Dy=n-Dyq+(=1)" . (4.7)

Bizonyitdas: a (4.6) osszefiiggeés alapjdn hazi feladat. O

Ez utébbi (4.6) osszefiiggést kozvetleniil is megpréobélhatjuk bizonyitani,
bar nem ”sima” hézi feladat nehézségii!
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Most ismertetjiik az eredeti probléma egy Jo6 Istvantél(®) szarmazé &l-
taldnositdsdt, mds valtozatokat Joo Istvan [J] cikkében és a 4.3.Feladatban
taldlhatunk.

4.11. Probléma: n ember mindegyike m -féle targyat ad le a ruhatdrba,
majd eloadds utdn mindenki m targyat kap ugyan vissza, de senki sem kap ¢
-nél tobb azonos tipusi targyat (pl.sdlat). Mekkora valdszintiséggel nem kap
wissza senki sem egyetlen sajat tdrgyat sem eqy ilyen szétosztdsndl ¢

4.12. Tétel (Joo Istvan [J]): Ha P(n,m, () jeloli a keresett valdszintiséget,
akkor tetszbleges n,m,l € N szamokra

lim P(n,m,l)=e™ . O

n—oo

4.3. Additiv halmazfiiggvények

Mint tudjuk, (rész)halmazok meéretét tobbféleképpen is lehet mérni (szd-
mossdg, teriilet, sily, térfogat, integrél, valésziniiség, stb.), e mérések kozos
lényegi tulajdonsdgait emeli ki és foglalja 6ssze az additiv halmazfiigguény
fogalma. Mivel azonban édltaldban nem minden halmaz mérhet6, elobb ezt a
fogalmat is tisztdznunk kell.

4.13. Definicié: (i) Egy tetszdleges (nemiires) X halmaz (in.alaphalmaz)
részhalmazainak A C P(X) rendszerét halmazalgebranak nevezzik, ha
zdrt a szokdsos halmazmiveletekre, azaz tetszoleges A, B € A részhalmazok
esetén AUB és A is A -beliek™) :

AUB,Ac A (4.8)

(ii) A fenti A C P(X) halmazrendszer o -algebra, ha a fentieken til
még a megszdmldalhaté unidra is zart, azaz ha A; € A (i € N), akkor

UJaiea. O (4.9)
=1

3) 1999 -ben elhunyt fiatal, sokoldali matematikus, a matematika szinte valamennyi
dgdban vannak jelent6s eredményei.
4) Mint a 2.fejezetben lattuk, a halmazalgebrak specidlis Boole-algebrak.
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Megjegyezziik, hogy az (dltaldnositott) De Morgan azonosségok alapjén
ekkor A elemeinek metszetére is illetve megszamlalhaté metszetére is zart,

hiszen _
ANB=AuBecA (4.10)

és

ﬁAi—GEEA . O (4.11)
=1 =1

4.14. Definicié: Tetszoleges A C P(X) halmazalgebra esetén tetszbleges
poA—Ry

nemnegativ fiiggvényt halmazfiiggvénynek neveziink.
Tovabbd, p additiv halmazfiiggvény wvagy mérték, ha tetszoleges
A, B € A diszjunkt halmazokra (vagyis AN B = ()

w(AU B) =m(A) +m(B) (4.12)

Ekkor A elemeit (p -szerint) mérhetd halmazoknak nevezzik. O

4.15. Példak: Mair eddig is szdmos mértékkel "mértiik” a kiillonb6z6
halmazok méretét, az aldabbiakban jol- és kevésbé ismert mértékeket sorolunk
fel roviden. (Felhivjuk az Olvasé figyelmét, hogy a példak utdn szerepld 4.16.
Allitas eredményei tehat mindegyik alabbi mértékre teljesiilnek!)

(a) Véges halmazok szdmossdga: |A| .

(b) Sikbeli olyan halmazok, amelyeknek van terdletiik: Ty .

(c) Térbeli olyan halmazok, amelyeknek van térfogatuk: V4 .

(d) Homogén siklemezb6l kivdgott részhalmazok siulya: my .

(e) Tetszbleges eseménytér eseményeinek valdszintisége: P(A) .

(f) Legyen f > 0 tetszOleges pozitiv integrélhaté fiiggvény a rogzitett
I C R intervallumon, és A C P(I) legyen olyan A C I részhalmazok
algebréja, amelyekre az [ . f integral létezik. Ekkor

5 (A) 1= / /
A
mérték A -n .

(g) Az (f) és (b) peélddkat alataldnosité, és az analizisben fontos sze-
repet jatszé Stieltjes-, Borel- és Lebesque-mértékek definiciéja méar tillépi
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konyviink kereteit, az érdekl6dd Olvasok ezeket barmely felsobb analizis- vagy
mértékelmélet konyvben megtaldljak.

(h) A szémelméletben jétszik fontos szerepet a kovetkezd érdekes mérték:
Legyen A C P(N) a természetes szamok olyan A C N részhalmazainak
halmaza, amelyekre 1étezik a

p(A) ;= lim [40n|

n— oo n

(4.13)

hatarérték, ahol
Ann:=An{l, .., n},

és konvergens esetben legyen u(A) a (4.13) alatti limesz.

(Hazi feladat az Olvasénak belatni, hogy A valéban halmazalgebra és
valéban mérték A -n, tovabbd 0 < u(A) <1 minden A C N, A€ A
mérhetd halmazra. Vigydzat: nem csak az () halmaz mértéke nulla!)

Most lassuk az additiv halmazfiiggvények néhédny (4ltaldnos) elemi tulaj-
donsagat!

4.16. Allitas: Tetszbleges jp: A— R,  additiv halmazfigguényre
(i) ha 0 € A, akkor
() =0

(ii) p végesen additiv, azaz tetszdleges Ai,..., A, € A pdronként
diszjunkt halmazokra (m € N tetszbleges)

p(Ar U UA,) = u(A) + ...+ u(Ay)
(iii) © monoton, azaz tetszoleges A, B € A esetén
AC B = pu(A) < pu(B)
(iv) Tetszoleges A, B € A esetén

(AU B) = p(A) + u(B) — p(AN B)

Bizonyitas: (i) Ha () € A , akkor a (4.12) feltétel alapjén

p@) = p0U0) = p(@) + u(0) = 2- u(0)

ahonnan valéban p(0)) =0 .
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(ii) Indukciéval m € N -re a (4.12) feltétel felhaszndldsaval.
(iii) Mivel B\A = BN A € A, ezért, szintén a (4.12) feltétel és p
pozitivitdsa alapjan

p(B) = p (AU (B\A)) = u(A) + p(B\A) = p(A)

(iv) Ez a 4.1.tétel (4.1) &ltaldnositdsa tetszoleges p mértékre.

Mint az eléz6 pontban lattuk, B\A, A\B € A . Igy az AU B halmazt
felbonthatjuk hdrom diszjunkt halmaz unidjara és alkalmazhatjuk a (ii) pont-
ban igazolt additivitast

p((A\B)U(ANB)U (B\A)) = p(A\B)+pu(ANB)+pu(B\A)+
+u(ANB) - (AN B)
= p(A)+p(B)—p(ANB)

ami éppen a bizonyitando &llitas. Q.E.D. O

4.17. Megjegyzések: (i) Mint emlitettiik, a mérhetd halmazok Boole
- algebrat alkotnak. Az 1.3. alfejezetben lattuk, hogy végesen generilt
Boole- algebrak esetén a 1.19.Definiciét kovetd (1.4) alatt definidlt m—- (més
jeloléssel Bz ) halmazok diszjunkt uniéi kiadjdk a generalt Boole-algebra
elemeit, vagyis (végesen generalt esetben) az dsszes mérhetd halmazt. Ebbol
kovetkezik, hogy a u(m=) = u(Bz) € Ry (nemnegativ) értékeket tet-
szblegesen megadva az éltaluk generalt halmaz- (Boole-) algebra minden e-
lemének p szerinti mértéke egyértelmiien kiszamithato!

(ii) Mint a 4.15. példdkban, de kiilonosen a h) példéban észrevehetjiik,
nem csak az () halmaz mértéke 0. A valdszintiségszdmitdsban, szamelmélet-
ben, analizisben, geometridban és a matematika egyéb dgaiban, a 0 -mértéki
halmazok dltaldban az elhanyagolhaté, ”semmi” halmazokat jelentik.

(iii) A mértékelméletben, elsésorban a valészinfiségszamitdsban még fontos
szerepet jatszanak a ”"mennyiségileg fiiggetlen” halmazok:

Definicié: Tetszoleges A, B € A mérheté halmazok mennyiségileg
fiiggetlenek, ha
w(ANB) = p(A) - w(B) O

(A fogalmat csak az 1.3. fejezetben targyalt mindségi fiiggetlenséggel valé
osszehasonlitds kedvéért ismertettiik. )

Most ismertetjiik alfejezetiink f6 eredményeit: a 4.2. és 4.3. Tételek
dltaldnositasait tetszoleges p mértékre, bizonyitds nélkiil. Az aldbbi tételeket
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meg lehetne fogalmazni az m» = B+ halmazokkal is, legyen ez a csupén
technikai dtfogalmazds az Olvasé hazi feladata.

4.18. Tétel (Logikai szitaformula): Ha Ay, ..., A, € A tetszbleges mér-
heto halmazok (m € N), akkor

u(Q&) = Z“ )= D p(AinAy)

1<i<j<m

+ZZ Z M(AiﬂAjﬂAk)—

1<i<j<k<m
m+1 <HA>

4.19. Tétel (Logikai szitaformula, 2. véltozat): Ha Ay,.., A, € A,
A; C 1 tetszoleges mérheto halmazok (m € N) és

i

akkor

p(N) = D) =D m(A)+>0 3 w(Ain4y)

1<i<j<m

1<i<j<k<m

(04)

A logikai szitaformula alkalmazdsaira tobb példét latunk még a feladatok
kozott — mind az aldbbi alfejezetben, mind a [SzIs, 97] Feladatgytijtemény-
ben. Ezenkiviil felhasznalhatjuk még példaul grafok csticsszinezéseinek szama-
nak meghatdrozésahoz is (14sd [H H M), vagy részben rendezett halmazokra(®)

is meg lehet fogalmazni, errél Balogh Jézsef-Pete Gébor [BP] cikkében és
Lovész Lasz16 [L] konyvében olvashatunk.

5) antiszimmetrikus és tranzitiv binaris (kétvaltozés) relacick (angolul ordered sets).



74 FEJEZET 4. A LOGIKAI SZITAFORMULA

4.4. Feladatok

4.1. Feladat: Egy évfolyam 67 hallgatobdl all. 47 6 beszél angolul, 35
németiil, 23 mindkét nyelven. 20 beszél francidul, 12 angolul és francidul,
11 németiil és francidul. 5 f6 beszél mind a hdrom nyelven. Hanyan nem
beszélnek egy nyelven sem az elobbi 3 nyelv koziil?

4.2. Feladat: Ot levelet hanyféleképpen lehet tigy kézbestteni, hogy
pontosan 1 ember kapja meg a sajatjat?

4.3. Feladat: r kiilonbozo tdrgyat hanyféleképpen lehet szétosztani
n + p ember kozott tgy, hogy az els6 n ember mindegyikének legaldbb 1
targy jusson?

4.4. Feladat: Igazoljuk a
Dn =n- Dn—l + (_1)n

Osszefiiggést minden n € N | n > 2 természetes szdm esetén !

4.5. Feladat: Hény sziirjektiv fiiggvény van két adott véges halmaz
kozott?

4.6. Feladat: a) Hanyféleképpen lehet kiosztani 6 jétékot 4 gyerek
kozott igy, hogy minden gyerek legaldabb egy jatékot kapjon?

b) Hanyféleképpen lehet kiosztani 7 feladatot 5 dolgozo kozott tgy, hogy
minden dolgozé legaldbb egy feladatot kapjon, és a legnehezebb feladatot a
legjobb dolgozé kapja?

4.7. Feladat: Hatdrozzuk meg a B — A  sziirjektiv fiiggvények
széamat az |A|=1,|A|=2,|B|=14|,|B|=|A|+1 ¢ésa |B|=|A|+2
speidlis esetekben !

4.8. Feladat: Legyenek M,n € N adott természetes szamok. Hany M -
nél nem nagyobb, n -hez relativ prim természetes szdm van? (Két természetes
szam relativ prim, ha legnagyobb kozos osztéjuk 1.)

Megemlitjiik, hogy M = n esetén az dgynevezett Euler-féle ¢ fiigg-
vény-t kapjuk: ¢(n) jeloli az n -nél kisebb, n -hez relativ prim szdmok
szamat.

4.9. Feladat: Hatdrozzuk meg a
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kifejezés értékét k fiiggvényében!
4.10. Feladat: Fejtsiik ki a kovetkez6 polinomot:

T

[Ja—-=).

=1

4.5. Megoldasok

4.1. Feladat: 67 = N+ (47+35+20)— (234+124+11)+5= N =6
4.2. Feladat: 5- D, = 45

4.3. Feladat: Az Osszes szétosztds szama (n + p)” , i kijelslt ember
(n+p—1)" esetben nem kap egyetlen térgyat sem, igy a szitaformula alapjén

a megoldss )
S (1) iy

1=0

4.4. Feladat: Hizi feladat a (4.6) Osszefiiggés alapjén.

4.5. Feladat: Legyen tehat |B| = m, |A| = n, és a B — A sziirjektiv
fiiggvényeket akarjuk osszeszdmolni. Természetesen sziikséges hogy
|B| > | A| legyen, azaz m > n. Mivel a nemsziirjektiv tulajdonsdgot kénnyebb
biztositani, mint a rédképezést, ezért szitaformula 4.3.Tétel -beli valtozatét
haszndljuk. Vagyis legyen

I:=FA:={f B— A| f figgvény }
és A ={ay,...,a, i <n} esetén

A = {feBA | ai¢ Im(f)},
valamint

i=1

Ekkor N éppen a sziirjektiv fiiggvények halmaza, és a 4.3.Tétel (4.2) képlete

szerint .
m_ N (Y
" =N+ 3 () (n—iy,
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vagyis, ha S(m,n) jeloli a keresett mennyiséget, akkor

S(m,n) = |N| = zn:(—nf : (") (n— )™ (4.14)

- 7
=0

Az alabbi tédbldzatban megadjuk S(m,n) néhany értékét:

o\ 1] 2] 3] 4| 5 | 6 | 7
11 0 0 0 0 0 0
21 2 0 0 0 0 0
31 6 6 0 0 0 0
41 14 36 24 0 0 0
51 30 150 240 120 0 0
6| 1 62 540 | 1,560 1,800 720 0
71 1] 126| 1,806 | 8,400 16, 800 15, 120 5,040
81| 254 5,796 | 40,824 | 126,000 101, 520 141,120
9 [ 1] 510 18,150 | 186,480 | 834,120 | 1,905,120 | 2,328,480
10 [ 1] 1,022 | 55,980 | 818,520 | 5,103,000 | 16, 435,440 | 29,635, 200

S(m,n) néhdny értéke
4.2. Tablazat

4.6. Feladat: a) S(6,4) = 1560
b) 5(6,5) + S(6,4) = 3360

4.7. Feladat: A 4.2.Feladat szdamoldsai nélkiil is beldthato, hogy
S(m,1)=1, S(m,2)=2"-2, S(m,m)=m! |,
tovabba

Sth+1,n) =n- ("‘2“> (n—1)!

és

Sth+2,m) = n- <”§2) (n=1)+n- (”;2>(n—1)- (Z) (n—2)l =
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4.8. Feladat: Ha n kiilonboz6 primosztéi py, ..., p, , akkor

M:”; Y ]

1<iy <...<ig<r
kiilonbozoek

ahol P a keresett relativ prim szdmok szdma és [x| jeloli az = valds szdm
egészrészét, azaz a tizedesjegyek levagdsa utdan kapott egész szamot.
Példaul, az n=210=2-3-5-7 specidlis esetben:

- 22 [
() () BB - )
+<{2.J\34.5} " [2.]\34.7] i [2.]\54.7] i [3.]5\4.7} +) -

|zl

és példdul M = 10000 esetén 10000 = P + 11761 — 4807 + 808 — 47
ahonnan P = 2285 .
M = n esetén kapjuk az Euler-féle ¢ fiiggvényt, aminek egy mdsik alakja

@(n):n-g(l—pl) |

Megjegyezziik, hogy Eratoszthenesz szitdja segitségével is kiszamolhatjuk
a keresett mennyiséget, de ez a médszer nem ad zéart formulédt a relativ prim
szdmok szdmdra vagy ¢(n) értékére.

4.9. Feladat: A keresett mennyiség
- wei (MY % [0  ha 0<k<n
;(_D '<i).2_{n! ha k=n

Az eredményt nem csak a logikai szitaformuldval, hanem az ~ f(x) := (1+x)"
fiiggvény tobbszori derivaldsdval is megkaphatjuk.
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4.10. Feladat:

1 —in—i—ZZmix’j —ZZinazjxk—i—— e (D).,
i i ik

4.6. Hivatkozasok

[BP] Balogh Joézsef, Pete Gébor: Egy otlet: A szita formula, Polygon

VII. (1997), 89-93.0ld.

[H H M| Harris,Hirst,Mossinghoff: Combinatorics and Graph Theory, Sprin-
ger Verlag, 2000.

[J] Joo Istvan: Egy elemi kombinatorikai probléma, Matematikai Lapok,
1993, 15.-18. old.

[L] Lovasz Lészl6(%): Combinatorial Problems and Exercises, Akadémiai
Kiadé, Budapest és North-Holland, Amsterdam, 1979.

Magyar nyelven: Kombinatorikai problémdk és feladatok, Typotex kiadd,
1999.

[P] Penrice,S.G.: Derangements, Permanets and Christmas Presents, The
Mathematical Monthly, 1991, pp. 617-620

[K LS] Kahn,J. Linial,N.,Samorodnitsky,A.: Inclusion-Ezclusion: FEzact
and Appropriate, Combinatorica, 16 (1996), pp. 465-477.

6) Lovasz Laszl6 6 kutatési teriilete grafelmélet, kombinatorika, algoritmusok elmélete,
szamitdstudomany, kordbban a szegedi JATE és a budapesti ELTE tanszékvezetd profesz-
szora, ma a MTA rendes tagja és Yale University (USA) Szamitdstudomanyi Tanszékének
professzora.



5. fejezet

Rekurziv sorozatok

REKURZIV SOROZATOK. AZ ITERACIOS MODSZER. A KEZDETI ERTEKEK
MEGVALASZTASANAK PROBLEMAJA. ALLANDO EGYUTTHATOJU LINEARIS
HOMOGEN ES INHOMOGEN REKURZIOK KAPCSOLATA, A KLASSZIKUS MOD-
SZER EGYDIMENZIOS SOROZATOKRA. VANDERMONDE DETERMINANS. SZI-
MULTAN (TOBBDIMENZIOS) LINEARIS REKURZIOK.

Nagyon sok esetben nehéz (vagy lehetetlen) egy kombinatorikai kérdést
altaldnosan, az adatok szédmdnak fiiggvényében kozvetleniil meghatarozni, de
a kiilonboz6 méretii feladatok megoldésai kozott osszefiiggéseket tarhatunk
fel. Jelolje n méretii adathalmaz esetén a,, = a(n) a keresett kombinatorikai
mennyiséget n fiiggvényében. Ha a taldlt Osszefiiggésiink médot ad a (na-
gyobb méretii) feladat megolddsara a kisebb méretiiek ismeretében, azaz

a, = Fan_1,0,_2,...,n) (5.1)

alakban tudjuk felirni, akkor a kisebb feladatok eredményeinek (pl. aq, ..., ax)
ismeretében sorban ki tudjuk szdmolni az 6sszes a,, értéket minden n € N in-
dex esetén.(!) A fenti (5.1) egyenléséget implicit egyenletnek is nevezhetjiik,
mert mond ugyan feltételt a sorozat tagjaira, de nem kozvetleniil latjuk az
értékeket. Megjegyezziik, hogy fizikai, biolégiai, kdzgazdasdgi, stb. folyama-
tok lefrasdnak is hasznos eszkoze a szamszerii 6sszefiiggések rekurziv felirdsa.
A téma fontossdgat az is jelzi, hogy kiilon (matematikai) tudomanyos folyo-
irata is van: Journal of Difference Equations [JDFE] , az elmélet alapjait

1) aki a Teljes indukcié vagy az énmagukat rekurzive meghivé részprogramok (eljardsok)
egy nagyon tdvoli rokonat véli felfedezni a rekurziv ¢sszefiiggésekben, nem jér rossz uton.

79
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Mickens [M] kényvében ismerhetjiik meg. Két egyszeriibb tipikus kérdést az
5.7. és 5.8. Feladatokban ismertetiink ([Sz1] és [S22] alapjan).

Ha teljes altaldnossdgédban akarjuk vizsgalni a rekurziv osszefiiggéseket,
akkor még azt sem &llithatjuk, hogy F' fiiggvény, hiszen példdul az

n—1
ay = E a;
=0

vagy hasonl6 Osszefiiggések is felmeriilhetnek a gyakorlatban (1d. pl. az
5.2. Feladatot). Igy az dltaldnos definiciét csak az aldbbi médon tudjuk
megfogalmazni:

5.0. Definicié: Tetszbleges F : C* — C fiiggvény és (a,) C C sorozat
esetén az
an = F(ap—_1,0,-2,...,n) (5.2)

egyenldséget rekurziv Osszefiiggésnek (vagy rekurziénak) neveziink. Adott
tetszoleges Ay, ..., Ay € C komplex szamok és (rogzitett) k € N szdm esetén
az

ay = Ay, ... ap = Ag

egyenloség rendszert kezdeti érték problémanak (k.é.p.) nevezink. O

Megjegyzések: (i) Nyilvanvaléan Ck C C* és N*C N* C C* | vagyis
a fenti definicié azt az esetet is megengedi, ha F fiiggvény és/vagy az (a,)
sorozat természetes szamokbdl 4ll. Bar kombinatorikai alkalmazdsokndl csak
természetes szamok johetnek széba, vagyis (a,) C N | de mint latni fogjuk,
szdmitdsainkban komplex szdmok is megjelennek (amik a végeredményben
eltiinnek), ezért mar a fenti definiciéban és az aldbbiakban is mindenhol
komplex szamokrdl beszéliink. Igy példaul az (a,) sorozatrdl is megenged-
hetjiik, hogy komplex szamokbdl &lljon.

(ii) Nem é&rt, ha pontositjuk: definiciénk szerint a természetes szdmok
N halmaza a 0 -4t is tartalmazza. Azonban minden sorozatndl (elsésorban
kombinatorikai jelentése vagy a rekurziv dsszefiiggés hasznalhatésdga miatt)
arra is tigyeljiink, hogy sorozat szamozdsa honnan indul! Mi dltalaban 1 -el
vagy 0 -val inditjuk sorozatainkat, szokds azonban a —k, —(k — 1), ..., —1
index{i tagokrol is beszélni (elsésorban a kezdeti érték probléma miatt, mint
példaul a [JDE] folyéiratban).

(iii) Az iterdcio specidlis rekurziv osszefiiggés: az (13.1) egyenletben
szerepld F fiiggvény F : CF!'— C alaki, azaz véges rendéi rekurziérél van
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sz6. (Lésd az aldbbi definiciét!) ”Rekurziv osszefiiggések” helyett gyakran
(helyteleniil) "rekurziv sorozatok”-rél is beszélnek, ami azért nem helyes
teljesen, mert nyilvin mas egy (a,) C C sorozat, és més a tagok kozotti
(13.1) vsszefiigges.

5.1. Definicié: Az (13.1) rekurziv dsszefiiggés k -adrendit  valamely
k € N természetes szamra, ha

an = F(anfb An—2; -+ An—k; TL)
alakban irhatd, de nem irhato
Qp = F(anflu Ap—2y -y An—k+1, n)

alakban. A rekurzid (rekurziv dsszefiiggés) véges rendit  ha létezik fenti
tulajdonsdagu k € N természetes szdam. O

Konnyen beldthaté, hogy k -adrendii rekurzidk esetén elég pontosan a
sorozat els6 k db elemét, az ay, ..., a; € C szdmokat megadni (k.¢.p.) ahhoz,
hogy a sorozat Osszes eleme egyértelmii legyen.

A jolismert n!, kamatos kamat, S, (szdmtani/ mértani Ssszegképletek),
P(X) (hatvanyhalmaz) ... példdkat most nem részletezziik. A fejezet végén
felsorolunk néhdny nevezetes (fontos, meglepd) rekurziv sszefiiggeést és al-
kalmazasukat.

5.2. Példa: (Fibonacci sorozat(?>(®):  Hdany nyilparunk lesz az n -edik
hénapban, ha az elsé honapban 1 nyidlpdrunk van, és minden hénapban mind-
eqyik, legaldbb 2 honapos nyulpar 1 — 1 nyulparat fial, ha veszteség (elhullds)
nem lép fel?

Megoldas: Konnyen ellenérizheto, hogy az els6 hénapokban 1,1, 2,3, 5, ...
nytlparunk lesz. Vegyiik észre, hogy minden hénapban a nyulak szdma nem

2) Bonacci fia (filius), eredeti nevén Leonardo Pisano (1170-1250, mas forrasok szerint
1180-1228) olasz matematikus, tobbek kozott a Liber Abaci (Konyv az abakuszrdl) c.,
1202-ben megjelent miivében hathatésan kozremiikodostt a hindu-arab tizes szdmrend-
szernek Nyugat-Eurépaban vald elterjesztésében, "nyulproblémaéja” is e konyvben jelent
meg.

3) a Fibonacci-sorozat rengeteg érdekes tulajdonsiggal, Osszefiiggéssel rendelkezik
(Id.pl. a 5.4. Feladatban a fejezet végén), tovdbba a termeészetben is szinte mindenhol
felbukkan, nem csak kombinatorikai feladatokban (nem csak a "nyulas” feladatra gondol-
hatunk). Egy érdekes alkalmazast az 5.3. alfejezet végén emlitiink.
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mads, mint az eléz6 havi dllomény + a szaporulat, ez utébbi pedig a legaldabb 2
hénapos, azaz mar 2 hénappal ezel6tt mar meglévé nytlparok széma. Vagyis,
ha f, jeloli az n -edik hénapban levé nytlparaink szamat, akkor az

fn = fn—l + fn—2 (n > 2) (53)

Osszefiiggést kapjuk, és az
fi=fh=1 (5.4)

feltételrdl se feledkezziink meg (4). O

A késébbiekben (pl. a generatorfiiggvény - mddszernél) sziikségiink lesz
a sorozat O-adik tagjara. Az fo := 0 vdlasztdssal még az (5.3) rekurzié is
érvényben marad, gyakorlati jelentésén most nem vitatkozunk.

Ebben a fejezetben azt vizsgaljuk, hogyan lehet egy (13.1) tipusu rekurziv
Osszefiiggést ”feloldani”, azaz

a, = a(n) Vn e N

alaki, un. explicit Osszefiiggést taldlni, ahol persze a(n) egy éltalunk ”ol-
vashat6” fiiggvény (pl. képlet), az (13.1) implicit rekurziv Osszefiiggés
alapjén.

Elarulhatjuk ugyan, hogy a Fibonacci sorozat (explicit) képlete, az tigy-
nevezett Binet-formula(®

fn—%.«”;g) _<1_2\/5) ) , VneN (5.5)

amit teljes indukciéval barki konnyedén igazolhat. Mar az is meglepd, lega-
labbis els6 olvasdsra, hogy egy egyszerii rekurziv dsszefiiggést, mint (5.3) -t
kielégito, természetes egész szamokbdl 4ll6 sorozat képlete ilyen ”szornyti”!?
Ha fenti képletben szerepld hatvanyokat a binomidlis tétel alapjén kifejtjiik,
konnyen belathatjuk, hogy az irracionalis tagok (\/ig jovoltabdl) kipotyognak,
vagyis a képlet egész szamot ad.

1) a szakirodalom nem egységes a Fibonacci - sorozat szamozasat illetéen (sem), néha
az fo = f1 = 1 feltétellel is taldlkozhatunk, az (5.3) rekurzi6 meg tartdsdval. Bar ez
csak a sorozat dtszdmozdsa (shift), legylink mégis mindig évatosak, mert igy a kiilonboz6
konyvekben taldlhaté formuldk ellentmondhatnak egymésnak.

5) Jacques Ph.M. Binet (1786-1856) francia matematikus
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Benniinket azonban jobban érdekel: hogyan lehet a (fentihez hasonlo)
explicit képleteket megtaldlni? Az (13.1) alakd rekurziv osszefiiggésekre dl-
taldnos, minden esetre kiterjedd moédszer nincs, csak bizonyos tipusaikra,
amely modszereket a jelen és a kovetkezo fejezetekben ismertetiink. Meg-
nyugtatjuk az Olvasét, hogy a mddszerek a gyakorlatban felmeriilé esetek
zomére megoldéast adnak. Mar csak annyit jegyziink meg, hogy a Fibonacci
sorozatra kapott fenti ”szornyi” képlet az (5.2.2) alfejezetben ismertetett
modszer (a”mdsodik rdnézés” utdn) mar egyaltaldban nem lesz olyan meglepd!
Kérjiik a kedves Olvasét, olvasson tovabb! (A Fibonacci-sorozattal az 5.2.
alfejezet végén az 5.14. Példdban és a kovetkezo fejezet 6.1. alfejezetében
foglalkozunk.)

Bemelegitésként kezdjiik egy olyan mddszerrel, ami a gyakorlatban néha
segit ("mi{ikodik” ), néha nem.

5.1. Az iteracidés modszer

Hangsilyozzuk, hogy az aldbbi mdédszer elméletben ugyan egyszerii, de a
gyakorlatban csak ritkdan alkalmazhaté.

Moédszer: Ha az (13.1) rekurziv osszefiiggés minden n € N index esetén
teljesiil, akkor persze az n — 1 indexre is:

ap—1 = F(anf27 Ap—3y -y T — 1) ) (56)

vagyis ez ut6bbi osszefiiggést (13.1) -be beirva, esetleg a miiveletet tobbszor
megismételve hdtha egyszeriibb sszefiiggést kapunk az (a,,) sorozatra, taldn
még explicit képletet is: A moédszer édltaldnos alakja

anp = F(an—laan—27'”7n)
= F(F(ap—2,an-3,....,n—1),a,_2,....,n)

eléggé bonyolultnak l4tszik, és valéban, a médszer csak néha segit. [

5.3. Példa (Hanoi tornyai): Egy deszkalapra hdarom rudat régzitet-
tink fiiggdlegesen. Egyikiikre n (kézepén lyukas) kilonbozo atmérbji korongot
hiztunk sorrendben: legalul van a legszélesebd, legfeliil a legkisebb dtméroji,
n € N tetszoleges rogzitett szam. Feladatunk az dsszes korongot eqy mdsik
ridra hizni, a harmadik rid segitségével, azonban minden lépésben csak eqy
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korongot tehetiink dt egyik ridrol a mdsikra, és szélesebb korongot sohasem
tehetiink kisebb datmérojt korongra. Hdany lépésben tehetjiik ezt meg? Adjunk
meg algoritmust is a feladatra!

Megoldés: Javasoljuk az Olvasénak, hogy elébb gondolkozzon el a fela-
daton, prébaljon rekurziv osszefiiggést vagy (rekurziv) algoritmust taldlni a
feladatra, és csak utdna olvassa el megolddsunkat aldbb!

Megjegyzés: Egy 6si legenda szerint Hanoiban szerzetesek rakosgatjak
a 64 arany korongot hdrom ridon a fenti szabélyok szerint, masodpercenként
egy-egy korongot tesznek &t. Amikor mind a 64 -et a helyére raktdk, eljon a
vildg vége ... . Az Olvasét megnyugtathatjuk: ez pontosan 264 — 1 mdsod-
perc, azaz koriilbeliil 586 millidrd év miilva fog bekovetkezni (persze attdl a
pillanattdl szémitva, amikor a szerzetesek elkezdték a munkét ... ).

Most pedig nézziik a feladat megoldésat.

Jelolje h,, az n korong athelyezéséhez sziikséges lépések széamat, n > 1.
Nyilvan

]’Ll =1

Nevezziik el most a hdrom rudat START, CEL és SEGED -nek. Ekkor a START
ridon levd n + 1 korong athelyezését (példaul) a kovetkezd médon tehetjiik
meg. FElészor a legfelsé n korongot attessziik a SEGED ridra, a CEL rud
segitségével, pl. a méar n korongra kitalalt algoritmussal, ez h,, 1épés. Majd
1 lépésben a legnagyobb korongot attessziik a CEL ridra, és végiil ismét A,
lépésben a SEGED rudon levo maradék n korongot h,, lépésben athelyezziik
a CEL rudra, a START rud segitségével. Vagyis

ot =2 hy + 1 (5.7)

lépés elegendo a feladat megolddsahoz. Kevesebb nem is elég, hiszen a leg-
nagyobb korong megmozditdsa elott az n kisebb korongot le kell emelniink
réla, amit az indukciés feltétel szerint csak h,, 1épésben tudunk megtenni, a
+1 lépésre is sziikségiink van a legnagyobb korong dttevéséhez, és az utolsé
h, lépés sziikségessége is nyilvanvalé.
No, és mennyi h,, értéke, azaz az explicit képlet?
Az iterdciés moédszer szerint
hp = 2-hy14+1=2-(2h, o+ 1)+1=4h, o+2+1=
= 4-2h,3+1)+2+1=8h, 3+4+2+1=

= 27 (Qh, L+ 1) 4272+ 4224241 (i<n).
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Ez utébbi allitést a becsiiletes Olvasoé teljes indukciéval bebizonyitja minden
i < n indexre, ami alapjan (i = n — 1 vélasztdssal) kaphatjuk az

hy=2""1 hy+2" 1+ 4224241

vagyis a
h,=2"—1 (5.8)

Osszefiiggést, a mértani sorozat osszegképlete alapjan, mivel hy = 1.

Megemlitjiik még, hogy a kivetkezo fejezetben, a generatorfiiggvény maéd-
szerrel is megvizsgaljuk a h,, sorozatra adott (5.7) rekurziét, ami alapjdn
(tobbek kozott) kapjuk, hogy a h,, sorozat a

By = 3hn_1 — 2hp_s (5.9)

linedris homogén rekurziét (1d. az 5.5 Definiciét) is kielégiti.
Az iterdciés mdédszerrel oldhatjuk meg példdul a fejezet végén szerepld
5.3. feladatot is.

5.2. Linearis rekurzidok

A rekurziv osszefiiggések nagy része az aldbbi tipusba sorolhaté, és elemi
modszerekkel meg is oldhaté.

5.4. Definici6é: (i) Tetszoleges rogzitett (di(n)), ..., (dp(n)), (b,) € C¥
komplex szamsorozatok®) esetén az

ap, =dy(n) - ap_1+ ... +dg(n) - an_r + by (n > k) (5.10)

alaki rekurziv dsszefiliggéseket, ahol k € N rogzitett természetes szam, k-
adrendii linearis rekurzicknak mnevezziik. A rekurzié homogén ha b, = 0
minden n € N esetén (0-sorozat), mds esetben inhomogén.

(ii) A fenti rekurzic dllandé egyiitthatés (vagy — egyiitthatéja) ha
di,...,d, € C komplex szamok, azaz

p=dy - Qp_1+ ... +di - @y, + by (n > ]C) (511)

6) Eddig ugyan a valés (komplex) sorozatokat (a,) € R (ill. (a,) € C) jellel
jeloltiik, most azonban célszertibb az  (a,) € RN ill. (a,) € CN  jelslés, hiszen most
az RV ill. CN wvektorterek elemeiként tekintjiik Sket.
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alaki (és szintén lehet homogén vagy inhomogén). O

Példdul a Fibonacci sorozat (5.3) egyenlete és a Hanoi tornyainak (h,,)
sorozatara kapott (5.9) rekurzié masodrendii allandé egyiitthat6ji homogeén,
mig a (h,) sorozat eredeti (5.7) egyenlete elsérendii allandé egyiitthat6ju
inhomogén, az a, = a,_1 + a,_3 rekurzié harmadrendii!

A rekurziok feloldasi algoritmusét késébb ismertetjiik (az alfejezet végén),
elotte hasznos lesz dltaldnosan megvizsgdlnunk algebrai szempontbdl a linedris
rekurziv egyenleteket, majd utédna ismertetjiik az (elemi) médszert az allandé
egyiitthat6ju homogén egyenletekre. A mddszer dltaldnositdsa médot ad
specidlis szimultdn (tobbdimenzids) linedris dllandé egyiitthatéju homogén
rekurziv egyenletek felolddsdra is (1d. az (5.4) alfejezetben).

5.2.1. Algebrai Gsszefiiggések

Most vizsgaljuk meg a tetszOleges rogzitett (di(n)) ..., (di(n)), (b,) € CN
komplex szdmsorozatok és k € N természetes szdm esetén az

ap =di(n) - ap_1+ ... +dp(n) - an_y + by (n> k)
inhomogén linedris és a hozzd tartozo
ap, =di(n) - ap_1+ ... +dg(n) - an_y (n > k)

homogén linedris rekurziv egyenleteket algebrai szempontbdl.  (Emlékeztet-
jiik az Olvasét, hogy CN jelsli a komplex szdmokbdl 4ll6 sszes (a,,) sorozat
vektorterét, a szokdsos elemenkénti dsszeaddsra és szorzdsra nézve).

5.5. Tétel: Tetszbleges rogzitett (di(n)) ..., (dp(n)) € CN komplex
szamsorozatok és k € N természetes szdm esetén az

ap, =di(n) - ap_q1+ ... + dg(n) - an_g (n > k) (5.12)
alaki linedris homogén rekurziv egyenletet kielégito dsszes sorozat
Sg?ﬁdk C (CN

halmaza k -dimenziés altere CN -nek.

Bizonyitdas: Az (5.12) egyenlet homogenitésdbdl konnyen beldthato,
hogy Sﬂﬁfdk C CN zért az osszeaddsra és a skaldrral valé szorzdsra, vagyis
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altere CN -nek. Més szavakkal ha az (a,) és (b,) sorozatok kielégitik az (5.12)
egyenletet,akkor az (a,, + b,) és a (\a,) sorozatok is kielégitik (5.12)-t.

Dimenzidja pedig azért k, mert pl. az aldbbi médon kénnyen megadhatjuk
egy k elemti B:={a, € CV|i=1,..,k} bazisit, ahol az a; = (al))
sorozatok mind kielégitik az (5.12) egyenletet, vagyis elemei lesznek Sﬂ N
-nak, az aldbbiak szerint. ‘

Legyen rogzitett ¢ = 1, ...,k esetén az (aﬁf)) sorozat elsé k eleme mind 0,
kivéve az i -edik, ami legyen 1, majd n > k esetén definidljuk a') ertekét
az (5.12) egyenldség segitségével. Jolismert linedris algebrai (hézi-) feladat
(HF), hogy ekkor az (aﬁf )) sorozatok linedrisan fiiggetlenek.

Tovabbd, B generatorrendszer, ugyanis ha (c,) € S;/%", egy tetszoleges,
(5.12) -et kielégitd sorozat, akkor, (5.12) homogenitdsat tjra felhaszndlva

kapjuk, hogy
(cn) = Z G-
i=1

ahol ¢y, ..., ¢, a (¢,) sorozat elsé k eleme. [J

A homogén és inhomogén rekurziv egyenletek megolddshalmazainak aldbb
(az (5.18) egyenl6ségben) bemutatandé kapcsolata mindenhol felbukkan a
linedris algebraban, ahol homogén és inhomogén egyenletekrol van szé, példaul
linedris numerikus- és fiiggvény- (differenciél-) egyenletek és rendszereknél.
Az osszefiiggés pontos megfogalmazdsihoz néhédny jelolésre lesz sziikségiink.

5.6. Definici6: Tetszbleges rogzitett (di(n)) ,..., (dg(n)) , (b,) € CN
komplex szdmsorozatok és k € N természetes szdm esetén jelilje
Si™ deom (5.13)
az
an, =di(n) - ap_1+ ... +dg(n) - an_p + by (n > k) (5.14)

inhomogén linedris rekurziv egyenlet ”inhomogén dltaldnos (megoldésat)”,
azaz az egyenletet kielégitd dsszes (a,) € CN sorozat halmazdt, mig

Sio"a, (5.15)
jelolje a fenti (5.14) egyenlethez tartozo

ap, =di(n) - ap_q1+ ... + dg(n) - an_g (n> k) (5.16)
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linedris homogén rekurziv egyenlet "homogén &altaldnos (megolddsat)”,
azaz a fenti egyenletet kielégitod dsszes sorozat halmazdt, végiil legyen

(Spart) S ScIlIlfL..,dk,bn (5.17)

n

eqy tetszbleges rogzitett, az (5.14) egyenletet kielégito sorozat, az inhomogén
egyenlet ugynevezett partikuldris (vagy specidlis) megoldasa. [

Ekkor a kovetkezd Osszefiiggés teljesiil:

5.7. Tétel: Tetszbleges rogzitett (di(n)) , ..., (di(n)), (b,) € CN komp-
lex szamsorozatok, k € N természetes szam, és az eloz6 definicio jelolései
esetén fenndll az

n om Part
St anbe = Sioma, +(8,") = (5.18)

n

= {(an) + (") : (an) €SSy }

egyenloség.

SHom

Vagyis SI”h dy..b, AT nem altere CY -nek, hanem az 'y, altér eltoltja

Part)

az (s, vektorral. Szokés a fenti (5.18) egyenléséget gy is olvasni, hogy

”Inhomogén dltaldnos = Homogén dltaldnos+Inhomogén partikuldris”

(mérmint megoldds), amint ezt pl. mér a lindris egyenletrendszerek elméle-
tében is tapasztaltuk.

Bizonyitds: Az (5.16) egyenlet homogenitdsat és az (sf'"t) sorozat

Hom Part
Sa, + (s,

definiciéjat felhaszndlva konnyen beldthatjuk, hogy ) min-
den eleme kielégiti az (5.14) egyenletet, azaz eleme S}’ i ' b nak' mésrészt,
S b K€t tetszoleges elemének kiilonbsége klelegltl az (5.16) egyenletet,
vagyis eleme S}f om . -nek, vagyis SI nh ' d,.b, Minden eleme valéban
Par
(an> + (S t) ((an) € Sg?ﬁdk)

n

alaki. O

A fenti eredmény szerint tehdt elegendd a homogén egyenlet &dltaldnos
(Osszes) és az inhomogén egyenlet egyetlen (partikularis), de barmelyik meg-
olddsdt megkeresniink. A kovetkezo alfejezetben a homogén egyenletek meg-
olddsara adunk altaldnos mdédszert, inhomogén egyenletek megolddsa vagy a
kovetkezo fejezetben bemutatandé generdtorfiiggvény médszert, vagy egyedi
megolddsi otleteket tudunk ajanlani.
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5.2.2. Allandé egyiitthatéji egyenletek

Jelen alfejezetben egy elemi médszert, az un. klasszikus mddszert ismertetjiik
az allandé egyiitthatéju homogén linedris rekurziv egyenletek felolddséra,
vagyis az explicit képlet megtaldldsdra. Megjegyezziik azonban, hogy a ko-
vetkez6 fejezetben ismertetett generdtorfiigguény moédszer (ami ugyan sokkal
dltaldnosabb és hatékonyabb a jelen alfejezetben bemutatott, specidlisabb
moédszernél), szintén alkalmazhaté e specidlis (dllandé egyiitthat6ji homogén
linedris) rekurzidkra, és bér a jelen alfejezet médszere sokkal ”érthetébb” és
"egyszer{ibb” a generdtorfiiggvénynél, mégis érdemes mindkét maédszert at-
tanulmédnyozni, még ezen specidlis rekurziék esetében is, mert éppen ered-
ményeik kiilonboz6 stilusa miatt részletesebb képet kapunk a rekurzidk és
a rekurziv sorozatok szerkezetérodl, viselkedésérdl. Mar most hangsilyoz-
zuk azonban, hogy mig a jelen mddszerrel a rekurzié dltaldnos megolddsat
kaphatjuk meg, vagyis a kezdeti érték problémadara nincs sziikségiink, addig
a generatorfiiggvény maédszer csak adott kezdeti érték problémédhoz tartozo
megolddsokat ad, k.6.p. hidnydban ”el sem indul”. (A generdrorfiiggvény
modszer egyébként nemlinedris rekurziok kezelésére is hatékony eszkoz.)

Legyenek tehdt adottak a di,....d; € C komplex szdmok ahol £ > 1
tetszoleges, és keressiik a
Ap=dy Q1+ ... +dp - Qp_g (n > k) (5.19)
allandé egyiitthatdju linedris homogén k -adrendii rekurzié dltaldnos megol-
dését, azaz 0sszes megolddasdnak explicit képletét.

Bemelegitésképpen tekintsiik a & = 1 esetet:
ap =dy - Qp_1
ami éppen a mértani sorozat, jolismert dltaldnos alakja pedig
an = ay - (dy)""

ahol a; a sorozat legelsé eleme, ezt a kezdeti érték probléma (k.6.p.) adja
majd meg.

Otlet: a fenti eredmények alapjan keressiik az (5.19) egyenletet kielégitt
(ay) sorozatokat
ap =c-q" (n € N)
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alakban, valamely ¢,q € C komplex szdmokra. Visszairva az (5.19) egyen-
letbe kapjuk, hogy

c¢"=di-c¢" "+ +dyc- " (n>k). (5.20)

Feltehetjiik, hogy ¢, q # 0, hiszen (0), az (azonosan) 0 -sorozat nyilvin-
valéan megolddsa az (5.19) egyenletnek (mert hiszen Sj7°™, altér) és mi most
nyilvan a (0) sorozattél kiilénboz6é megoldédsokat keressiik. Igy az egyenletet
c-¢" % -val egyszerisitve és rendezve a

¢ —d = —dyqg—d, =0 (5.21)

algebrai egyenletet kapjuk. A fenti (5.21) egyenletet az (5.19) homogén
linedris rekurzi6 karakterisztikus egyenletének hivjuk, hiszen ennek gyokei
karakterizaljak az (5.19) rekurzié viselkedését.

Oldjuk meg az (5.21) egyenletet a komplex szamok korében, kiilonbozé
gyokei legyenek(”) q,...,q, € C. Az (5.19) egyenlet homogenitdsat ismét
felhasznalva kapjuk, hogy tetszoleges cq, ..., ¢; € C szdmok esetén az

an:=c1-(@)"+...+¢c (@) (meN)

sorozatok mind kielégitik az (5.19) egyenletet.

De mi az (5.19) egyenlet dsszes megolddsat akarjuk megkapni!

Idézziik fel az 5.5.Tételt: az (5.19) egyenletet kielégitd sorozatok halmaza,
S(’Z o, €y k -dimenzids vektortér. A fenti szamitdsok és az aldbbi dllitdsok
alapjan konnyen megtaldlhatjuk egy béziséit.

5.9. Allitas: Tetszbleges qu, ...,q € C komplex szamok, t > 2 esetén

1 q ... qufii
1 ¢ ... g5
der) =00 = 1 @ow
_ 1<i<j<t
I ¢ Qf !

(A fenti tipusi determindnst Vandermonde(®) -determindnsnak hivjak.)

Bizonyitéas: teljes indukciéval ¢ -re. [

7) Az Algebra Alaptételének valés és komplex valtozatait, és az egyenlet gyokeinek
multiplicitdsanak fogalmat ismertnek tételezziik fel, vazlatosan 1d. az F Fiiggelékben.

8) Alexandre Théophile Vandermonde (1735-1796) francia zenész, mérndk, politikus,
mindossze az 1771-72 években foglalkozott matematikdval.
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5.10. Kovetkezmény: Tetszoleges kiilonbozo q,...,q; € C komplex
szamok (t € N) esetén a (qf') , i <t sorozatok linedrisan figgetlenek. [

A fentiek alapjan méar megadhatjuk az (5.19) rekurzié éltalénos megolddsat
- abban az esetben, ha az (5.21) karakterisztikus egyenlet dsszes gyoke kiilon-
bozb. (Ne feledjiik: az Algebra Alaptételének komplex szamokrol szol6 val-
tozata szerint minden k -adfoku (algebrai) egyenletnek pontosan k gyoke
van, legfeljebb nem mind kiilénb6z6. )

5.11. Tétel: Legyenek az (5.19) dllandd egyiitthatoji k -adrend linedris
homogén rekurzié (5.21) karakterisztikus egyenletének gyokei qi,...,qx € C
mind kilonbozbek. Ekkor az (5.19) rekurzié dltaldnos megolddsa

an=c¢1-q +...+c-q (neN) (5.22)

alaki, ahol cq,...,c, € C tetszbleges komplex szamok.
Bizonyitas: A fentiekbdl kovetkezik. O
Bizonyitas nélkiil kozoljiik az aldbbi eredményt.

5.12. Tétel: Legyenek az (5.19) dllandd egyiitthatdji k -adrendi linedris
homogén rekurzio (5.21) karakterisztikus egyenletének kiilonbo6z6 gyokei qq, ..., ¢
€ C , algebrai multiplicitdasaik legyenek rendre mq,...,m; € N | vagyis mq +
. +my =k . Ekkor az (5.19) rekurzié dltalanos megolddsa

ap :c}-q?+c§-n-q?+c§-n2-q{l—l—...+c,1nl-nml_l-q{‘—l—
teigh+ G n-gh+aontgh .+, 0™ g+ (5.23)

+ct1~qf—|—c§-n-qf—i—cg-nQ-qf—i—...—i-cﬁnt-nmt_l-qf (n € N)

alaki, ahol cé- € C tetszoleges komplexr szamok, ha j <m; ,+ <t . U

Felhivjuk a figyelmet, hogy &altaldban az n - ¢" sorozat nem elégiti ki
az (5.19) rekurzidt, csak abban az esetben ha ¢ tobbszoros gyoke az (5.21)
egyenletnek!

Azt konnyti beldtni, hogy az (5.23) kifejezésben szerepld (n’-ql*) sorozatok
linedrisan mind fiiggetlenek, tetszdleges i, j € N szdmok esetén, és hogy igy,
aj <m;,i <t korldtozds miatt, éppen k -dimenzids alterét feszitik ki CN
-nek. A fenti tétel bizonyitdsdnak éppen az a nehezebb része, hogy a (n’ - ')
sorozatok minden j < m; , i <t esetén kielégitik az (5.19) rekurziét (ahol



92 FEJEZET 5. REKURZIV SOROZATOK

m; a ¢; gyok multiplicitdsa). A bizonyitdst megmutatjuk a k = 2 esetben,
magasabbrendii rekurzidk esetében az 5.12. Tételt nem bizonyitjuk.

5.13. Allitas: Legyen k = 2, legyenek di,ds € C tetszbleges régzitett
komplex szamok, és legyen az
an = dl cQp_1 + d2 * Ap—9 (’I’L > 2) (524)
rekurzio
M —d-A—dy=0 (5.25)

karakterisztikus egyenletének N\ = q € C kétszeres gydke.
Ekkor az

n

n-q
sorozat is kielégiti az (5.24) rekurzidt.

Bizonyitdas: Mivel ¢ kétszeres gyoke az (5.25) egyenletnek, ezért az
egyenlet
)\2—d1'>\+d2:()\—q)2:o
alakban ifrhaté, ami alapjan az
di=2q , dy=—¢

osszefiiggéseket kapjuk. Ekkor dy,d, helyére a fenti osszefiiggéseket és a,
helyére az n-q" értéket az (5.24) rekurziéba irva az alabbi egyenletet kapjuk:

ng" =2¢(n —1)¢" " — ¢*(n — 2)¢"

ami nyilvanvaléan azonossag. 0

5.3. A Fibonacci-sorozat

Az elmélet szemléltetésére tekintsiink egy példat, ismét a Fibonacci soroza-
tot.

5.14. Példa: A Fibonacci sorozat

fn:fn—1+fn—2 (TLZQ) s f():O,flzl

rekurzigjanak felolddsa.
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Keressiik tehdt az (f,,) sorozatot f, := cq™ alakban. A fenti rekurzié
alapjén ¢ -ra a
¢ —q—1=0
karakterisztikus egyenletet kapjuk, melynek gyokei
1+5

q12 = 5 .

A rekurzié altaldnos megoldasa
o=+ g (5.26)
igy a k.6.p. alapjén az

0= 1+ ¢
1= C1 _1+2\/5 + 02—1_2\/5
egyenletrendszert kapjuk melynek gyckei
1 -1

= Co = —F=,
V5 VB

Cc1 =

amit (5.26) -be beirva éppen a

1 1+v5\  [1-v5)

foo LoV} (15 ¥n € N
V5 2 2

Binet?) formuldt kapjuk. O

A Fibonacci sorozatot néha Lucas('?) -féle sorozatnak is nevezik, mert
F.E.A. Lucas vizsgalta elészor részletesen a sorozatot.

A Fibonacci sorozat az élet legkiilonbozébb teriiletein fordul el (bi-
olégidban, kozgazdasdgtanban, miivészetekben, stb.), tobbek kozott Lamé')
alabbi tételének bizonyitdsaban is:

Tétel (Lamé): Az Fuklideszi algoritmus  futdsideje O(log(n)) .

(A rovid bizonyitas Johnsonbaugh [JoRi,’ 86] konyvének 196-197 oldalain
megtaldlhat6.) O

A Fibonacci- sorozat tulajdonsdgaival és altaldnositdsaival is rengeteg
konyv és cikk foglalkozik, keziinkbe most Cofman Judit [C] tanulménya
kertilt.

9) l4sd az (5.5) "Binet” - formuldhoz tartozé labjegyzetet
19) Francois Edouard Anatole Lucas (1842-1891) francia matematikus
1) Gabriel Lamé (1795-1870) francia matematikus, fizikus és mérnok.
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5.4. Szimultdn (t6bbdimenziés) rekurziék

Gyakran megesik, hogy nem egy, hanem tobb szdmsorozatra nyeriink egy
rekurziot, azaz nem kiilon- kiilon, hanem egyszerre. Az 5.0. Definicié kon-
venciéjahoz hasonléan definidlhatjuk a szimultdn rekurzidkat:

5.15. Definicié: Tetszbleges F,G : C* — C fiiggvények és (ay,), (b,) C C
sorozatok esetén az

{ an:F(anfl,an—%...,bnflabnf%---7n) (5 27)

bn == G(an_l, Ap—2y oeny bn—h bn_27 cevy TL)

eqyenloségrendszert szimultan vagy kétdimenziés rekurziv Gsszefiiggés-
nek (vagy rekurziénak) neveziink. Adott tetszdleges A1, ..., Ay, By, ..., B
€ C komplex szamok és (rogzitett) k € N szam esetén az

ai:= A1, ... ,a = A,
b1 = Bl, ,bk = Bk

egyenldség rendszert kezdeti érték problémanak (k.é.p.) nevezink. O

Az Olvaséra bizzuk a magasabbrendii rekurziék fentihez hasonlé definia-
ldsat, ami azonban vektorok felhaszndldsdval az aldbbi médon is megteheto:

5.16. Definicié: Tetszbleges t € N természetes szam, F : (C)* — C
fiigguény és (a,) C C' vektorsorozat esetén az

a, = F(a,_1,a, 2,...,n) (5.28)

egyenloségrendszert t - dimenzids rekurziv Osszefiiggésnek (vagy rekurzié-
nak)  nevezziik. Adott tetszbleges Ay, ...,A, € C' komplex vektorok és
(rogzitett) k € N szam esetén az

aj.= Al, R Ak
egyenldség rendszert t - dimenziés kezdeti érték problémanak (k.é.p.)
nevezink. O

Sok esetben az (4l-) szimultan rekurziok alkalmas helyettesitéssel dtirhatok
kozonséges (egydimenzids) rekurziokkd. Példdul az

ap = 3ap-1 + bn—l
bn = 4an—1
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rekurzié ekvivalens a két (fiiggetlen)
ap = 3ap_1 + 4a,_2 ) bn = 4ay, 1

rekurzié egyiittesével.

Az el6z6 fejezetekben leirtakat megprébédlhatjuk tobb - kevesebb sikerrel
tobbdimenzids rekurzickra (fiiggvényekre) is alkalmazni. Mi most ismét csak
a legegyszertibb esettel foglalkozunk vézlatosan.

5.17. Definicié: Tetszbleges t € N természetes szam, X €C™" mdtrix
és (a,) C C' vektorsorozat esetén az

a,=X-a, (5.29)
egyenloséget dllandé egyiitthatéji elsé (1—) rendii t - dimenzids rekurziv

osszefliggésnek nevezzik. 0

A fenti tipusu rekurzié, a mértani sorozatokhoz hasonléan konnyen felold-
haté:

5.18. Allitas: Az (5.29) -ban szerepld rekurzié Gsszes megolddsa
a, =X"-ap (5.30)

alakid ahol ag € C' a sorozat elsé eleme (k.é.p.)
Bizonyitas: h&zi feladat az Olvas6 szémara. [

Mar csak az a (linedris algebrai) kérdés: hogyan szdmoljuk ki egy X € C***
métrix hatvdnyait? Ha métrixunk diagonadlis, akkor konnyen:

/\1 0
X =
| 0 At
esetén nyilvan
Y 0
X—
0

tetszoleges n € N kitevé esetén.
S6t, ha X hasonlé egy diagonalis Y matrixhoz, vagyis X =T -Y - T}
valamely invertdlhat6 T métrixra, akkor nyilvan X" = T - Y™ T~! . M4trixok
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diagonalizdlhatosdga pedig elsésorban a sajatértékvektor bazisok 1étezésétol
fiigg. A linedris algebrai részleteket most nem ismertetjiik, csak egy egyszer{i
példdt mutatunk be részletesen.

5.19. Példa: Oldjuk meg az

(p = —Qp_1 + by_q
{ by = 9an_1 + Thy_y (5:31)
rekurzidt az  (ay), (b,) C C  sorozatokra.
Megoldas: Az
an| 11
X, 1= |:bn:| és X := [ 9 7] (5.32)

jeloléssel az  x, = X-x,_1 egyenloséget kapjuk aminek megolddsa x, =
X"-xg ahol xq:= [‘;g] a sorozat kezd6 (nulladik) tagja, a k.é.p. .
Az X matrix karakterisztikus polinomja

det(X — AI) = \> — 6\ — 16
melynek gyokei, azaz X sajatértékei A\ = —2 és Ay = 8, vagyis X hasonl6 az
-2 0
-8

maétrixhoz. Mivel X sajdtvektorai, azaz az

X -u=Au
egyenletet kielégité u €C? vektorok u; = [_11] és uy = B] , a diagonalizdlé
T maétrix
1 1 9 =1
T = ] es T '=| 0 U ]

és igy valéban X =T .Y - T ! | azaz

S ER A

Ekkor pedig

SRS
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vagyis (a beszorzdsok utédn)

Ay = % [8”(@0 —f- b()) + (-2)”(9&0 — bo)] |:|
by = L [8"(9ao + 9b0) + (—2)"(—9a + bo)]

5.5. Néhany nevezetes rekurzié

Ebben az alfejezetben néhdny nevezetes rekurziv osszefiiggést mutatunk be
(sorrendre valé tekintet nélkiil), melyek a matematikai kiilénboz6 més te-
riiletein felmeriild (fontos) problémdkra adnak valaszt. (Természetesen a
kombinatorikai problém#k zoméhez is felirhatunk rekurziv osszefiiggéseket!)

5.5.1. Ackermann - fiiggvény
Legyen A : N2 — N a kovetkezd fiiggvény:

A(0,n) @ =n+1
A(m,0) : =A(m—1,1)
A(m,n) : =A(m—1,A(m,n—1))

Bar az A fiiggvény értékét tetszoleges m,n szdmokra kénnyen ki tudjuk
szdmolni (az (m + 1) x (n + 1) tdbldzat sorait és oszlopait rekurziv médon
toltjiik ki). W.Ackermann(!?) megmutatta, hogy az A fiiggvény gyorsabban
né minden primitiv rekurziv fiiggvénynél, vagyis az A fiiggvény nem pri-
mitiv rekurziv fiiggvény, de nyilvdn &dltaldnos rekurziv, hiszen mint kénnyen
lathat6, Turing géppel (egyszerii programmal) kiszémolhat6. Rogzitett m
-re pedig primitiv. (Rekurziv fiiggvényekkel a konyv eredeti, nyomtatott
valtozatanak III. részében foglalkozunk.)

5.5.2. Lucas-Lehmer teszt

Legyen p > 2 tetszbleges primszam, M, := 2P — 1 és legyen (a,) C N a
kovetkezo sorozat: a, ;=4 és

(pyy i= ai — 2 maradéka M, -vel osztva .

12) Wilhelm Ackermann (1896-1962) német matematikus
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Ekkor, Lucas(*®) és Lehmer tétele szerint az M, := 2P — 1 (tin. Mersenne
-szdm) pontosan akkor prim (Mersenne - prim) ha a,_; oszthaté M, -vel.

(A Mersenne - primekrl néhany érdekességet a fejezet végén levd Fiiggelék-
ben gy{ijtottiink tssze.)

5.5.3. Newton gyokvonasi algoritmusa

Legyen v € RT tetszbleges pozitiv valés szdm, ag € RT  tetszdleges, és

legyen ne N esetén
1 n vy
pr1 = = | ap + —
1 2 y,

Standard analizisbeli eszkozokkel konnyen beldathats, hogy

an — /7

s6t a konvergencia meglep6en gyors: altaldban mér 6t-tiz osztds (rekurziv
kozelités) utdn is 8 tizedesjegyre megkapjuk /7y értékét! Tovdbbmenve:
tetszoleges 7 € N esetén az

1 v
n == —1 n
n+l =0 <(T Ja a 1)

T
n

sorozat (ap € R tetszoleges) hatarértéke "\/y , és a konvergencia szintén
meglepden gyors.

5.6. Magasabbrendii szamtani sorozatok

A matematika szémos mds teriiletén is (pl. szdmelmélet, jatékelmélet) fel-
lépnek a szdmtani sorozatok aldbbi dltaldanositdsai: bar a sorozat maga nem
szamtani, de a tagok kiilonbségeinek sorozata valami szabélyossdgot mu-
tat, példaul a kiilonbségek sorozata a szamtani sorozat, vagy a kiilonbségek
kiilonbsége szédmtani, stb.:

5.20. Definicié: Az (a,) C C, a, = d konstans sorozat (d € C fix)
0 -adrendii szamtani sorozat. Az (a,) C C sorozat (i+ 1) -edrendit
szamtani sorozat, ha a
by, == a, — an_1

13) F.Edouard A.Lucas (1842-1891) francia matematikus
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sorozat i -edrendt szdmtani sorozat. A sorozat legfeljebb r -edrendi, ha
rendje < r . U

Természetesen egy tetszoleges (a,) sorozat pontosan akkor (szokdsos)
szamtani sorozat ha rendje pontosan 1 , tovibba a masodrendii sorozatok ép-
pen a (szokdsos) szdmtani sorozatok (.5,,) 0sszeg képletei, végiil a 0 -adrendii
sorozatok trividlisan a konstans (c) sorozatok. (Ezekrol kicsit részletesebben
az 5.21. Allitds bizonyitdsdnak elsé részében lesz sz6.)

A magasabbrendii szdmtani sorozatok definicigjdt hasznos lesz a véges
differencidkkal is megfogalmaznunk, amelyeket tobbek kozott a differencidl-
egyenletek kozelité megolddsaindl haszndlnak.

5.21. Definicié: Tetszbleges (a,) C C régzitett sorozat esetén a AY
véges differencidkat tetszdleges i,n € N esetén az alabbi mddon definidljuk:

AD =g, (5.33)

n

és

AHD = AD _AD (5.34)
Az (a,) sorozatot tetszdleges r € N index esetén legfeljebb r -edrendii
szadmtani sorozatnak nevezzik, ha az (A,(f)) sorozat konstans sorozat, és

(pontosan) r-edrendii szamtani sorozatnak, ha nem (r — 1)-edrendt. O

Ha nem okoz félreértést, az aldbbiakban egyszertien csak r -edrendii
sorozatokat mondunk, a ”szamtani” jelz6 elhagyédsdval.

Célunk tehat az r -edrendii szamtani sorozatok altalanos tagjanak felirdsa.

A sorozatot egyértelmiilen meghatédrozza rendje, r ésels6 r+1 db tagja:
ag, ..., @, , vagy a kezdd Aéo), Aél), ...Ag) differencidk (HF), amelyek kozott
kapcsolatot az (5.33) és (5.34) egyenléségek adnak.

A 0-ad rendil (a, =ay=d = Aéo)) és az elsérendii sorozatok

an=ap+m—1)-d, d=A, ag=AY

képlete jol ismert, kis szamoldssal a mdsodrendt sorozatok dltaldnos képlete
is felirhaté (I1d. az 5.4. Feladatot), de hogyan tovabb?

Természetesen az 1 -gyel magasabbrendii sorozat tagja éppen az ala-
csonyabb rendii tagok sorozatdnak dsszegképlete, de magasabbrendii soroza-
tok esetén mar az Osszegképletek Gsszegezése egyre bonyolultabb lesz.

Hasznaljuk azoban a 3.3.Fejezetben (7 Osszegezési médszerek”) tanultakat!
Kis szamolgatés és a 3.12.Allitas alapjan az aldbbi tsszefiiggést fedezhetjiik fel:
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5.22. Tétel: Ha r € N tetszoleges természetes szam és (a,) C C tet-
szbleges (legfeljebb) r-edrendt, szamtani sorozat, akkor tetszbleges n € N |

n > r indexre
ap = <g) AD 4 (?) A+ (:) Al (5.35)

Bizonyitas: Teljes indukcioval r -re, a sorozat rendjére vonatkozdan.

r =0, 1 és 2 esetén visszakapjuk a j6lismert képleteket (konstans- és
szémtani sorozatok ill. azok osszegképlete):

r=0:AY =MAY =AY =cecC,

r=1: A0 = (E)Ag)) + (T)Aél) =ap+n(ay — ap) = ap +nd = a, .

r = 2 esetén Kkicsit elévigydzatosnak kell lenniink. Vegyiik észre, hogy
most a (Aq(ll)) (1) sorozat a (hagyoményos) szémtani sorozat, és a Ay = a,
sorozatrél dllitjuk, hogy a jélismert S, Osszegezési képlettel egyezik meg(*),
pedig egy kis kiilonbség van koztiik: valéjaban

AD = AD L AP AP 4+ AD = AD 4 g

Ezek birtokdaban pedig a kovetkezoket kapjuk:

AQ = (n~|— 1) A 4 <n+ 1) NG (n+ 1> AP —
" 0 1 2

n(n+1) n+1
2

= AV Y m+1) a0+ d=AD 4+ (2a0 + nd) =

- AP+,
hiszen sorozataink tagjait 0 -t6l szdmozzuk, azaz (hagyomdnyos) szamtani

sorozatokra az
a, = ag +nd

képletet hasznaljuk.

Legyen tehdt (a,) egy (r + 1) -edrendii sorozat. Mivel ekkor a (Ag))
sorozat r -edrendii sorozat, melynek s -edik differencidja az eredeti sorozat

1) vagyis vigydzzunk a kiilonféle (hagyoményos és 1j) jelolések keveredésére!
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(s + 1) -edik differencidja, igy a véges differencidk definicidja és az (5.35)
indukcids feltétel alapjén kapjuk, hogy

n—1 n—1 . . .
4 = ap+ Y AY =AP LY ( (é) AP + G) AP 4.+ (i) Aé’"*”)
1=0

i=0
r n—1 . r
0 s+1 7 0 s+1 n
_ Ang(Aa“-Z S))=Aa>+ZAg+>(SH):
s=0 =0 s=0

N AN Y A n (r+1)
(e (a7 )

ami éppen a bizonyitandé &allitas r + 1 -re, felhaszndlva a binomidlis egyiitt-
hatok 3.Fejezet 3.12. Allitdsdnak (3.8) sszefiiggésében bizonyitott

> ()= (1)

Megjegyzések: ha (a,) pontosan k -adrendii akkor r > k esetén A[()T) =
0, igy a fenti (5.35) képlet végén a felesleges tagok tigyis nullak! Mivel egy
(pontosan) r -ederendil elsd sorozat r elsd r tagjit tetszolegesen megad-
hatjuk, ezért az (5.35) képlet az Osszes r -edrendil sorozatot megadja. FEz
abbdl is kovetkezik, hogy barmilyen rend{i magasabbrendii szdmtani soroza-
tok linedris kombindcidja is az, legfeljebb alacsonyabb rendii.

Teljes indukciéval k -ra kénnyen beldthaté, hogy az (a,) k -adrendii
szamtani sorozat elsé aq,...,ar € R elemét tetszolegesen megadhatjuk, a
(5.35) osszefiiggésbdl (de nem az ay, ..., ax elemekbdl) a Af egyiitthatokat
meghatarozhatjuk, hiszen az (T;) polinomok egyiitthatéinak 6sszehasonlitdsa
utdn egy kozonséges linedris egyenletrendszert kapunk Al -re .

Erdekességként emlitjitk meg az aldbbi eredményt.

tulajdonsdagat. [

5.23. Allitas: Tetszbleges (rigzitett) r € N kitevt esetén az
a, :=n"
sorozat pontosan r -edrendil szamtani sorozat, az n -edik differencia
A =r

Az elst allitasbol kovetkezik, hogy minden r -edfokd polinom is (pontosan)
r -edrendt szamtani sorozat
Bizonyitas: HF. [
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5.7. Feladatok

5.1. Feladat: Bizonyitsuk be a 4.2.fejezetben (”Elcserélt levelek”)
megismert D,, (derangements) értékekre a

Dn =n- Dn,1 + (-1)”

Osszefiiggést!

5.2. Kisgyermekek kedvenc jatéka a ” sdntika”: egy sorba egyesével vagy
kettesével négyzeteket rajzolnak a foldre és azon ugrdandoznak egy- vagy két
ldbbal. n négyzetbdl hényféle sintika - palyat rajzolhatunk? Példdul, n = 4
esetén a kovetkezd lehetdségek (is) vannak:

"Sdantika” - pdlydk (n = 4)
5.1. dbra

5.3. Feladat: Adjuk meg az aldbbi nevezetes sorozatok explicit képletét.

(a) Lucas szdmok: Lo=2, Ly =1 ¢és L,=Ly, 1+ L, 2 ,

(b) Perrin sorozat: ag =3, a3 =0, aa =2 és a, =a, 2+ a, 3 ,

(c) Padovai sorozat: by =0, by =1, bp =1 és b, =b, 2+ b,_3 .

5.4. Feladat: Irja fel kozvetleniil a masodrend{i szdmtani sorozatok
altalanos alakjat!

5.5. Feladat: Bizonyitsuk be a Fibonacci-sorozat aldbbi tulajdonsdgait
ahol n € N tetszbleges természetes szam! (Ismételten felhivjuk a figyelmet:
konyviinkben mi a fi=fa =1 (és fy = 0) feltételekkel megadott
Fibonacci-sorozattal foglalkozunk!)

/1) fi+tfotfat+ oo+ fo=foa—1
/2/  hit+fat+ [+t foan1 = fon

/3  fotfit+fot it fon= fon1—1
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/4/
/5/
/6/
/7/
/8/
/9/
/10/
/11/
/12/
/13/
/14/
/15/
/16/
/17/

/18/

/19/
/20/
/21/
/22/
/23/
/24/
/25/
/26/
/27/
/28/
/29/

fs+ fo+ ot fan=3(fans2 — 1)

fit2fa+3fst . tn-fo=n—1) furo— fay1 +2

fl - f2 + f3 —+...+ (_1)n+1fn - <_1>n+1fn—1 + 1

nfi+n—1f+..+1f, = foya— (n+3)
RAB+E+ 4= fafan

fifo+ fafs + .+ fan1fon = f5,
fife+ fofs + o+ fonfonsr = fo — 1

f3x mindig pdros

fn oszthaté 3 -mal ha n = 4k

fn oszthaté 4 -gyel ha n = 6k

fn oszthaté 5 -tel ha n = 5k

fn oszthaté 7 -tal ha n = 8k

fn oszthaté 9 -cel ha n =12k

(n=2)
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minden N € N természetes szdmhoz van olyan £ € N index
amelyre fj oszthaté N -el

minden N € N természetes szam esetén az f, szamok N -el valé
osztasi maradékai periodikusan ismétlédnek

fostfoa + (=) =f2 (n>2)
fafosr = fo2fo1= fonr (0 2>3)
fosifove = fafors = (=1)"
fr% + fn2+1 = font1

72L+1 - fzq = fon

(fnfn+3)2 + (2fn+1fn+2)2 — f22n+3

fn+hfn+k - fnfn+h+k: = (_1)nfkfh (’fl, h,k c N)

wtf == (n>2)
Jm-1fo + fmfoir = form (M >2)
Jor1 = fosrforin + fefor (B <n)
ferm = fesrfm + frfmor (k,m €N)
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/30/  fiion + fr_on Oszthaté fi -val ha k > 2n
/31/  f, pontosan akkor oszthaté f,, -el ha n oszthaté m -el

/32/  a sorozat bdrmely két szomszédos eleme relativ prim (azaz leg-
nagyobb kozos osztdjuk 1)

/33) PRt ERtRRtetIin =l g

/34)  fn— foafoiforifarz=1 (n>3)

/35/ Afufuat+fio=fin (n>3)

/36/  f* | — fu._1 oszthaté f2 -telhan>2 k>1

/37/  (=1)FFLfE  — frn o oszthaté f2 -tel han >3, k > 1

/38/ minden természetes szam eléallithaté paronként kiilonbozé, nem
szomszédos Fibonacci -szamok 6sszegeként

/39/  barmely nyolc egymdst kovetd tagjanak sszege nem lehet Fi-
bonacci - szdm

a0/ f,=xL2 (-1

/41/  lim fne = V5

n—oo f’n 2

Megjegyzések: A /17/ allitdsban szerepld k értékét konkrétan nem
tudjuk megadni, ez még nyitott (megoldatlan) kérdés.

Szintén nyitott kérdés még: ”Létezik-e végtelen sok k € N amelyre f
primszam?”, a védlasz valdsziniileg nem.

5.6. Feladat: Oldjuk meg az

Ap = Qp-1 + bn—l
{ b, = ap_1 + 20,1 (536)

rekurziot.

5.7. Feladat: Egy (tetszoleges) (x,) sorozatot végperiodikusnak (even-
tually periodic) mondunk, ha az (z,,),>x részsorozata periodikus valamilyen
K € N indextdl kezdve. Tekintsiik a kovetkezd rekurziv sorozatot:

Ay Ay Ay }

Tpi1 = Max<{ —, -
Tp Tn—1 Tn—k

(n>k)
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ahol Ay, ..., Ag, g, ..., T, € R adott tetszoleges valés szamok, Ay # 0, k € N
tetszoleges. Mutassuk meg('), hogy
(a) Ap=..=A,=A esetén a sorozat végperiodikus.
(b)  Ao,...,Ar <0 esetén az aldbbi allitdsok ekvivalensek:
(i) az (z,) sorozat végperiodikus, k + 2 periédussal ,
(i) A=A, ha 0<i<k,
(iii) az (x,) sorozat korldtos .

5.8. Feladat: Azt mondjuk, hogy az (x,) és (y,) sorozatok elkeriilik
egymadst, ha x, # vy, tetszoleges n € N indexre. Mutassuk meg, hogy az

L B R R (5.37)
Tp* Tp-1+ Tp—2 + Tpn-3

Tni1

rekurziv Osszefiiggés esetén, tetszbleges (y,) C R sorozathoz végtelen sok
olyan (g, 21,72, 23) € R* k.é.p. taldlhato, hogy az fgy kapott (x,) sorozat
elkeriili az (y,) sorozatot!

5.8. Megoldasok

5.2. Feladat: A megolddst a 41 = Y . otitn—i , o = 1  rekurzié
altal megadott sorozat adja, a rekurzié felolddsat a 6.2.3. alfejezetben is-
mertetjiik.

5.4. Feladat: A szamtani sorozat 6sszegképletérdl van szo, azaz (tobbféle
jeloléssel felirva):

a® =80 =35 = <2a82) + (n — 1)d) : g = (2@82) +(n — 1)A(()1)) : g

5.5. Feladat: Utmutatds: haszndlhatunk pl. teljes indukciét n -re,
esetleg k -ra, m -re. Sok allitds igazoldsa megtaldlhaté Réka Sandor [R]
konyvében.

5.7. Feladat ([Sz1]): (a) El6szor keressiink egy olyan ng indexet, a-
melyre

Tno—i > VA  ha i<k (5.38)

15) ezzel a rekurziéval (is) kapcsolatban sok kérdésre még keressiik a vdlaszt. Pl.: Sejtés:
Agy ..y A >0, A # 0, zg,...,z; € R tetszbleges szamok esetén ha az (x,) sorozat
pozitiv tagu, akkor végperiodikus. [J
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(az x, = v/A konstans sorozatot most nem tekintjiik). Ekkor persze p 41 <
VA, de igy a sorozat kovetkezé k elemére

1

$n0+1

ha i<k (5.39)

Tno+2+i =

amit az el6z6 (5.38) osszefiiggéssel dsszevetve ldtjuk, hogy a sorozat valéban
végperiodikus.
(b) Elbszor keressiink egy olyan ng indexet, amelyre

Tpei >0 ha i<k (5.40)

és legyen
20 1= Tpgi1
Ekkor persze zg < 0 és (5.40) alapjan a sorozat kovetkezd k + 1 eleme
pozitiv. Ekkor
21 1= Tpgthts = 21 - L
ahol

A
L::maX{Ak; :ogigk}

A gondolatmenetet megismételve kapjuk tetszoleges t € N szdmra, hogy
Zt = Tpg+14t-(k+2) — 21 ° L'
azaz az (x,) sorozat valéban végperiodikus.
L &s z vizsgdlatdval az (i)<(ii)<(iil) ekvivalencia is kénnyen belathat6. O

5.8. Feladat ([S22]): Az iterdciés mddszerhez hasonléan a sorozat x4 ,
x5 ,... elemeit mind kifejezhetjiik

Ty = fn(x()yxla T2, {L‘g) (TL > 4)
alakban, ahol f,, racionélis tortfiiggvények.
Az, hogy az (x,) sorozat elkeriili az (y,) sorozatot, azt jelenti, hogy az

Yn = fu(®o, 21,72, T3) (n>4) (5.41)

egyenletek koziil egyik sem teljesiil. Vagyis adott (y,) C R sorozat esetén, R?
elemei koziil az (5.41) egyenletek megolddsait, amik megszdmldlhaté sokan
vannak, kell elhagynunk. R* nem megszdmldlhat6 1évén ez (végtelen sok
féleképpen) megtehets. O

Sorozatok elkerilésének problémajat teljes dltaldnossdgaban [Sz2] -ben
targyaljuk.
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5.9. Fiiggelék: Mersenne szamok
Marin Mersenne(!6) és kortdrsai még reménykedtek olyan egyszert, képletek
megtaldldsdban, melyek segitenek nagy primszdmok megtaldlasaban. Mer-
senne a M, := 2P — 1 képletet javasolta, ahol p € P primszdm. Méar a p = 11
esetén sem prim M, , hiszen My; = 21 — 1 = 23 -89 . Mdig is megoldat-
lan probléma, hogy van -e végtelen sok M, alaki primszdm? Az is megol-
datlan, hogy wvan-e wvégtelen sok 0Osszetett kozottiik. Nagy primszéamoknak
Ujabban van nagy keletje: iizenetek (feltorhetetlen) titkositdasaban hasznal-
nak nagyméretii (tobb szdz jegy(l) primszdamokat (mint errdl a III. részben
szolunk részletesebben). Az iskoldban tanult ”osztogatés” médszer vagy az
Eratosztheneszi szita pedig tobbszaz jegy(i szdmok esetén évmilliokig (!) is
eltarthat ... . Még az 5.5.2. alfejezetben lefrt Lucas-Lehmer teszt is éveket
vesz igénybe. Ezért is indult ttjara az internetes kollektiv primvaddszat: a
szamitégépek kikapcsoldsa (vagy képerny6védd programok) helyett a szer-
vezOk a hédlézatba kapcsolt gépek Lucas-teszt futtatdsat javasoljdk pdrezer
dollér jutalom mellett, az érdekléddknek a HTTP://WWW.MERSENNE.ORG /
PRIME.HTM ¢és a HTTP://WWW. UTM.EDU/RESEARCH/PRIMES cimeket il-
letve az Elet és Tudomany 1999/27 szamét ajanlhatjuk.

A legtjabban (a fenti médon) felfedezett M, Mersenne - prim a 38 -adik:
p = 6.972.593 (1999. junius 1.), néhdny régebbi felfedezés: p = 3.021.377
(1998. januar 27), p = 2.976.221 (1997. augusztus 24.), p = 1.398.269 (1996.
november), p = 859.433 (1994. janudr), p = 216.091 (1985). Mersenne
-primek a kovetkezdk is: p = 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 61, 89, 107, 127 (1950-
ig Mo volt a legnagyobb ismert primszam), 521, 607, 1279, 2203, 2281,
3217, 4253, 4423, 9689, 9941, 11.213, 19.937, 21.701, 23.209, 44.497, 86.243,
132.049.

Az érdekldd6 Olvaséknak még pl. a [B] és [L] olvasnivalékat ajanlhatjuk.
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16) Marin Mersenne (1588-1648), francia matematikus
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6. fejezet

Generatorfiiggvények

A GENERATORFUGGVENY MODSZER. NEWTON BINOMIALIS SORA. LINEA-
RIS REKURZIOK GENERATORFUGGVENYEI RACIONALIS TORTFUGGVENYEK.
NEMLINEARIS REKURZIOK ES GENERATORFUGGVENYEIK. CATALAN SZA-
MOK, PARTICIOS PROBLEMAK. EXPONENCALIS GENERATORFUGGVENYEK.

Rekurziv sorozatok vizsgalaténak mésik eszkoze az lehet, hogy valamely
modon egy fiiggvényt - a generdtorfiigguényt - rendeliink a sorozathoz (lehet6-
leg egy - egy értelmii médon), a sorozat tulajdonsagai alapjan megkeressiik
e fiiggvényt, majd a fiiggvénybdl visszafejtjilk magat a sorozatot. Meglepd
moédon ez a vargabetii megéri: igy tobbek kozott sok olyan sorozat explicit
alakjdt is megtaldljuk, amelyekkel az el6z6 fejezetben nem boldogultunk. Sét,
a valészintiségszamitasban, szédmelméletben, analizisben és mas teriileteken
is sikerrel hasznaljdk a generatorfiiggvényeket(!).

6.0. Definicié: FEgy tetszbleges (a,) C C sorozat generatorfiiggvénye
azon F : C — C fliggvény, amelyre

F(x) =) au", (6.1)

n=0

1) A linedris differencidlegyenletek elméletében haszndlt Laplace - transzformdcio is
hasonl6 &tleten alapul: minden f : R — R fiiggvényhez egy F := L(f) : C — C fiiggvényt
rendeliink, amely hozzarendelés sszhangban van a derivaltakkal, az f -re vonatkozoé eredeti
differencidlegyenlet helyett a megfeleld, F' -re kapott linedris algebrai egyenletet oldjuk
meg, majd a kapott megolddst (F -et) visszatranszformélva megkapjuk az eredeti diffe-
rencidlegyenlet f megolddsét.

109
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ha © € Dom(F) ahol Dom(F) tartalmazza 0 € R egy (pozitiv sugari)
kérnyezetét. U

6.1. Megjegyzések: (i) Jegyezziik meg jol, hogy a generdtorfiiggvény-
ben a sorozat n -edik tagja éppen az x" tag egyiitthatdja®! Tovabbé, az
el6z6 fejezet modszerével ellentétben most a sorozat dsszes tagjéra (ag -t6l),
azaz a k.é.p.-ra sziikségiink van, vagyis altaldnos megolddsroél szé sem lehet!

(ii) A hatvénysor konvergencigjanak ténye és a konvergencia -tartomény
nagysdga preciz vizsgédlatot, analitikus (matematikai analizis) eszkozoket i-
gényelne, ezzel mi most nem foglalkozunk. Egyszeriien csak feltessziik hogy
a (6.1) sor a 0 egy pozitiv sugari kornyezetében konvergens. Megjegyezziik,
hogy hatvanysor 1évén a sor a konvergencia tartomédnyban abszolit konver-
gens!

(iii) Az alkalmazdsok sorén sokszor eléfordulhat, hogy a sorozat nem
a 0 indexti tagjatdl indul, vagy a rekurzié csak késobbi elemekre miikodik.
Ilyen (és hasonld) esetekben dtszamozhatjuk sorozatunkat, ami kolcsonosen
megfelel a generatorfiiggvény x -el valé szorzasdnak. Pontosabban: Ha az
(@)%, sorozat generdtorfiggvénye F(x) , akkor a G(x) :=x-F(x) ge-
nerdtorfiigguény éppen a b, :=a,_1 (n > 1), by :=0  sorozathoz tartozik.
(Ez a definiciébdl azonnal adédik.)

(iv) A (6.1) formuldban az F' fiiggvény 0 koriili Taylor (mds néven Mc-
Laurin®)) sora szerepel. Azonban a példdinkban szereplé F fiiggvényeket
nem Taylor formuldjéval tudjuk kényelmesen sorbafejteni, hanem — z6mében
raciondlis tort fiiggvények lévén — Newton binomidlis sordval vagy a geometri-
ai sor médositott tsszegképletével (1d. 3.4. és 6.2. Tételek) fejthetjiik sorba.
Tovabbd, e fejezetben egyszeriien csak sorfejtést emlitiink, hiszen csak a (6.1)
alaki sorfejtést hasznéljuk.

(v) A generétorfiiggvény otlete Moivre(*) -t6l ered, Euler(®) és Laplace(®)
alapozta meg az elméletet precizen.

2) a gyengébbek kedvéért: a kitevd és az index mindig megegyezik!

3) Colin McLaurin (1698-1746) angol matematikus, els6sorban sikgorbékkel foglalko-
zott, & adta meg az egyvéltozos fiiggvények szélsdértékeinek meghatarozdsdra jolismert
eljarast

1) Abraham Moivre (1667-1754) francia matematikus, valdszinfiségszamitdssal, komp-
lex szémokkal, parcidlis tortekkel és hiperbolikus fiiggvényekkel foglalkozott.

5) Leonhard Euler (1707-1783) svdjci matematikus, a II. rész 2. fejezetében frunk réla
bévebben.

6) Pierre Laplace (1749-1827) francia matematikus, analizisben elért eredményei j6l
ismertek
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Mads tipusui generdtorfiiggvényeket a fejezet végén ismertetiink roéviden,
vagy az Olvaséknak példaul Sarkozy Andrés [Sd] konyvét vagy Wilf [IV]
részletes Osszefoglalé miivét ajénlhatjuk.

6.1. Linearis rekurzidok

A generdtorfiiggvények felirisinak és sorbafejtésének moédszerét a jolismert
Fibonacci sorozaton szemléltetjiik, vagyis most nem a végeredményre lesziink
els6sorban kivancsiak (persze dsszehasonlithatjuk az el6z6 fejezet végeredmé-
nyével is.) Mivel az altaldnos maédszert csak védzlatosan irjuk le (a 6.5. és
6.8. pontokban), ezért az aldbbi példét részletesen kidolgozzuk. Javasoljuk
tovdbba az Olvasénak a 6.5. és 6.8. pontokban és a szerz6 [SzIs, 97] feladat-
gytijteményében emlitett médszerek és triikkkok tanulményozésat, gyakorld-
sét!

Az el6z6 fejezetben megismert (”klasszikus” ) médszerrel ellentétben inho-
mogén rekurzidkra is "helybdl” alkalmazhatjuk a generatorfiiggvények maéd-
szerét, mint ezt a 6.4.Példdban aldbb ldthatjuk. A mddszer lehetéségének
pontos lefrdsat a 6.5. pontban irjuk le.

Gyakran lesz sziikségiink a 3. fejezetben megismert 3.4. Tétel aldbbi
specidlis esetére.

6.2. Allitas: Tetszbleges x,a € C komplex szamokra, |x| < |a| esetén

n=0
Bizonyitas:
1 -1 -1 —1 &K /z\" o= —1
= — = — — == xn I:,
T —a a -1 a Z;(a) nz_%a”“

Most pedig ldssunk végre egy generitorfiiggvényt!

6.3. Példa: Fibonacci sorozat.
Mint emlitettiik, a generdtorfiiggvény felirdsdhoz minden esetben a sorozat
0 -dik tagja (fy) is kell, az eddigi (5.3) rekurziéonk megtartdsa miatt legyen
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fo := 0 (7 ekkor még a sorozat (6.2) rekurzidja is érvényben marad n = 2
esetére is. Az Olvasé kényelme érdekében ismét lefrjuk a Fibonacci sorozat
rekurzigjat. Legyen tehdt (f,) az

fn = fnfl + fn72 (n > 2) (62)
és
fo=0, fi=1 (6.3)
osszefiiggésekkel megadott sorozat és legyen
F(x)::an~x", F:C—C (6.4)
n=0

az (f,) sorozat generdtorfiiggvénye.
Az F(x) generdtorfiiggvény megkonstrudldasidhoz a (6.2) egyenléségbdl in-
dulunk ki. A (6.2) egyenl6ségeket 2™ -el beszorozva majd n > 2 -re 9sszegezve

az
00 0o 0o
an'mn:an—l'xn+an—2'xn
n=2 n=2 n=2

osszefiiggést kapjuk. Mint tobbszor hangsilyoztuk, a sorozat tagjai éppen x
megfeleld hatvinyainak egyiitthatoi, ezért a jobboldali 6sszegekbdl z illetve
r? kiemelendd (abszoltit konvergens soroknal ez megtehetd):

) [eS) [eS)
an = fon—l : xn_l + xQan—2 : mn—Z
n=2 n=2 n=2

A legutols6 6sszegben az indexekben n — 2 szerepel, igy n — 2 > 0 miatt
ez a tag éppen a keresett F'(x) , de a masik két sszegb6l hidnyzik az F'(x)
generdtor fiiggvény eleje, vagyis az fy + fix rész. Ezeket figyelembe véve az

F(z) — fo — fix = 2 (F(x) — f3) + 2*F(z)

vagyis
Flz)(1—2—2%) = fo+ fiz —zfo

) Néhény forras eltér a Fibonacci - sorozat szémozasat illetéen, ezért minden kényvben
nézziik meg pontosan a hasznélt k.é.p. -t, azaz az fy, f1 illetve az fi, fo értékeket! Mi
konyviinkben végig kivetkezetesen az fo = 0, vagyis az f; = fo = 1 k.é.p. -val dolgozunk.



6.1. LINEARIS REKURZIOK 113

egyenletet kapjuk. Ez els6foku algebrai egyenlet F'(x) -re, (altaldanos iskoldbol
jol ismert) megolddsa
x
Flx)= ——
(z) 1—x—2?

A 6.1.(ili) megjegyzéssel 6sszhangban az [I'(z) = 2 - ;——  képlet-
ben levo x szorzétényezo csak a sorozat tagjainak indexelését médositja, igy
elegend6 a

1
k(r) = —
(z) 1—x— 22
fiiggvényt sorbafejteni.

Mint emlitettiik, Taylor médszerével nem sokra megyiink, de a k(z) fiigg-

vényt parcidlis tortekre bontva kapjuk, hogy

-4 (- )

—1++5
2

a k(x) fiiggvény nevezdjének gyvkei. A mértani sor dsszegképletét (pontosab-
ban a 6.2. Allitédst) felhaszndlva

n=0 1 n=0 2

ahol

T1,2 =

amibdl z" egyiitthatéja k(x) -ben (vagyis 2" egyiitthatéja F(z) -ben)
-1/ —1 -1 1 1 1
fon = 2\ | =\ ) S
VB A\ T] T2 V5 A\ 7] T
n+1 n+1
(-t = rpiy = = ((F2) - (A
2 1 NG 2 2

hiszen 7175 = —1 . Igy a (6.2) és (6.3) Gsszefliggésekben definialt Fibonacci
-sorozatra kapjuk (ismét) hogy

1 ((1+v5\ [1-v5)
= ((57F) - (57)) eew

Sl
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Ez ugyan az el6z6 fejezet ismeretében mar nem ad 4j eredményt (de
legaldbb megertsiti az (5.5) Binet -formula helyességét).

Azonban, mint az alabbi példdban is lathatjuk: kis tigyességgel a generétor-
fiiggvény -modszerrel mar inhomogén linedris rekurzidk is megoldhatok.

6.4. Példa: Hanoi tornyai.
Az el6z6 fejezet 5.3. Példdjéban vizsgéltuk a

hop1 =2 ho+1 (n>1) (6.5)

rekurziét a hy = 1 k.é.p. mellett. Mint emlitettiik, a generdtorfiiggvény
felirdsahoz sziikségiink van a sorozat 0 -adik elemére. Szerencsére a

h() =0
valasztdssal még a (6.5) rekurzio is érvényben marad az n = 0 esetre is.

Az €l6z6 példdhoz hasonléan a (6.5) egyenléség mindkét oldaldt 2" -el
beszorozva, n > 0 -ra Osszegezve és rendezve a

Zh”“ L = Zx-Zhn$”+x-Z$”
n=0 n=0 n=0
osszefiiggést kapjuk, mely a (h,,) sorozat
H(z) := Z hpx"
n=0

generdtorfiiggvényére a kovetkezd egyenletet jelenti (a >~ 2™ meértani sor
osszegkepletét is felhasznélva):

H(x)—ho=2z-H(x)+x-

)

1—x
vagyis
T

(1 —x)(1 —2x)
Innen mér az eléz6 példdhoz hasonléan megkaphatjuk a (h,,) sorozat explicit
képletét.

Felhivjuk az Olvasé figyelmét, hogy a kapott (6.6) dsszefiiggés és a kovet-
kez6 tétel eredményei alapjén még tovabbi (meglepd) informécickat nyeriink

H(z) = (6.6)
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a (h,) (Hanoi tornyai) sorozatra, igy példankat a tétel utan a 6.3.b/ pontban
folytatjuk.

El6bb azonban foglaljuk 6ssze a fenti két példédban leirt médszert réviden.
Ismét hangsilyozzuk, hogy a generdtorfiiggvény - médszer inhomogén linedris
rekurzidkra is mikodik.

6.5. Moédszer: Allands egyiitthatoju linedris inhomogén rekurzidk ge-
nerdtorfiigguényének felirisa (vazlat).
Ha az (a,) sorozat generatorfiiggvénye

F(z) = i anx"
n=0

és az (a,) sorozat kielégiti az
ap,=dy ap 1+ ... +dg an+b, (n>k) (6.7)

dlland6 egyiitthatéju linedris inhomogén rekurziét, ahol dy,...,d, € C és
k € N rogzitett szamok, valamint a (b,) C C sorozat generatorfiiggvénye

G(z) == ibnm" ,
n=0

akkor a (6.7) egyenléség mindkét oldaldt x™ -el beszorozva, n > k -ra 6ssze-
gezve és rendezve a

[o¢] o0 o0 o0
E anx” = dyx - E an 12" V4 d® E I L e E b,z"
n=k n=k n=k n=k

osszefiiggést kapjuk. Ezutdn az F(z) generédtorfiiggvény elejét (vagyis az
ag , 1T ..., awt tagokat) pétolva algebrai (elséfoki) egyenletet kapunk
F(x) -re:

F(z) = 0p_i(x) = dix- (F(2) — Op_a(x)) + ... + dpa® - F(z) +
+ (G(x) — Z bna:”)

ahol |
9j<£U) :ajx]+...—|—a0 (] GN) s
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amibdl kapjuk:

. dp100(2) + ... + di0y_s(x) — Oy (z) — (G(a:) _ Ykl bnx")
(l') a dk$k++d1$—1

0

A most vézolt médszert a 6.3. és 6.4. példdkban részletesen ismertettiik.
Felhivjuk az Olvasé figyelmét, hogy a fejezet tovabbi részeiben és a végén
szerepl6 feladatokban még tovabbi mdédszereket ismerhet meg generatorfiigg-
vények felirdsdra és sorbafejtésére.

A kovetkezd tétel nem csak az el6z6 fejezetben mar kimeritéen megvizs-
gdlt dllandé egyiitthatéji homogén linedris rekurziok sorozatainak generdtor-
fiiggvényeire ad egy 1j jellemzést, hanem példdul a fenti Hanoi tornyai -
sorozatra (és sok mas nem homogén vagy nem linedris rekurzié sorozatéra )
egy 1j, mar allandé egyiitthatdjd linedris homogén rekurziv dsszefiiggést is!

6.6. Tétel Egy tetszoleges (a,) C C sorozat generdtorfigguvénye pontosan

akkor eqy raciondlis tortfiiggvény mely nevezojének az x = 0 nem gydke, ha
az (a,) sorozat kielégit egy dllandd egyiitthatdji homogén linedris rekurzidt
(is).

Megjegyzések: (i) Egy sorozat tobbféle rekurziét is kielégithet (mint
példaul a Hanoi tornyainak sorozatdara a Tétel bizonyitdsa utdn egy tjabb
rekurziét kapunk), ezt hangsilyoztuk a Tétel végén az (is) megjegyzéssel!

(ii) Ha egy F(x) = % racionalis tortfiiggvény nevezdjének az r = 0
gyoke, akkor az F'(z) fiiggvény az © = 0 -ban nem is értelmezhetd, vagyis nem
lehet generatorfiiggvény (hiszen minden hatvanysor konvergenciatartomanya
tartalmazza a 0 -at)!

Bizonyitas: Tegyiik fel el6szor, hogy az (a,) C C sorozat kielégiti
az
ap,=dy ap 1+ ... +dg an (n>k) (6.8)

rekurziét az

apg = AO g oeeey Q1 = Ak,1 (69)

kezdeti értékekkel, ahol dy,...,d;, Ay,...., A, € C és k € N tetszbleges
rogzitett szamok. Jelolje tovabba

F(x) = Z anx"

n=0
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az (a,) sorozat generdtorfiiggvényét.

A 6.3. példa (Fibonacci sorozat) szémoldsdhoz hasonléan a (6.8) egyen-
16ség mindkét oldalét szorozzuk " -el, 6sszegezziik n > k -ra (amit tagonként
végezhetiink mert a hatvdnysorok abszolit konvergensek)

o 0.) o0
g a,r" = g di-p_1.2" + ...+ g dy - ap_p - "
n=k n=k n=k

Most d; -t és x megfelel$ hatvanyait kiemelve az F(x) generatorfiiggvény
"végét” kapjuk, vagyis csak F'(z) "elejét” kell pétolnunk (amint ezt a 6.5.
pontban altaldban is leirtuk):

[o¢] o0 (o ¢]
E anx”™ = dyx - E 12"V L+ d® E Ay - " F
n==k n==k n==k

F(2) = Op_1(2) = dyz - (F() — Op_z(2)) + ... + dpa® - F(2) (6.10)

ahol

Qj(x):ajx]—l—...—i—ag (j GN)
az F'(x) generédtorfiiggvény "eleje”, mely j < k — 1 esetén a k.é.p. -val is
megadhato:

A (6.10) linedris (éltaldnos iskolai algebrai) egyenletet megoldva F'(x) -re
az

_ dk,ﬂgo(ib’) + ...+ d19k72<£€) — 9k71<£€)

alakot kapjuk, mely éppen a bizonyitando &llités.

Legyen tehat

racionalis tortfiiggvény.

Elészor is megjegyezziik, hogy ez esetben F(x) konvergenciasugara po-
zitfv, hiszen legaldbb a nevezd gyokei abszolitértékeinek minimuma. Ha
ugyanis F'(x) -et parcidlis tortekre bontjuk (C felett), akkor a mértani sorozat
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osszegképlete illetve Newton binomiélis sora (3.5. és 3.4. Tételek) segit-
ségével F'(x) -et sorba is tudjuk fejteni, a konvergenciatartomany pedig az
emlitett tételekbol adddik.

Feltehetjiik nyilvan, hogy (x) valédi tortfiiggveny, azaz p(x) fokszéma

kisebb mint ¢(z) fokszdma. Legyen pontosabban

k—1 k
p(x) == Z ex’ es q(x) = Z d;x?
=0 =0

ahol dj,e; € C tetszdleges rogzitett szamok, d, # 0  (de ey_q1 = 0 meg-
engedett), és a feltétel szerint dy # 0 . Ekkor a kovetkezt Osszefiiggést
kapjuk:

q(z) Z —
Mivel a jobb oldalon levo hatvanysor abszolit konvergens, ezért a legu-
tolsé egyenldségben a nevezodvel 7 dtszorozhatunk”, vagyis az

k—1 00 k
Z e;xt = (Z anx”> . (Z djxj>
i=0 n=0 §=0

egyenloséget kapjuk, ahonnan beszorzds és z" egyiitthatéinak osszehason-
litdsa utdn az

eg = do-ag
er = do-ay+dy-ag
€y = do'@2+...+d2'&g (611)

€L—1 — do Qg1+ ... + dkfl - a
illetve n > k esetén (e, = 0 miatt) az
Ozdo-an+...+dk-an_k (612)

egyenletrendszert kapjuk.
Ez utébbi, dy # 0 miatt egy kivdnt alaki (dllandé egyiitthatéji homogén
linedris) rekurziv osszefiiggés az (a,) sorozatra:
dl d2 dk

- — — e — — Ay >
doan,g doa i (n>k)

an
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S6t, a (6.11) egyenletrendszerbdl a sorozat ay, ..., ax—1 tagjainak értéke,
vagyis a k.é.p. is meghatdrozhaté. (HF) O

6.7. Megjegyzések: (i) A fenti bizonyitds médszert is ad a generdtor-
fiiggvény alapjan a keresett dllandé egyiitthatés homogén linedris rekurzié és
a hozza tartozo k.é.p. megtaldldséra (a (6.12) egyenldség és a (6.11) egyen-
letrendszer alapjan). Természetesen a k.é.p. a generatorfiiggvény legelsd
néhdny tagja, de dltaldban nem a generator fiiggvény sorfejtését, hanem an-
nak csak az (explicit) alakjat (képletét) ismerjiik!

(ii) Mint a bizonyitdasban lathatd, a raciondlis tortfiiggvény alaku gene-
ratorfiiggvény nevezdje éppen a megfeleld dllandé egyiitthatéji linedris ho-
mogén rekurzié karakterisztikus polinomja! Vagyis mind az el6z6 fejezetben
ismertetett ”klasszikus” mddszernél, mind a generatorfiiggvény sorfejtésénél
ugyanannak a polinomnak a gyokeit kell megkeresniink.

Mint a 6.3. Példa (Fibonbacci sorozat) megolddsaban is lattuk, geners-
torfiiggvények készitéséhez a raciondlis tortfiiggvényeket parcidlis tortekre
bontva kell sorbafejteniink, ezt most roviden tsszefoglaljuk.

6.8.Mddszer: Raciondlis tortfigguények (Taylor-) sorbafejtése (vézlat)

Mint az el6z6 tétel bizonyitdsa elott is kifejtettiik, a nevezoének 0 nem
lehet gyoke, hiszen 0 -koriili sorbafejtés a célunk.

A tortfiiggvényt a komplex szdamok korében parcialis tortekre bontva ﬁ

illetve ﬁ alaku torteket kapunk (kicsit részletesebben 1d. az F Fliiggelék-
ben), melyeket a mértani sor 8sszegképlete vagy Newton binomislis sora (3.4.
és 6.2. Tételek) alapjén fejthetiink sorba. Mivel a hatvanysorok abszolit
konvergensek, ezért a kapott sorok sszege egy sor Osszegeként is felirhaték
(és ekkor az sszegben z" egyiitthatéja éppen a sorozat n -edik tagjdnak

képletét adja meg.)

A fenti médszert részletesen ismertettiik a 6.3. példdaban, tovabbi példak
talalhatok meég a szerzo [Sz1s,’ 97] feladatgylijteményében is.

A 6.6.Tétel alapjén egy érdekes Osszefiiggést nyerhetiink a Hanoi tornyai
probléma sorozatéra:

6.9. Példa: Hanoi tornyai (folytatds). A (6.6) Osszefiiggés alapjan
a (hy) sorozat H(x) generdtorfiiggvénye
x T

H@) = =20 "2 3o 1
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igy a 6.6.Tétel (6.12) osszefiiggése alapjén a (h,) sorozat kielégiti a
hn = 3hn,1 - 2]7%,2 (613)

allando egyiitthatéju homogén linedris rekurziot!

A kapott (6.13) osszefiiggést persze konnyfi teljes indukciéval igazolni,
feltéve ha ismerjitkk az h, = 2" — 1 explicit képletet (mondjuk az el6zd
fejezet (5.8) eredményébdl), de hogyan lehetne a fenti (6.13) Osszefiiggést
mondjuk a Hanoi tornyai - jaték kombinatorikai vizsgdlatabdl levezetni?

6.2. Nemlinearis rekurzidk

A rekurziv sszefiiggések zome azonban nem linedris(®) | igy a fejezet hatralevé
(nagyobbik) részében igyeksziink minnél tsbbféle rekurziét ismertetni meg-
olddsukkal egyiitt (ami természetesen generator fiiggvény) bemutatni. Az
elmélet teljes bemutatdsdra nem véllalkozunk, az érdeklédd Olvaséknak Wilf
[W] nagyszerii konyvét ajanlhatjuk.

6.2.1. Catalan szamok

Az aldbbi rekurziv 6sszefiiggéssel nagyon sok kombinatorikai feladatban ta-
lalkozhatunk:

tn—i—l = th : tn—i s to =1 (614)
=0

(Feladatokat a fejezet végén, a szerz [SzIs, 97] feladatgy{ijteményében vagy
példaul Vilenkin [ViN.J, 87] kényvében taldlhat az Olvasé (9).)

Most léssuk a (6.14) rekurzi6 felolddsat. A (t,) sorozat

F(z):= itnx”
n=0

8) vagy legaldbbis nem homogén

9 A most definialt (¢,) = 1,1,2,5,14,42,132,429,1430,...  sorozatot mar Euler is
emlitette egyik, 1760-ban Szentpétervirott megjelent munkdjéiban, amelyben Segner Jénos
magyar mérnoknek az otletét kidolgozva a szabdlyos n -szog dtlékkal hdromszogekre valé
bontasdnak szdmét hatdrozta meg, melyet a 6.3. Feladatban ismertetiink.

FEugéne Catalan (1814-1894) belga matematikus késdbb kortarsdval, Jacques Binet
(1786-1856) francia matematikussal egyiitt a (6.17) egyszerit képletet vezette le a (t,)
sorozatra, 1838 és 1839 kozott.
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generdtorfiiggvényére a fenti rekurzié alapjan az
F(x)=x2 -F*(x)+t (6.15)

Osszefiiggést nyerjiikk. Hiszen gondoljuk csak meg: a generdtorfiiggvényben
szerepld z' és 2™ " tagok szorzata ©, és egytitthatGja éppen > 1 t;-t,_; , ha
i felveszi az Osszes lehetséges értéket: @ = 0,...,n . Vagyis F/(z) dnmagédval
val6 szorzata majdnem 6nmaga: a (6.14) rekurziéban ¢, szerepel, valamint
az 7 F(x)=x-F*(z)” Osszefiiggést még z° egyiitthattoéjdaval korrigalni
kell. A (6.15) mdasodfokd (algebrai) egyenletet F'(x)-re megoldva kapjuk,

hogy
14+ V1 —4x
ol === —

A szamlaléban levé + koziil még ki tudjuk vélasztani az "igazit”, hiszen

lim F(x) =ty =1 ,

x—0
vagyis
1—-—+v1—4x
2

Azonban ezt a tortet a nevezdje miatt nem tudjuk sorbafejteni, wjabb
otlet utan kell nézniink! Vizsgaljuk F'(x) helyett ezért az

F(r) =

F(z):=z-F(x) (6.16)

fiiggvényt. Ekkor a (6.15) osszefiiggés alapjan (mindkét oldalét z -el szorozva)
az

F(r)=F*(2) +x
egyenletet kapjuk, aminek megoldédsa

1+£+v1 -4z

f172 (33) = 5

A hatdrérték vizsgdlatdval ismét eldonthetd, hogy F; vagy Fr az "igazi”:

lim F(z) =limz - F(z) =0

z—0 z—0

miatt

Fla) = 1o Vizdr V21_4x = % (1—4z)?

1
2



122 FEJEZET 6. GENERATORFUGGVENYEK

a megfelel formula.
Ez utébbi fiiggvényt Newton binomidlis sora alapjan sorbafejthetjiik:

(1—42)? = i (i) (—4z)"

ahol
() - D (D (D Gonsy
n n!
B g.(_g).(_i).....(s—;n) :2%_(_1)“1' 1.3.5..7.1!@71_3)
(=t 2n—-2)!  (=1)"' 1 [2pn-2
T n pleanli(p—1) 0 2l 'E'(n—l)

azaz t, (vagyis 2" egyiitthatéja F (x) -ben) értéke
2 22+l n41\n n+1\n

1 2n
t, = 6.17
n—i—l(n) (6.17)

to=1. (6.18)

azaz

és ty = % (8) = 1 miatt

A fenti szamitdsokat az aldbbi tételben foglalhatjuk ossze:
6.10. Tétel: A

topr =) i tus , to=1
=0

rekurziot kielégito sorozat explicit alakja

p 1 2n
" n+1\n/"

Bizonyitds: Az alfejezet eddigi részében, a (6.14)-(6.18) osszefiiggéseken
keresztil. [
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A (t,) szdmokat Catalan-szadmok -nak is nevezik, a kombinatorikdban
gyakran taldlkozhatunk veliik. Példaképpen most csak a szigorian bindris
fak szémat emlitjiik (lasd a II. " Grafelmélet” Rész 6. "Fak” c. Fejezetében).
Megemlitjiik még, hogy Stanley [St] gylijteményében a Catalan szémoknak
tobb mint félszaz tulajdonsagat sorolja fel.

6.2.2. A pénzvaltasi probléma

Hényféleképpen lehet n Forintot felvdltani mondjuk 3,7 és 11 Ft -os bankje-
gyekre? Ha lényeges, hogy a bankjegyeket milyen sorrendben adjuk a pénz-
tarosnak, akkor az

Ay, = Ap—3 + Qp—7 + Qp_11

rekurziérél van szo, mint az el6z6 fejezetben lattuk, és homogén linedris 1évén
meg is oldottunk.

Ha azonban lényegtelen, hogy mi a bankjegyek sorrendje, akkor (dltaldano-
san hy, ..., h, cimlet{i bankdkat feltételezve) a kivetkezd probléméval allunk
szemben:

6.11. Pénzviltasi probléma: Legyenek adottak a hy,...,h; € N |
h; # 0, k € N tetszoleges rogzitett pozitiv egész szdmok. Hdny nemnegativ
egész gyoke van tetszoleges n € N természetes szam esetén a

h1y1 + ...+ hkyk =N (619)

egyenletnek?

Természetesen minden n € N esetén a,, -el jeloljiik a (6.19) egyenlet nem-
negativ egész gyokeinek szdmat, és az is természetes, hogy

F(x) := i anx"
n=0

jeloli az (a,) sorozat generdtorfiiggvényét, de itt nincs is rekurzié amit fel-
hasznalhatnank F'(x) felirdsdra (legalabbis elsd latdsra nincs).

Az eléz6 alfejezet (Catalan szamok) mintdjara csak arra kell koncentral-
nunk, hogy a,, a generatorfiiggvény x" tagjanak egyiitthatéja, a kitevo pedig
a (6.19) formuldban van 6sszeggé alakitva:

" = (:L’hl)yl Ce (a:hk)yk
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ahol Ay, ....hy € N (h; #0) adott rogzitett szamok, és az vy, ...,y € N
nemnegativ megolddsok (lehetéségek) szdmdt keressiik. Ha esziinkben jut,
hogy polinomok szorzédsandl szoktuk a kitevoket dsszeadni és utdna az azonos
kitevojli tagok egyiitthatoit 6sszeadni, akkor konnyen felfedezhetjiik, hogy
1 =1,...,k esetén kell a

1

Gi(x) == (142" + (") + (") + ..) = 1 — ol

"végtelen” polinomokat osszeszoroznunk és ™ egyiitthatéjat megkeresni a
szorzatban. Igy

vagyis

F(x) = (6.20)

(I —ah) . (1 —axh)
Most kapott eredményiinket is érdemes tsszefoglalni egy tételben.

6.12. Tétel: Ha (a,) jeloli a
h1y1 + ...+ hkyk =N

egyenlet nemnegativ egész gyokeinek szdmdat adott hq,...,hy € N | h; # 0,
k € N tetszoleges rogzitett pozitiv egész szamok esetén, n € N és F(x) :=

Yoo janx™ az (a,) sorozat generdtorfiggvénye, akkor

1

F@) = gy =

Bizonyitas: Az alfejezet eddigi részében, a (6.19)-(6.20) tsszefiiggéseken
keresztiil. [

Készen vagyunk. Rdaddsul a generdtorfiiggvény raciondlis tortfiiggvény,
vagyis parcialis tortekre valé bontédssal sorba tudjuk fejteni, s6t még (éllandé
egyiitthatdji) linedris homogén rekurziét is ad problémankra. (Javasoljuk az
Olvasénak ennek végiggondoldsdt és végigszamoldsét. )

6.13. Példa: Tekintsiik a

20+ 3y =n
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egyenletek megolddsainak szamét, amit jeloljiink n fiiggvényében a,, -el.
A (6.20) eredmény szerint a feladat generdtorfiiggvénye

1

P =a—ma—»

amit parcidlis tortekre bontva az

1 1 +1 1 _|_1 1 +1—€2 1 +1—€ 1
6 1—2)? 41—z 4 1+=x 9 l-—cx 9 1-¢%

F(z) =

Osszefiiggést nyerjiik, ahol ¢ = % + ‘/7?’@ a harmadik (komplex) egységgyok.

Az els6 tagot Newton binomiélis sora (3.4.Tétel) szerint fejtjiik sorba:

ﬁ — (w—1)2= i(—m—?—” (‘nz) " =

= Z(n—i—l)-x" :

n=0

a tobbi tag nem okozhat gondot a 3.5. Tétel alapjdn. A sorbafejtések és az
(abszolit konvergens) sorok sszevondsa utén F'(x) -ben z" egyiitthatdja a
kovetkezd lesz:

n+1 1 (=) 1—-¢€2_ 1—¢,,
= +o 4 + e ¢

=g Ty Ty 9 9

ami a kovetkezo alakra hozhato:

n+1 14+ (-1)" 2 27
n — )= =
a 5 + 1 —|—3\/§s1n((n—|— )3)

A 8. fejezetben targyalt particiés problém&k megolddsdndl hasznos lesz a
(6.19) pénzvaltési probléma h; =...=hy =1 specidlis esete:

6.14. Példa: Hdany nemnegativ egész megolddsa van az

N+...+y=n (6.21)
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egyenletnek, ahol n,k € N tetszbleges természetes szamok ¢

Megoldas: A fentiekben lattuk, hogy rogzitett £ € N természetes szdm
esetén a feladat generatorfiiggvénye

1
F(zr)= ——
azonban a (6.21) egyenlet minden (y, ..., yx) megolddsdhoz konnyen megfelel-
tethetjitk az {1,...,k} szdmok egy n -edosztdlyd ismétléses kombindcidjat,
vagyis az egyenlet nemnegativ egész gyokeinek szama

G ):< k—1 )

A fenti problémdara mas megolddst mutatunk a 6.5.Feladatban.
A pénzvaltdsi témakor irdnt érdeklddoknek ajanljuk még példdul Shiu

[Sh] cikket.

6.3. Mas tipusu generatorfiiggvények

Mint emlitettiik, az (a,) C C sorozatok vizsgédlatdhoz mds tipusu generdtor-
fiiggvényeket is célszerti haszndlnunk. Most csak roviden felsoroljuk ezeket
a (fiiggvény)sorokat, alkalmazdsaik részleteirél pelddul Sarkozy Andras [S]
konyvében olvashatunk.

Kezdjiik a 8.fejezetben majd részletesen tanulmanyozandé (1d. pl. 8.10.
Allitss) B, Bell- szémok ” generétorfiiggvényé” -vel:

6.15. Tétel: Ha B, jeloli az n -edik Bell-szdmot, azaz

akkor

Egészen més tipusi ” generdtorfiiggvények” az aldbbiak.
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6.16. Definicié: Az (a,) C C szdmsorozat trigonometrikus poli-
nomja Gy :C—C,

trigonometrikus generatorfiiggvénye F :C — C,

F(t) _ Z e271'iant 7
n=0
Dirichlet(!?) - sora D: C — C ,
D(s) = — . O

A fenti fiiggvényeket és dltaldanositasaikat elstsorban a szamelméletben
hasznaljak, melyekrol részletesebben példaul Sarkozy Andras [Sd] kényvében
olvashatunk. A Riemann!) -féle ((s) fiiggvény definiciéja

o0

) =D

ns
n=1

mellyel kapcsolatos hires sejtése mdig megoldatlan, a szdmelmélet sok mas
problémédjaval kapcsolatban van. (s =1 esetén a harmonikus-, s > 1, s € R
esetén a hiperharmonikus sornak nevezziik.)

Generatorfiiggvények felirdsara és alkalmazasdra még tovabbi médszereket
és triikkkoket taldlunk a jelen Fejezet végén levo feladatok kozott és a szerzo
[Sz1s,97] Feladatgy{ijteményében.

Wilf [W] konyvében teljes képet kaphatunk a generatorfiiggvények fajtai-
ol és alkalmazdsaik kiilonbozo ”triikkjei” -rol.

10) P. G. Lejeune Dirichlet (1805-1859) német matematikus, végtelen sorokkal,
szamelmélettel foglalkozott. 20 éves kordban mutatta be a francia akadémidin a Nagy
Fermat-Sejtés n = 5 esetére vonatkozé bizonyitdsdt. Egy mdsik hires tételére (” Minden
{a +nd : n € N} szamtani sorozatban végtelen sok primszém van ha az a,n € N relativ
prim egész szamok”) az ELTE egyik végzts didkja, Hegyvari Norbert adott elészor elemi
bizonyitdst 1980 -ban.

1) Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) német matematikus, a matematika
kiilonbo6z6 teriiletei kozott fedezett fel Osszefliggéseket, ujfajta szemléletével lenditette
elére a differencidlegyenletek, nemeuklideszi geometridk, a modern szamelmélet, stb. vizs-
galatat.
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6.4. Feladatok

6.1. Feladat: Oldjuk meg az €el6z6 fejezet 5.3.Feladatat generatorfiigg-
vény segitségével is.

6.2. Feladat: Héanyféleképpen zédréjelezhetiink egy n -tényezos ay - ... a,
szorzatot 7 (A - miivelet kétviltozés de nem feltétleniil asszociativ.)

6.3. Feladat: Hényféleképpen lehet egy konvex (n+2) -szoget a sokszog
belsejében egymast nem metszé atlokkal haromszogekre bontani? (A sokszog
cstcsai megkiilonboztethetok (in. szdmozottak), azaz a sokszoget elforgatva
a kapott felbontdast kiilonbozonek tekintjiik.)

6.4. Feladat: Hanyféleképpen lehet egy korbe irt szabdlyos 2n -szog
cstcsait paronként 6sszekotni gy, hogy a kapott szakaszok ne messék egy-
mast?

6.5. Feladat: Hany nemnegativ megoldédsa van az  y; + ... +yp = n
egyenletnek tetszoleges n € N szdm esetén 7

Tovabbi feladatokat taldlunk még a szerzd [Szls,’ 97| Feladatgyfijtemé-
nyében.

6.5. Megoldasok

6.1. Feladat: Ha c, jeloli a sikrészek szamét, akkor nyilvdn c¢g = 1
tovdbba minden tdjabb egyenes egy tjabb sikrészt ”hasit”, majd mindegyik
(eddigi) egyenest ”atlépve” ujabb sikrészeket "hasit ketté”, vagyis

Chp1=Cr+1+n (n € N)

Ez alapjén a (c,) sorozat F(z) =) > c,a™ generdtorfiiggvényére az

F(w)—COZIFW*%(lix)

osszefiiggést kapjuk, ami raciondlis tortfiiggvényt ad F'(x) értékére, és % az
(x szerinti) differencidlast jelenti. (Lasd még a 10.8. feladatot a [Sz1s,’ 97

Feladatgytijteményben.)

6.2. Feladat: Jelolje b, a feladat megolddsat n tényezd esetén. A
legutolsé elvégzendo szorzésban a két tényezo az eredeti aq-...-a, szorzat
els6 ¢ és utolsé n — i tagjabdl &ll valamilyen sorrendben:

(ay oo v ;) (Qig1 v eee Q)



6.5. MEGOLDASOK 129

melyek lehetséges zédréjelezéseinek szdma a (b,) sorozat definiciéja miatt b;
és b,_; , vagyis a keresett rekurzié

n—1
bn= bibpi (n>2),
=1

és by = 1, hiszen legaldbb egy tag sziikséges mind a bal mind a jobb oldali
tényezohoz, vagyis 1 <i<n—1, b =1 pedig OK mind szemléletiink
mind a rekurzié szemszogébol. A

b;’L = bn+1 (n Z 1)

helyettesitéssel pedig a Catalan szamok (6.14) -ben megismert

n—1

by = Zbgb;ﬂ' (n €N)
i=1

by = 1

rekurziéjat kapjuk, vagyis

1/2n—2
bn:tn_lz—(n > (n>1)

n—2

6.3. Feladat: Jeloljiik ¢, -el az n+ 2 -szodg kivant felbontdsainak szamat
(n > 1), nyilvdn ¢; = 1 . Vélasszuk ki az adott n + 2 -szog n + 1 -edik
és n + 2 -dik csicsai dltal hatérolt oldaldt és osztdlyozzuk a felbontdsokat
aszerint hogy hol van annak a hdromszognek a harmadik csicsa (mondjuk
az s -edik cstcsban, 1 < s < n), amelynek az alapja a kivdlasztott csics. Ez
a haromszog két masik részre viagja a sokszoget melyeknek s+1ésn—s+1
csicsuk van. A részeket egymadstdl fiiggetleniil bonthatjuk fel hdromszogekre,
vagyis a

Cp = ch—lcn—s—l (n > 1)
s=1

C():]_

rekurziét kapjuk (a rekurzié miatt most a szakaszt kétszognek hivjuk és ¢
-4t 1 -nek vilasztjuk). Konnyen lathatéan a rekurzié

n

Cny1 = Z CsCn—s (n > 0)

s=0
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alakban is frhat6, ami éppen a Catalan szémok (6.14) rekurziéja.

6.5. Feladat: Ez a pénzviltdsi probléma specidlis esete, generator-
fiiggvénye F(x) = (1 — x)7% | sorfejtés utdn megkapjuk a 2.2. Feladat

megolddsaban mar megismert (”ﬁ;l) formulét.
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7. fejezet

Extremalis halmazrendszerek

SPERNER TETELE. ERDOS-DEBRULIN, RYSER ES FISHER TETELEI. ER-
DOS-KO-RADO TETELE. EGYEB EREDMENYEK. SZIMPLEXEK.

Az extremdlis sz6 latin eredetii, jelentése ”szélsGséges, tilzé, rendkiviil
nagy”’. Véges halmazok tanulményozasdnal gyakran meriil fel aldbbi tipusi
kérdés:

7 Adott n elemt alaphalmaznak hdny, adott tulajdonsdgi részhalmaza ad-
haté meg legfeljebb ¢ 7

E fejezetben a fenti kérdésre adunk valaszt kiilonbozo6 tulajdonsdgok esetén.

Megemlitjiik, hogy ha egy halmazrendszert hipergrifnak tekintiink (a
definiciét a IL.rész 1. fejezetében taldlhatjuk meg), amiket pedig legtobb-
szor incidencia matrizukkal dbrazolunk (II. rész 4. fejezet), akkor a jelen
fejezetben targyalt problémék mdtrizok oszlopaira és soraira vonatkozé ex-
tremdlis kombinatorikai problém&k! Sajnos az ilyen irdnytd eredményekre
most nincs idénk kitérni.

A legelsé ilyen tipusi eredmény E. Sperner(l) -t6l szdrmazik 1928 -bdl.

7.1. Sperner tétele

7.1. Tétel (E. Sperner,1928,[Sp|): Ha S tetszbleges nemiires halmaz, |S| =
n,A; €8S tetszbleges részhalmazok (i = 1,...,m) amelyekre teljesiil, hogy

AL A hai#j (7.1)

) Emanuel Sperner (1905-1980) német matematikus.

131
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mﬁ(@)’ (72)

7.2. Megjegyzések: (i) A tétel utolsé allitdsa (”a becslés éles”) azt
fejezi ki, hogy a (7.2) egyenl6tlenségben adott fels6 korldt tovdbb mar nem
élesithetd, azaz nem csokkenthetd. Ez pedig trividlis, hiszen ha barmely n
-elemfi halmaz (n > 1) 6sszes k -elemfi részhalmazat vessziikk (1 < k < n),
akkor azok (méreteiknél fogva) teljesitik a (7.1) tulajdonsdgot és szamuk
(1), amely pedig k = [%] -nél a legnagyobb. (Ismét [x] jeloli az x tetszéleges
valés szam egész részét?), azaz az r -nél nem nagyobb, legnagyobb egész

szémot.) A Stirling-formula szerint a (7.2) -beli felsé becslés

2
b N

azaz koriilbeliil % része az n -elemil halmaz 6sszes részhalmaza szamaénak,

2" -nek (Id. a 7.4. Feladatot).

A tétel ertssége természetesen az, hogy ennél tobb részhalmazt semmi
m&s médon nem tudunk megadni!

(ii) Az A4, ..., A, halmazok méreteir6l semmi megkotésiink nincs, azon-
ban a bizonyitdsbdl kitiinik, hogy legtobb, a (7.1) tulajdonsédgot kielégit6 hal-
mazt akkor tudunk egyszerre megadni, ha az A; halmazok méretei azonosak,
mégpedig mindegyik halmaz 7 elemi{i. Ha viszont a halmazok méreteire is
adunk feltételeket (mint példaul R” szimplexeinél®)), akkor mar a (7.2) becs-
lés nem marad érvényben, ilyen irdnyi eredményeket a 7.3. és 7.4. Tételek-
ben ismertetiink.

(iii) A (7.1) tulajdonsagot szokds Sperner -tulajdonsagnak is nevezni,
sok kombinatorikus 6sszeszamldldsi probléméndl meriilnek fel ilyen tulajdon-
sagu részhalmaz-csalddok, példaul diszkrét programozasi (mint pl. [ViNj,’87]-
ben), egész értékii lineris programozasi*) (Id.pl.[V]-ben), vagy linedris al-
gebrai feladatokndl (1d. [LSzl], [LSz2], [Sz]). Ilyen tipusi eredményeket
részletesen a 7.5. "Szimplexek” c. alfejezetben ismertetiink.

akkor

és a becslés éles.

2) francia eredetii széval ”entier z” [ejtsd: ”antyié”]
3) 1d. a 7.5. alfejezetben
Y) Integer Linear Programming, vagyis ILP
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Bizonyit4s (7.1.Tétel): A bizonyitas Lubell® -t6l ered.
Az S halmaz részhalmazainak (X1, ..., X}) sorozatat (X; C S) nevezziik lanc
-nak, ha
X18X%5..5X . (7.3)

Az S halmaz 6sszes n -hosszisdgu ldncainak szama n! (hiszen |S| = n
miatt egy (7.3) alatti n -hosszusdgui ldnc esetén X;\X;_1 (i < t) és X, csak
egyelemfl halmazok lehetnek, vagyis az X := () jeloléssel az

(Xi\Xi—l . ’L:L,?’L)

sorozat éppen S elemeinek egy permutécidjat adja).
A fenti gondolatmenethez hasonléan a kovetkezot is beldthatjuk: ha
|A;| = k; , akkor A; legfeljebb k;! - (n — k;)! ldncban szerepelhet.
Nyilvédnval6an a (7.1) Sperner-tulajdonsig miatt kiilonboz6 ¢ # j index-
ekre A; és A; csak kiilonboz6 ldncoknak lehetnek tagjai, ezért, S lancait
Osszeszamolva kapjuk:

n!ziki!«(n—l@-)!zm«[g]!-<n—[g]>! (7.4)

hiszen az binomialis egyiitthatok koziil a kozépsé(k) a legnagyobb(ak) (Id.
a 3.13. Tételt a 3. fejezetben).
A (7.4) egyenlbtlenségbdl mar adédik a bizonyitandé (7.2) egyenlétlenség. [

A tételt még grafelméleti eszkozokkel is bebizonyitjuk a II. rész 11. Fe-
jezetében (a Konig-Hall tétel segitségével).

Bizonyitas nélkiil megemlitjiik a fenti tétel két altaldnositdsat, és csak
felhivjuk a figyelmet, hogy e tételnek is, mint minden extremalis halmazokra
vonatkozo tételnek, mar szamtalan valtozata, élesitése sziiletett!

7.3. Tétel: (Sperner,1928,[Sp|): Ha S tetszbleges nemiires halmaz,
|S| = n és A; C S tetszdleges, de legfeljebb k -elemi részhalmazai S -nek
valamely fix k < %5 szamra (i = 1,...,m), melyekre teljesiil a (7.1) Sperner

tulagdonsdg, akkor
m < "
—\k

és a becslés (nyilvin) éles. O

5) David Lubell, amerikai matematikus
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7.4. Tétel (Lubell,1969,[L]): Ha S tetszbleges nemiires halmaz, |S| = n,
A; €S (i=1,...,m) tetszbleges részhalmazok, amelyekre a (7.2) Sperner-
tulajdonsdg teljesiil, akkor

és a becslés (nyilvan) éles. O

Most pedig nézziink mas irdnyu ”extrém” tételek utén!

7.2. FErdos-DeBruijn, Ryser és Fisher tételei

7.5. Tétel (Erdés'®) - DeBruijn"): Ha S tetszbleges memiires halmaz,

|S| = n, A; C S tetszbleges részhalmazok (i = 1,...,m) amelyekre teljesiil,
hogy
A,NA|=1 ha i#j (7.5)
akkor
m<n |, (7.6)

és egyenloség csak az aldbbi harom esetben lehetséges, ha S = {s1,...,s,} :
(a) Ay = S\{s1} és A;={s1,8,t ha1l<i<n-—1,
(b)A1251 ésAi:{sl,si}halgiSn—l,
(c) az {Ay,..., A} halmazok véges geometriat'®) képeznek az S halma-
zon, azaz

6) Erdés Pal (1913-1996) szdzadunk kiemelkedd matematikusa. Magyar szdrmazds,
halmazelmélettel, kombinatorikdval, szdmelmélettel, analizissel, a val6szin{iségszamitds
kombinatorikus alkalmazdsaival ... foglalkozott. 1963 -t6l ”"utazé, nemzetkozi” tudds:
megdllds nélkiil ldtogatta szinte az egész vildg orszdgait, konferencidit, valamennyi em-
litésre érdemes matematikussal kapcsolatban &llt, tobb mint ezer cikkében (ami egy dtlag
professzor termésének kb. tizszerese) szdmtalan tdrsszerzével miikodott egyiitt, rendszeres
problémafelvetéseivel rengeteg fiatal kutatét inditott el tudoményos palydjan, egyengette
ttjukat. Eletérsl, szakmai munkdssagarol szolé szamtalan cikk, konyv jelent meg, ma-
gyar nyelven példdul legutébb 1999 -ben ” Az agyam nyitva Gll” cimmel, vagy a WWw-
HISTORY.MCS.ST-AND.AC.UK/HISTORY / MATHEMATICIANS cimen is olvashatunk réla rovi-
den.

") Nicholaas Govert (Dick) de Bruijn (1918-2012) holland matematikus

8) Definicié:  Tetszbleges véges S # (O halmaz és részhalmazainak eqy H=
{A1,...; A} CP(S) rendszerét, vagyis az (S, H) struktirat véges geometrianak nevez-
ziik, ha a c) pontban felsorolt (1),(2) és (3) axiomdk teljesiilnek. O
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(2) Vz,ye S i A, D {x,y}
(3) Létezik S -nek négy eleme, amelyek kozil semelyik harom sincs egy
A; -ben. O

Az Erdés-DeBruijn tétel egyik meglep6 alkalmazdsa az aldbbi (kombina-
torikus) geometriai tétel:

7.6. Tétel (Gallai Tibor®)): (i) A sik (tér) barmely m pontja, ha nem
illeszkednek egyetlen egyenesre, akkor legalabb m egyenest hatdroznak meg.

(ii) (az el6zd dudlisa): A sk barmely m egyenese, ha nem illeszkednek
egyetlen pontra, akkor legaldabb m metszéspontot hatdaroznak meg.

Megjegyzések: (i) Mivel az sllitds a geometria axiémidi koziil csak
az un. ”illeszkedési” axiomdkat haszndlja fel, amely axiémdk a pontok és
egyenesek kozotti € ("eleme”) kapcesolatokat hasznaljak, nem meglepd, hogy
egy ilyen kombinatorikus &llitast egy ”tiszta” kombinatorikus érvelés (is)
igazol.

(ii) No persze m pont akar (3) = O(n?) egyenest is meghatdrozhat, ha
barmely kettd egy-egy djat hatdroz meg (azaz barmely hdrom pont nincs egy
egyenesen), de Gallai tételének &llitdsa sem élesithetd tovabb, amit az aldbbi
elrendezés is szemléltet:

— PPy ... B

P.

Legkevesebb egyenes m ponton
7.1. &bra

Bizonyitas (7.6.Tétel): Csak az (i) részt bizonyitjuk, az egyenesek és
pontok szerepének felcserélésével a masik rész ugyanigy igazolhato.

Legyenek tehat adottak a P, ..., P, pontok, nem egy egyenesen. Legyen
ekkor az S halmaz az dltaluk meghatdrozott egyenesek halmaza, és legyen
1=1,...,m esetén

A ={eecS|e>P}

a P, pontra illeszked6 S -beli egyenesek halmaza. Ekkor kénnyen lathatéan
teljesiilnek az Erdos-DeBruijn tétel feltételei, azaz m < n , Q.E.D. O

9) eredeti nevén: Griinwald Tibor (1912-1992) magyar matematikus.
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Az Erdés-DeBruijn (7.5.) Tétel éltaldnositdsa Ryser kovetkezd ered-
meénye:

7.7. Tétel (Ryser'")): Ha S tetszbleges nemiires halmaz, |S| =n,t <n
tetszoleges rogzitett szam, A; C S tetszdleges részhalmazok (i = 1,...,m)
amelyekre teljesiil, hogy

akkor
m<n O (7.8)

Megjegyzés: A t = n eset nyilvdnvaléan csak m = 1 részhalmazt en-
gedne meg. A (7.8) becslés élessége, nem ismert, az okokat maris ismertetjiik.

A kombinatorikdban egyre tobb helyen alkalmazhatok a linedris algebrai
modszerek, példdnak Babai Laszl6 és Frankl Péter [BF] konyvét emlithet-
jiikk. Hasonl6éan a generatorfiiggvény-fiiggvény moédszerhez, 6 elonyiik ere-
jikkben és gyakran elegancidjukban rejlik. Hatrényuk viszont, hogy nehezebb
7atlatni”, kovetni min is muilik a bizonyitds, mik is az extremélis esetek
(konstrukcidk). A kovetkezd bizonyitds jol illusztralja a fenti elonyoket és
hétrényokat (és természetesen a tétel dllitdsa snmagédban is fontos!).

Bizonyitas (7.7.Tétel): Tekintsiink egy n -dimenziés V' vektorteret egy
{e1,...,e,} C V ortonormalt bézissal. Feltehets, hogy S = {ey,...,e,} , azaz
A; C{ey, ..., e,} . Rendeljitk hozzd mindegyik A; halmazhoz a benne levd e;
vektorok Osszegét, legyen ez a; € V' . Megmutatjuk, hogy az a4, ..., a,, vek-
torok linedrisan fiiggetlenek egymédstol - ebbdl mér adédik a bizonyitandé
m < n (7.8) egyenlStlenség. A linedris fiiggetlenséget pedig az aldbbi 4l-
taldnos eredmény alapjdn tudjuk ellenorizni:

7.8. Lemma: Tetszdleges skaldris szorzatos (V,< >) wektortérben a
tetszbleges ay, ..., a,, € V vektorok pontosan akkor linedrisan fiiggetlenek , ha
az alabbi

f: R" =R
f(/\h"'a)‘m) . :(A1a1+...+/\mam)2

fiigguénynek csak a 0 =(0,...,0) pontban van zérushelye.
Bizonyitas: Hazi Feladat. [J

10) Herbert John Ryser (1923-1985) amerikai matematikus
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Az aldbbi szémoldsban felhasznaljuk, hogy a konstrukcié miatt a? = | A;|
és a (7.7) miatt (a;,a;) =t . Ekkor pedig

()\1&1 T )\mam)2 = Zm: )\?CL? +2. Z Z )\'L>\] <G~L'Cl,j> =

1<i<j<m

= Z)\2|A|+2t S>> A+t Z)\Q—t Z)\Q

1<i<j<m

= Z)\Q |A;| =)+t (ZA)

(i) Ha mindegyik A; halmaz ¢ -nél tobb elemii, akkor (7.9) -ben csak
pozitiv szdmok osszege szerepel, ami csak gy lehet 0, ha mindegyik /\12 =0,
mint tudjuk.

(ii) Ha van az A; halmazok kozott legfeljebb ¢ elemii, ami persze a (7.7)
feltétel miatt csak pontosan t elemii lehet, akkor csak egyetlen ekkora méretii
A;, halmaz lehet kozottiik (ismét (7.7) miatt). Ekkor az el6z6 eset gondo-
latmenetét alkalmazzuk a megmaradt halmazokra, és kapjuk, hogy \; = 0
ha j # ip . Ez esetben (7.9) értéke pontosan )\?0 lesz, és )\?0 = 0 pontosan
akkor ha A\;; =0 .

Vagyis, az el6z6 Lemma allitasdt felhasznélva, az aq, ..., a,, € V vektorok

mindkét esetben valéban linedrisan fiiggetlenek, vagyis m < n , ami éppen a
bizonyitandé (7.8) dllitds. Q.E.D. O

Megjegyezziik, hogy a bizonyitasban szerepld (ii) esetben még egysze-
riibben is célhoz érhetiink. Ha ugyanis egyediil az A;, halmaz (pontosan) ¢
-eleml, akkor ismét a (7.7) és az | A;,| = t feltételeket hasznalva kapjuk, hogy

Ajl N Ajz = A;

io  ha j1, 2,7 kiilonbozoek
(vagyis az {A;: i < m} halmazrendszer uin. A -rendszer'!)).

Ezek alapjan pedig a lehet6 legtobb A; halmazt csak gy kaphatjuk, ha
az A;\A;, kiilonbségek a lehet legkisebbek, azaz egyelemiiek. Mivel pedig

A; C S és|S| =n, ezért mindenképpen m <n —t <n, Q.E.D. O

Bar Ryser 7.7.Tételébol kovetkezik, mégis megemlitjiik az alabbi ered-
ményt, mely elsésorban a statisztikiban hasznalatos.

1) Definicié: Egy tetszbleges {A; i € I} halmazrendszert A -rendszernek neveziink,
ha valamely B halmazra A;NA; =B teljesil minden i # j € I indexek esetén . O

(7.9)
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7.9. Tétel (Fisher('?)): Ha S tetszbleges nemiires halmaz, |S| = n ,
t, k < n tetszoleges rogzitett szamok, A; C S tetszdleges k -elemt részhalmazok
(1 =1,...,m), amelyekre teljesiil, hogy

ANA| =t ha i#j

akkor
m<n . O

A becslés élessége, mint a Ryser tételnél emlitettiik, nem ismert.

7.3. Erdos-Ko-Rado tétele

7.10. Tétel (Erdés, Ko('3) Rado"*),1961): Ha S tetszbleges nemiires hal-
maz, |S| = n , A; C S tetszdleges, legfeljebb k -elemi részhalmazok (i =
L,...,m és k < 7 tetszbleges), amelyekre teljesiil, hogy

ANA 40 ha i4j (7.10)

m < (Z: D (7.11)

7.11. Megjegyzések: (i) A (7.10) becslés élessége konnyen belathato,
ha rogzitjiik az S halmaz egy tetszbleges sq € S elemét, és az A; (i < m)
halmazokat ugy készitjiik, hogy S\{se} minden k — 1 -elemfi részhalmazahoz
hozzavessziik az sg elemet. Ekkor (7.10) nyilvanvaléan teljesiil és m = (Zj)

A tétel erdssége persze ismét az, hogy ennél tobb halmazt nem lehet
megadni, ha (7.10) -et biztositani akarjuk.

(ii) A halmazok szémadra kapott (Zj) fels® becslés persze joval kisebb

akkor

és a becslés éles. O

(mennyivel?), mint az 8sszes k -elemit halmazok (}) szdma, de hdt ez a (7.10)
feltétel dral

12) Sir Ronald Aylmer Fisher (1890-1962) angol statisztikus. Koszonjilk Hujter
Mihaly segitségét. Lasd még [F.

13) Ke Zhao, masképpen Chao Ko (1910-2002) kinai matematikus.

14) Richard Rado (1906-1989) német sziiletésli angliai matematikus, gyakran dol-
gozott kozosen Erdés Péllal, nem tévesztendd ossze Radé Tibor (1895-1965) magyar
matematikussal.
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7.4. Egyéb eredmények

A kombinatorika eme rettentd dinamikusan fejlodo teriiletének legijabb ered-
ményeit még vazlatosan sem véllalkozunk &ttekinteni, ezért csak néhany
(keziinkbe keriilt) eredményt sorolunk fel. Az érdekl6déknek példaul Sali
Attila [Sa] értekezését ajanlhatjuk, amelyben a legijabb eredemények taldl-
hatjuk meg, magyar nyelven.

7.12. Tétel (Ray-Chaudhuri,Wilson,1975, [RW]): Ha Ay, ..., A, C S az
n -elem@ S halmaz k -elemi részhalmazainak egy csalddja (azaz |A;| = k),
L ={r1,...,rs} nem negativ egész szamok egy halmaza, és

AiNA; €L ha i#j (7.12)

mg(D. =

7.13. Tétel (Babai Ldszlo, Frankl Péter,1988 [BF|): Az el6z6 tétel
feltételei mellett ha még a

akkor

Inko(ry,....rs) 1 k (7.13)

feltétel is teljesiil, akkor
m<n. 0

7.14. Tétel (Roka Sdndor,1992, [R1]): A 7.12. tétel feltételei, de (7.12)
helyett a

vagy a

feltétel™)  teljestilése esetén szintén

m§@>.m

19) AAB := (A\B) U (B\A) az A és B halmazok szimmetrikus differencidja. O
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7.15. Tétel (Roka Séndor,1993, [R2]): Ha Ay, ..., Am C S az n -elemi
S halmaz 3 -elemt részhalmazainak egy csaladja (azaz | A; |= 3), amelyekre

|AiNAyNA; <1 ha 1,7,k kilonbozoek

akkor

1
m < gn(n - 1)
és a becslés nagysdagrendjében pontos. [

7.16. Definicié: FEgy tetszoleges S halmaz Ay, ..., A,, € S részhal-
mazainak {Ai, ..., Ay} rendszere metszérendszer, ha S minden x € S
eleme el6all (néhany) A; halmaz metszeteként, azaz

r=n{A;ziel,} walamely I, C {1,...,m} halmazra.

Az {Ay, ..., A} metszorendszer fliggetlen , ha kozilik barmelyiket
elhagyva a tébbt mdr nem alkot metszorendszert. [

7.17. Tétel (Roka Sandor,1997, [R3]): Ha A, ..., A,, C S figgetlen
metszorendszert alkot az n -elemt, S halmazon,akkor

ciloga(n) < m < con?
és a korldtok nagysdgrendgiikben (O(log(n)) illetve O(n?)) pontosak. O

7.18. Tétel (Tuza Zsolt, 1987): Tetszbleges Ay, Bi, ..., Am, Bm € S
(1 < m) halmazok esetén
a) ha A;NBj#0 minden i # j esetén, akkor

m

Zﬁﬁl

i=1 |44

b) ha A;NB; # 0 minden i < j esetén, és a = max; |4 , b :=

max; |B;| , akkor
m < (a + b)
a
c) ha A;NB;#0vagy BN A; #0 minden i # j esetén, akkor

m
ZP‘AAQ‘BZ" <1
=1

tetszoleges p,g € R, , p+q=1 pozitiv valos szdmokra. [l

Figyeljilk meg az a), b), c¢) pontokban lev$ feltételek kozotti kiilonb-
ségeket)!
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7.5. Szimplexek

Most vézlatosan ismertetjiik a kombinatorikai (és a linedris algebrai) maéd-
szerek egy kémiai alkalmazdsat. Ezzel ismét arra szeretnénk felhivni a figyel-
met, hogy a matematika kiilonboz6 teriiletei (és mds tudoménydgak) egy-
bevetésével sziilethetnek a legmeglepébb 1j eredmények. A téméardl rész-
letesebben a szerz6 [Sz1| , [Sz2] , [LSz1] , [LSz2] és [DLSz| cikkeiben
olvashatunk.

Néhany adott elem vagy vegyiilet kozott szeretnénk az dsszes (elméleti-
leg lehetséges) minimdlis reakcidegyenletet felirni. (Most az elemeket is ve-
gyiileteknek hivjuk.) Alljanak tehat az A, ..., A, vegyiiletek az Ei, ..., E,

elemekbol: .
Aj = Z CI,Z'J . Ez
=1

ahol a;; € N természetes szdmok minden ¢ = 1,....,n , j = 1,...,m index
esetén. Vagyis az A; vegytiletet azonosithatjuk az

. T n
Aj = larj, a2, a0 €R

n -dimenziés vektorral.

Egy kémiai reakcié (ha minden vegyiiletet az egyenlet egyik oldaldra ren-
deziink) nem mds, mint az A; vegyiiletek egy olyan linedris kombindciéja,
mely a 0 vektort (elem nélkiili vegyiiletet) adja eredményiil*®). A kémiai
reakcié minimdlis, ha barmelyik benne szereplé vegyiiletet elhagyva reakcio
mar nem johet 1étre a tobbi vegyiilet kozott.

A linedris algebra nyelvére leforditva, kémiai reakcié pontosan akkor létezik
(letezhet) a vegyiiletek egy {A;:j € S}  részhalmaza kozott, ahol S C
{1,2,...m} tetszleges részhalmaz, ha a

j€S
homogén linedris egyenletrendszernek van nemtrividlis megolddsa az x; € R
(j € S) ismeretlenekre!” . Vagyis az {A;: j € S} vektorhalmaz linedrisan

16) A reakcidkat most csak matematikai szempontbél tekintjiik, médszeriink példéul
megengedi a 2Au+6HCI=2AuCl +3H reakciét is, ami a val6sdgban normal koriilmények
kozott nem jatszodik le.

17) Egy ilyen megolddsrendszer egyértelmiien meghatéroz egy reakciét: mivel nyilvén-
valéan z; € Q minden j € S esetén, a kozos nevezdvel bdvitve, majd a pozitiv és negativ
megolddsokat szétvalasztva kapjuk a reakcidegyenlet két oldalat.
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osszefiiggo. A fenti reakcié pedig akkor minimdlis, ha egyetlen vegyiiletet
sem hagyhatunk el gy, hogy a megmaradottak kozott reakcié johetne létre,
azaz barmilyen T C S, T # S valédi részhalmaz esetén az {A;: j € T'} vek-
torhalmaz elemei linedrisan fiiggetlenek.

A fenti észrevételek alapjan sziiletett az aldbbi dltaldnos definicié:

7.19. Definicié (pl.[KP]): Vektorok eqy C = {b; : j € S} C R"
halmazat (algebrai) szimplexnek nevezzik, ha C elemei linedrisan dssze-
fiiggok, de barmely T C S , T # S indezhalmaz esetén a {b; : j € T}
vektorok linedrisan fiiggetlenek. (Vagyis C' minimélis linedrisan dsszefiiggd
vektorhalmaz.) [

A fenti fogalom nem teljesen fedi a szokdsos (geometriai) szimplex fo-
galmdt, bar rokon vele. A tovdbbiakban mi egyszeriien csak ”szimplex” -et
frunk, és az algebrai szimplexek fogalmat hasznaljuk(*®).

Szimplexek vizsgalatakor, mint alabb kideriil, nem a vektortér miiveletei,
hanem csak a vektorhalmazok tartalmazdsi viszonyai (pl. ”fiiggetlen halmaz
része is fiiggetlen”) jdtszanak szerepet. Igy, ha adott vegyiiletek kozott a
létrejohetd minimélis reakcidk szdmdt kérdezziik, akkor tiszta kombinatorikai
problémdhoz érkeziink'?).

7.20.Probléma: Vektorok egy tetszbleges H = {A;:j <m} CR"
(véges) halmazdnak részhalmazai k6zétt hany szimplex taldlhaté minimdlisan
il. maximdlisan, és mik az extremdlis konstrukcick ?

A 7hény” kérdésre a (majdnem) pontos valaszt [LSz1] és [LSz2]-ben
talalhatjuk, az eredményeket és egy érdekes bizonyitast alabb ismertet;jiik(>?).
[LSz1] -ben pontos vdlaszt taldlunk arra az esetre, ha H-ban pérhuzamos
vektorokat(®!) is megengediink. Ha pedig H -ban nem engediink meg pér-
huzamos vektorokat, akkor csak R? -ben ismerjiik a pontos vélaszt és a mi-
nimdlis konfiguraciét, nagyobb dimenzidékban csak sejtésiink van, a részle-
tek [LS22] és [DLSz] -ben taldlhatok meg. [Sz1] -ben egy gyors, O(m"™!)
futdsidejii (azaz rogzitett dimenzié esetén polinomidlis) algoritmust ajan-
lunk, amely tetszoleges H C R™ véges vektorhalmazban megtaldlja az 6sszes

18) Tovébb is léphetnénk: a reakciémechanizmusok pedig reakciévektorok olyan
linedris kombindciéi, amelyek 0 vektort adjik eredményiil, és a mechanizmus pontosan
akkor minimdlis, ha a reakciévektorok szimplexet alkotnak, s.i.t. O

19) Lasd a 7.25.(iv) Megjegyzést.

20) [P1]-ben a (7.16) homogén linedris egyenletrendszerek néhdny més tulajdonsdgat
targyalja a szerzo.

21) azaz izomer- vagy tobbszorss molekuldkat, vagy nagyobb dézisokat
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szimplexet. Hangsiilyozzuk, hogy H 6sszes részhalmazdt nem érdemes végig-
nézniink, hiszen ez 2™ szdmu részhalmazt jelentene, ahol m = |H|, ez expo-
nencidlisan sok id6! Az érdekl6dék még [S22] -ben olvashatnak bdvebben a
szimplexek kiilonbozo6 felhasznaldsairdl.

Most szamoljuk meg, hogy adott H C R™ , |H| = m (véges) vek-
torhalmazban mennyi szimplex is lehet legfeljebb és legaldbb. Az egysze-
riiség kedvéeért jelolje simp(H) a H-ban lev szimplexek szamét, tovabbd a
parhuzamos vektorokat nevezziik most ekvivalenseknek. [l

Ismételten felhivjuk a figyelmet, hogy bér mi elsésorban kémiai alkalmaza-
sokat emlegetiink (reakcidk és mechanizmusok), a linedris algebrai szimplex
fogalma teljesen altaldanos lévén a jelen alfejezetben vizsgdlt probléma, és igy
eredményeink is szintén altalanosak!

7.21.Tétel (LaFlamme,Szalkai 1991,[LSz1]): Adott mérett H C R"
vektorhalmazok kozil, melyek kifeszitik R™ -et, simp(H ) pontosan akkor ma-
ximdlis, ha H bdrmely n vektora linedrisan figgetlen. [J

7.22.Tétel (LaFlamme,Szalkai 1991,[LSz1]): Adott méretts. H C R"
vektorhalmazok kézil, melyek kifeszitik R™ -et, simp(H) minimdlis akkor, ha
H pontosan n linedrisan filiggetlen ekvivalencia osztdalybdl all, melyek kifeszitik

R™ -et, és amely ekvivalencia osztdlyok méretei kézott az eltérés legfeljebb 1
lehet. [

7.23.Kovetkezmény: Ha H C R" | H kifesziti R -et, |H| = m és
m=a-n+b ahol 0<b<n, akkor

b-(a;1)+(n—b)'<g> < simp(H) < (nTil) 7

és ha m oszthaté n -nel (azaz b=0), akkor

n(?) < simp(H) < (nTJ . O

7.24.Tétel (LaFlamme,Szalkai 1993,[L.S22]): Amennyiben H C R nem
tartalmaz pdrhuzamos vektorokat, |H| = m # 3, 4, 7 , H kifesziti R? -at,
akkor simp(H) pontosan akkor minimdlis, ha H vektorai két metsz6 sikon
helyezkednek el: {uy,us,uz} C H linedrisan figgetlen vektorok, uy € H az

{u1,us} vektorok dltal kifeszitett sikon van, mig H tobbi vektora az {uy,us}
stkra esik. [
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7.25. Megjegyzések: (i) Mind a képletekbdl, mind az alébbi bi-
zonyitasbodl is kiolvashaté, hogy H nem feltétleniil kell, hogy kifeszitse R"
-et. Ha ugyanis H csak egy N < n dimenzids alterét fesziti ki R” -nek, akkor

a bizonyitds a
m
mp(H) <
<,

felsé becslést adja, ami N 4 1 = [§] esetén maximalis, nyilvdnvaléan kisebb

(N’il) -nél (ha m > 2n), és igy a lehetd legtsbb szimplex elééllitasahoz
nyilvdnvaléan sziikséges, hogy a vektorok kifeszitsék az egész R™ teret.

(ii) A fels6 becslés kozvetleniil is kovetkezik J.Sperner el6z6 alfejezetben
ismertetett 7.3.Tételébdl (k = n + 1 vdlasztassal).

Azonban fenti tételeink nem csak a szimplexek maximalis ill. minimalis
szamat adjék meg, hanem azt is kimondjak, hogy a szélsdséges konfigurdcidk
egyértelmiiek: csakis a leirt esetekben lehet simp(H) maximadlis. ill. kevés
kivétellel minimalis, sot tételeink meg is adjak az extremalis konstrukciokat,
vagyis struktiratételek!

A 7.21.Tételbdl azt is latjuk, hogy a maximum esetekben nem kell baj-
l6dnunk H parhuzamos vektoraival, csak a minimum esetben. A 7.24.Tétel
|H| = 4, 7 kivételes eseteiben két ill. hdrom kiilénb6z6 minimalis konfiguracié
van, ezeket [LSz2] -ben mutatjuk be.

(iii) Tetszbleges m és n esetén konnyen megadhaté R™ -ben m darab
olyan vektor, mely koziil barmely n linedrisan fiiggetlen (azaz barmely n + 1
szimplexet alkot): Legyen i = 1,2, ..., m esetén z; := [1,a;,a2, ...,a} '] , ahol
ay, g, ..., ay € R™ tetszoleges kiilonbozo valés szamok. (Linedris fiiggetlen-
ségiik 1in. Vandermonde-determingnsokkal(??) 1athaté be legkonnyebben. )

(iv) Vektorterek fiiggetlen részhalmazainak, grafok kormentes részgraf-
jainak, valamint més struktirak kozos dltaldnositdasa a matroid nevii algebrai
struktirdk. A kozolt eredmények és bizonyitdsaik matroidok minimalis 6ssze-
fiiggd részhalmazainak (koreinek) szamdra is alkalmazhatok, eredményeink
igy a grafok egyszeri koreinek szdmdra is adnak becsléseket. Részletekrol
[DLSz| cikkiinkben olvashatunk. A matroidok (és elektronikai alkalmaza-

saik) megismerésére Recski Andrds [ReAn,’89] konyvét ajanlhatjuk. O

Most ismertetjiik az 7.21.Tétel bizonyitasdt. A 7.22. Tétel bizonyitdsa
kissé hosszabb, [LSz1] -ben megtaldlhato.

22) Lasd az 5.9. Allitast
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Bizonyitas (7.21.Tétel): Tegyiik fel tehdt, hogy H C R" kifesziti R™ -et,
éslegyen B = {v1,vy,...,v,} CH tetszbleges részhalmaz, amely generalja
R™ -et  (azaz B béazis R™ -ben H elemeibdl).

Tegyiik fel, hogy van H -ban n + 1 -nél kevesebb elembdl all6 szimplex,
azaz van olyan u € H\B  vektor, melyet H-nak valamely, legfeljebb n — 1
-méretil linedrisan fiiggetlen részhalmaza eloallit. Vilasszunk ekkor olyan
u € R" vektort, v ¢ H, mely H egyetlen n — 1 -elemf{i részhalmazanak
generatuméba sem esik. Megmutatjuk ekkor, hogy a

H' = (H\{u}) U {u'}

halmazra
simp(H') > simp(H)

és persze |H'| = |H]| .

E célbél H minden S szimplexéhez injektiv médon megfeleltetjiik H'
egy S’ szimplexét. Legyen tehat S = {uy, uy,...,u,} CH  egy tetszoleges
szimplex.

Hau ¢ S, akkor S C H' -ben is szimplex, vagyis legyen S5’ := 5.

Ha pedig u € S, mondjuk u = u; , akkor ~ S\{w;} linedrisan fiiggetlen,
és 1gy taldlhatunk B -nek olyan n —k+1 -elem{i B~ részhalmazdit, amelyre
S\{u;} UB~ linedrisan fiiggetlen (és kifesziti R" -et). Ekkor pedig

S = S\{w;} UB~ U{u'}

egy 1j szimplex H’'-ben.
Mivel az S — S’ leképezés injektiv, ezért simp(H') > simp(H) .

A fenti gondolatmenet szerint simp(H) maximélis lehet példaul akkor,
ha H -ban csak n + 1 -elemii szimplexek taldlhatok, vagyis ha H barmely n
eleme linedrisan fiiggetlen. Az aldbbiakban azt mutatjuk meg, hogy egyetlen
mas konfigurdcié sem lehet maximalis.

Legyen tehat S C H tetszdleges ¢ elemil szimplex, ¢ < n . A fenti
konstrukciot egymés utdn m — ¢ -szer alkalmazva  (vagyis H\S minden u
elemét a fenti médon kicseréljik olyan u' € R™ vektorra, v’ ¢ H, mely H és
az eddig valasztott Osszes u' vektorok egyetlen n — 1 -elemii részhalmazanak
generdtumdba sem esik) , elérhetjiik, hogy az igy kapott H'\ S vektorhalmaz
osszes eleme "teljesen fiiggetlen” (azaz H'\S bdrmely n eleme linedrisan
fiiggetlen, s6t H'\S barmely u eleme linedrisan fiiggetlen H'\{u} -tol).
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Hény szimplexiink lesz ekkor? S C H maga, és rajta kiviil csak n + 1
-elemfi szimplexek, hiszen mindegyik d4j v’ € H\S vektor csak n + 1 -elemil
szimplexekben lehet, amelyek azonban S-nek legfeljebb ¢ — 1 elemét tartal-
mazhatjak (mert |S| = ¢). Vagyis

simmmguli(f) . <n”j1_fz) :1+(HTZ1) - (nﬂj;fg) ,

ami (er) -nél kisebb hiszen ¢ <n <m. O

7.6. Feladatok

7.1. Feladat: Adott n -elemii S alaphalmaznak legfeljebb hény Aj,
iy Ay €S mnem dires (kiilonboz6) részhalmazét lehet megadni gy, hogy az
alabbi tulajdonsdgok (kiilon-kiilon) teljesiiljenek minden i # j esetén 7

(a) A,NnA; =0 (diszjunktak)

(b) Az Q Aj vagy Az 2 Aj (”lfinC”)

(c) AiNA; = D valamely rogzitett D C S halmazra (D = () is lehet)
(A - rendszer”)

7.2. Feladat: Az osztalyban 2n téargyat tanitanak, csak "megfelelt” és
"nem megfelelt” mindsitések vannak. Nincs két olyan tanulé, hogy egyikiiknek
minden térgybdl legalabb olyan jo jegye lenne mint a mésiknak, de két olyan
tanul6 sincs, akiknek minden jegyiik azonos. Bizonyitsuk be, hogy ekkor
legfeljebb (2:) tanul6 van az osztédlyban.

7.3. Feladat: Adjunk aszimptotikus kozelitést a Sperner tételben sze-
repld (n%) kifejezésre !

7.4. Feladat: Adjunk meg R™ -ben akdrmennyi (akdr végtelen sok)
vektort gy, hogy koziiliikk barmely n linedrisan fiiggetlen (vagyis barmelyik
n+ 1 szimplex) legyen!

7.7. Megoldasok

7.1. Feladat: (a) n, (b)n, (c)n—|D|+1.
7.2. Feladat A tanuldk jegyei Sperner rendszert alkotnak.
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7.3. Feladat A Stirling -formula alapjin

(n)_ nl (g)n 2mn o | 2

= ~ =

n

[(2)° [(%)5 . \/ﬂ]z V2

Emlékeztetsiil: Y7 () = az Osszes részhalmaz széma = 27 . )

7.4. Feladat Haszndljuk fel a Vandermonde determindnsrél az 5.9. Al-
litdsban tanultakat: a vektorok [1,q,q?, ...,¢" '] alakiak ahol ¢ € R tet-
szOleges valds szam !
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8. fejezet

Particios problémak

SZAMOK FELBONTASA. HALMAZPARTICIOK. OSSZEFOGLALAS.

A partitio sz6 jelentése latinul elosztds, felosztds, részletezés. A mo-
dern kombinatorika egy kiilon, méghozzd elég nehéz dga foglalkozik véges
objektumok, halmazok, természetes szamok (ami persze majdnem ugyanaz)
kisebb részekre valé felbontdsdval, a lehetdségek szamdval. Mi csak vaz-
latosan érintjiik a kombinatorika eme teriiletét, az érdeklédoknek Hajnal
Péter [HaPé,97/2] , Vilenkin [ViN J) 87] , Tomescu [T'olo,' 78] és a szerzd
[SzIs, 97] konyveit ajénlhatjuk.

Bar a kovetkezo két alfejezetben kiilon vizsgédljuk szdmok és halmazok
particiéit, az Olvasénak melegen javasoljuk, hogy a két probléma kozott ke-
ressen meg minnél tobb (szoros) kapcesolatot!

8.1. Szamok felbontasa

Célunk most az, hogy tetszoleges n € N szdm felosztdsainak, azaz kisebb
szamok 0Osszegére valo felbontdsainak szamét megkeressiik. Mint sokszor
méshol, itt is célszerii a lehet6ségeket (felosztdsokat) csoportositanunk.

8.1. Definicié Az n € N szim egy k - részre torténo felosztasa
(particigja)
n=a;+..+a (8.1)
ahol a1 > ...>a,>1 természetes szamok.

Rogzitett n, k € N természetes szamok esetén jelolje P(n,k) az n szam
k részre torténo felosztdsainak szamét, mig P(n) jelolje az n szam Osszes

149



150 FEJEZET 8. PARTICIOS PROBLEMAK

felosztasainak szamdt, azaz legyen

n

Pm):=>» P(nk) O

k=1

A definici6 szerint az 6sszeadanddk sorrendje nem lényeges, szémuk (k)
rogzitett, és természetesen egyik sem nulla. Emlékeztetiink ra, hogy a pénz-
valtési probléma 6.14. Példdban ismertetett (6.21) kérdésében az 6sszeadanddk
kozott 0 -ak is lehetnek (vagyis a nemnulla tagok szama legfeljebb k), és
sorrendjiik l[ényeges.

Ha az n természetes szamot egy n -elemii ”halmaznak” tekintjiik, aminek
elemei megkiilonboztethetlenek (1), akkor a (8.1) egyenldség egy pontosan
k elemii (nemiires) particiénak felel meg, ahol a particié elemeinek (az ere-
deti halmaz részhalmazainak) sorrendje nem lényeges. (Halmazparticickkal
a kovetkez6 alfejezetben foglalkozunk.)

Az aldbbi eredményeket bizonyitas nélkiil kozoljiik, a bizonyitasok példdul
Tomescu [Tolo, 78] konyvének 5.fejezetében megtaldlhatok.

8.2. Allitas:

8.3. Tétel:

P(n,1) = P(n,n) =1 O

8.4. Tétel: Az n szdm olyan felosztasainak szama, amelyekben k tet-
szbleges, és a legnagyobb dsszeadandd m (azaz a; = m), eqyenlé az n szam
m részre vald felosztdsainak szamdval, azaz P(n,m) -el. [

A kovetkezd eredmény a pénzviltasi problémahoz hasonléan igazolhato:

8.5. Tétel: A (P(n)) sorozat generdtorfiggvényet)

o0 . o0 1
;P(n)-x :gl—xi ) O

1) ezt az ereményt mar Euler is ismerte, a problémat Philippe Naudé 1740 -ban kérdezte
egy Eulerhez cimzett levelében.
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8.6. Tétel (Hardy®)-Ramanujan(®)):

P(n) ~ ﬁexp (m/%n) ha n — oo

A fenti tételben szerepld

az f és g fiiggvények aszimptotikus eqyenloségét fejezi ki, képletben

f(z)

=00 g(x)

[~y

=1
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A P(n) szémok tovabbi tulajdonsdgait és néhany Osszefiiggés igazoldsét
példaul Tomescu [T'olo,’ 78] kényvének 5. fejezetében, Harris-Hirst-Mossing-
hof [HHM] koényvében és Shiu [Sh| cikkében taldlhatja meg az érdeklédd
Olvasé. Az alébbi tdbldzatban megadjuk néhény P(n) -szdm értéket, [H H M|

nyoman.

’ n ‘ P(n) H n ‘ P(n) H n ‘ P(n) H n ‘ P(n) ‘
0 110 42 1| 20 | 627 || 30 | 5604
1 111 56 || 21 792 || 31 | 6842
2 21 12 77| 22 | 1002 || 32 | 8349
3 3| 13| 101 | 23| 1255
4 51 14| 135 | 24 | 1575
5 71 15 176 || 25 | 1958
6 11 | 16 | 231 | 26 | 2436
7 15| 17 | 297 | 27 | 3010
8 22 || 18 | 385 || 28 | 3718
9 30 || 19 | 490 | 29 | 4565

A P(n) szamok
8.1. Téablazat

2) Godfrey Harold Hardy (1877-1947) angol matematikus, elsésorban (analitikus)

szdmelmeélettel foglalkozott.

3) Srinivasa Ramanujan (1887-1920) indiai matematikus. Szegény csalddbél szarma-
zott, érettségit sem tudott tenni, de csodélatos megérzéseit tobb kitetben gytijtotte dssze,
amelyek nagy részének bizonyitdsén még most is sok matematikus dolgozik. Hardy és
John E. Littlewood (1885-1977) angliai meghivdsa mentette meg az éhhaldltdl, rengeteg
kozos felfedezésiik és tételiik jelent meg, az angol éghajlat azonban hamar tonkretette

Ramanujan egészségét.
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8.2. Halmazparticiok

Egy (véges) halmazt (nemiires) részhalmazaira akarunk felbontani, és a fel-
bontédsok lehetséges szamédt szeretnénk meghatdrozni.

8.7. Definicié: A tetszbleges H # () halmaz egy k -adosztalyd parti-

ciéja (felosztasa) nemiires részhalmazainak egy diszjunkt lefedd {A; : 1 <
k} rendszere, vagyis A; C H, A; #0 és AinA;=0és H = Ule A; . O

Tehét kérdés: egy n elemii halmaznak hény k -adosztalyu particiéja lehet-
séges? Tobb esetet kiilonboztethetiink meg (1d. még a [Sz/s,’97] feladat-
gylijtemeény 11.fejezetét):

Esetek:

a) H elemei megkiilonboztethetetlenek és a particié A; elemei megkilon-
boztethetoek.

b) H elemei megkiilonboztethetetlenek és a particio A; elemei is. Az ese-
tek szamat ekkor jelolje V(n, k) éslegyen V(n):=>,_ V(n,k) .

c) H elemei megkiilonbiztethetoek és a particié A; elemei is. Az esetek
szamét ekkor jelolje S(n, k) és legyen S(n):=>;_, S(n,k) .

d) H elemei megkiilonboztethetoek és a particic A; elemei megkiilonboz-
tethetetlenek. Az esetek szamédt ekkor jelolje S} és legyen

B, = z”: Sh
k=1

Az a) eset éppen a pénzviltasi probléma (6.21) specidlis esete, igy a le-
het6ségek szdma (mint a 6. fejezetben (6.21) megolddséndl ldttuk)

n (ism 7’L+l€—1
G ):< k-1 )

A ¢) esetben szerepld S(n,k) szdmok éppen egy adott n elemil hal-
mazbdl egy k elemii halmazba képezo sziirjektiv fiiggvények szamét jelolik,
amik értékét a 4. fejezetben a logikai szitaformuldval meghataroztuk (vagy
lasd még a [SzIs, 97| feladatgy{ijtemény 4.3. feladatat):

S(n, k) = Zk:(—w(kf) (k—i)" ha n>k

- 1
=0
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Az SP szamokat mdsodfajii Stirling'Y)  szdmoknak, mig B, -et Bell(®)-
(féle) szamoknak hivjuk. (Az els6- és masodfaju Stirling szdmok az analizis-
ben is fontos szerepet jatszanak, mint ezt Pélya(6)-Szeg6(") [PSz] konyvében
is lathatjuk, de szinte valamennyi matematikai lexikonban és kézikényvben
is taldlkozhatunk veliik, Michel [M] cikkében egy j6 6sszefoglalét taldlunk.)
Legfontosabb tulajdonssgaikat mi a 8.9. Allitdsban ismertetjiik.

Az Olvasé bizonyéra észrevette mér, hogy az eléz6 alfejezetben a (8.1)
egyenloségben tulajdonképpen egy n elemii halmaz m nemiires részhalmazra
felosztdsa szerepel, a részhalmazok sorrendje nem lényeges, és persze azonos
méretil részhalmazok is lehetségesek.

Az aldbbiakban bizonyitds nélkiil kozoljiik a Vi(n, k) , S} és a B, szdmok
legfontosabb tulajdonsdgait, de javasoljuk az Olvasénak, gondolja meg, hogy
az aldbbi Osszefiiggések miért is igazak (azaz bizonyitsa be 6ket).

8.8. Allitas: V(n,1) =1, és tetszbleges k < n szdm esetén

k
V(nk)=> V(n-ki),
i=1
tovdbbd 5 < k <n esetén
V(in—k)=V(nk) . O

8.9. Allitas (a Stirling szdmok legfontosabb tulajdonsagai):
(i)
Sttt =S¢+ k- Sy

(i)
57 = %gmﬂk - (%)

4) James Stirling (1692-1770) skét matematikus munkdssagdt a 2.4. alfejezetben ismer-
tettiik.

5) Eric Temple Bell (1887-1960) skét matematikus

6) Pélya Gyorgy (1887-1985) magyar matematikus, elsésorban végtelen sorokkal, szam-
elmélettel, kombinatorikdval, valészinliségszamitdssal, analizissel, csillagdszattal foglalko-
zott, a ” Gondolkodds iskoldja” c. vildghirii konyv szerzdje.

) Szeg6 Gabor (1895-1985) magyar matematikus. Pélya Gyosrggyel kozosen frt kinyve
(" Valogatott feladatok az analizisbdl”) elészor 1925 -ben jelent meg, azéta a vildg szinte
minden nyelvére leforditottak, szdmtalan kiaddst ért meg.
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(iii)

n

D=1 (k=1)-Sp=0

k=1

(iv)

n

SRSy = (<1

k=1
(v) tetszoleges x € C komplex szdmra

> (S?ﬁ(m —j)) — o

i=1 j=0

(vi)

= Sy 1
Zm”“_x-(x—l)-...-(x—k)

n==k
(vii)
> Sn.an (e — 1)k
Zk ol k! ' -

A Bell szdamok tulajdonsdgai:

8.10. Allités:
" mn
Bnﬂzz(k)Bk By=1 . O
k=0

8.11. Tétel: (i) Haa px(x) polinomok kielégitik a

pi(z) =1
és az
Prt1 = (x+1)-pp+x-py(2)

osszefliggéseket, akkor

(ii)
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(iii)
B, ©
E gt =L O

n!
n=0

8.3. Osszefoglalds

Végezetiil (legtobbszor bizonyitas nélkiil) osszefoglaljuk a particiés prob-
lémak lehetséges valtozatait és képleteit. (Sok eset bizonyitdsét az Olvasé
Vilenkin [ViNJ,87] kényvében megtalalja.)

1.) n-elemii halmaz elemeit k megkiilonboztetett (in.” szémozott” ) részhal-
mazba k™ -féleképpen oszthatjuk szét, ha iires részhalmazokat is megengediink.

2.) Ha a fenti szétosztdsoknal iires csoportokat nem engediink meg, akkor
a k -elemfl particick szdma (a logikai szitaformula alapjén)

k

s =31 () -

i=0

Belathat6 még, hogy a feladat generatorfiiggvénye éppen
F(z) = nl(e” — 1)*

3.) Ha a fenti szétosztasndl a részhalmazokat nem kiilonboztetjiik meg,
akkor a lehettségek szama a fentinek k! -ad része.

4.) n azonos targyat k nemiires megkiilonboztetett csoportba (Zj) -
feleképpen oszthatunk.

5.) Ha a fenti szétosztdsnél iires részhalmazokat is megengediink, akkor

a lehetoségek szama
; n+k—1
ok (ism) _
e ()

ismétléses kombindcié (az k részhalmaz nevét vélaszthatjuk ki az n azonos
"térgy” részére.)
6.) n azonos térgy k megkiilonboztetett, legaldbb ¢ -elemii részhalmazba

val6 particiéinak szdama
n—1—k(g—1)
k—1
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7.) n azonos térgy k nem-megkiilonboztetett, legaldbb ¢ és legfeljebb

q + s — 1 -elemfi részhalmazba valé particidinak szamat " %7 egyiitthatéja,
adja a

(z) 1—2%\"

x) =

g 11—z

fiiggvény hatvdanysordban.

8.) Ha II® jeloli az n azonos targy k nem iires, nem-megkiilonboztetett
csoporba val6 particiéinak szamat, akkor

- ni e,

ami alapjan
I =T + I+ I 4
valamint n — k < k esetén
I, = 1073
9.) n-elemi halmaz elemeit k megkilonbiztetett részhalmazba szétosztva

(iires részhalmazokat is megengedve) és a részhalmazokat sorbarendezve a
lehetséges sorbarendezések szédma

k(k+1).(k+n—1)

10.a) Ha a fenti particiékban iires részhalmazokat nem engediink meg,
akkor a lehetséges sorbarendezések szama

ol n—1
k-1

b) Ha a részhalmazokat nem kiilsnboztetjiik meg (azaz sorrendjiik nem
lényeges), akkor a lehetéségek szama

n!(n—1

E'\k—1
11.) Ha n -elemf{i halmaz elemeit minden lehetséges médon k rendezett
részhalmazba osztunk, mikézben iires részhalmazok is felléphetnek, nem kell

minden elemet felhaszndlnunk és a csoportok sorrendje is 1ényegtelen, akkor
a lehetséges szétosztasok szdma

1 k k(k—1)
! (H T T am ) T )
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A zéréjelben 16v6 kifejezés éppen x" egyiitthatéja a

el’

h(z) := A—aF

fiiggvény hatvanysordban.
12.) Ha a fenti feladatban iires csoportokat nem engediink meg, akkor a
lehetdségek szdma éppen 2"~ egyiitthatéja a h(z) fliggvény hatvanysordban.

8.4. Hivatkozasok

[H H M| Harris,Hirst,Mossinghoff: Combinatorics and Graph Theory,
Springer Verlag, 2000

[M] Michel,R.: Aspekte der Stirlingschen Zahlen zweiter Art, Math. Se-
mesterberichte 43 (1996), 81-92.

[PSz] Polya - Szegb: Feladatok és tételek az analizisbol, Miiszaki Kiado,
1980
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I1. rész

Grafelmélet
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1. fejezet

Grafelméleti alapfogalmak

BEVEZETO PELDAK, A GRAFOK TIPUSAI, ALAPFOGALMAK. NEVEZETES
GRAFOK. A KEZFOGASTI TETEL ES KOVETKEZMENYEIL. UTAK ES KOROK,
OSSZEFUGGOSEG, A GRAF KOMPONENSEI. OSSZEFOGLALO VIZSGAKERDE-
SEK.

1.1. Bevezetés

Klasszikus bevezetd példa a Konigsbergi hidak probléméja, melyet Euler
oldott meg 1736-ban. FEz volt a legelsé grafelméleti munka, a problémat
részletesen a 2.”Euler korok és utak” c. Fejezetben ismertetjiik. Meg kell
még emliteniink Kénig Dénes német nyelven 1936 -ban kiadott Gréafelmélet
konyvét, amely tobb évtizeden keresztiil a modern grafelmélet kiilfoldon is
megbecsiilt alapmiive volt. Erdekes még megemliteni, hogy 1930 -ban jelent
meg az els6 dolgozat a hipergrafokrol.

A Konigsbergi hidak problémé&ja egy lehetséges sétat kérdez a Pregel foly6
hidjain keresztiil, a térképvazlatot a 2.1.4brdn lathatjuk. Itt a hidak jelentik
a kapcsolatokat a szarazfoldek kozott, ahol atsétalhatunk egyik helyrdl a
masikra, majd egy ijabb hidat vilaszthatunk.

Mint a kényv bevezetdjében emlitettiik, a grafelmélet egy (altaléban véges)
halmaz elemei kozotti osszefiiggésekkel foglalkozik. A példdkban igyeksziink
érzékeltetni, hogy mennyire véltozatos osszefiiggések tanulmanyozhaték gra-
fok segitségével, nem csak a "pontok” és "vonalak” alkotjadk a grafelmélet
lényegét.

Gréfokra trividlis példdknak barki azonnal emlitheti a térképeket, mole-

161
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kulédk szerkezetét, elektronikus dramkoroket, vagy az emberek kozotti kap-
csolatokat. (HF itt a halmaz elemeit és a kozottiik lev kapcsolatokat meg-
keresni.)

Kissé meglepdbb példa a ”Farkas-Kecske-Révész-kdposzta” probléma (és
altaldban a ”kannibdl-hittéritd” tipusd problémék). A feladat kozismert: a
foly6 egyik partjan &ll egy Révész (R), Farkas (F), Kecske (K) és egy fej
kaposzta (k), a csénakba koziiliik csak kett6 fér be. Ugy kell a révésznek
atvinnie ket a tils6 partra, hogy egyik se egye meg a mdsikat (amit ugye
nem kell magyaraznunk).

A feladat megoldédsa soran bizonyos helyzetek (szitudciok) lehetségesek,
azaz éppen kik vannak a foly6 két partjan, és ”kapcsolat” csak azok a helyzetek
kozott van, amelyeket a Révész ”egymadsba alakithat” gy, hogy csénakba iil,
esetleg valakit vagy valamit maga mellé vesz, és dtevez a partra. A feladat
grafjat, azaz a lehetséges helyzeteket és kapcsolataikat az 1.1. dbrédn vézoljuk.

@

konfiguraciok:

@ Tiltott

A 7Farkas-Kecske-Révész-kdposzta” probléma grifja
1.1. abra
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Grifok alkalmazdsaira tovabbi példakat taldlunk a kovetkezd ” Nevezetes
grafok” és” Osszefoglald vizsgakérdések” c. alfejezetekben, a Szerzd [Sz1s,’ 97]
Feladatgytijteményében, pedagdgiai cikkekben a KoMal., Polygon, The Math-
ematical Gazette, Elemente der Mathematik koteteiben, példaként Goldman
Julia [GJ] és Pintér Klara [PK] cikkeit emlitjiik, valamint Hajnal Péter
[HaPé,/97/3|, Recski Andras [Re An,’89], Andrasfai Béla [AB], Johnson-
baugh [JoRi, 86] és Rosen [RoKe, 91] konyveinek bevezetd fejezeteit.

A gréaf definicidjdhoz sziikségiink lesz az aldbbi jelolésre:

1.1. Definicié: Tetszbleges A # () nemiires halmaz és k € N természetes

szdm esetén legyen
A = {X CA:|X|=Fk}

és
[A[*F = {X C A:|X| <k}

t

Felhiviuk a figyelmet, hogy [A]* a k -elemii (rendezetlen) részhalmazok
halmaza, mig A a k - hossziisdgi rendezett k -asok (sorozatok) halmaza, a
k -tényezos Descartes szorzat.

Most pedig lassuk a graf matematikai meghatdrozdasat.

1.2.Definici6: Tetsz6legesV # () nemiires halmaz és E C [V]=? eseténa
G:=(V,E)

algebrai struktirat™) grafnak (graph) nevezzik. V' elemeit cstcsoknak
vagy pontoknak (node, vertex?)) mig E elemeit éleknek vagy iveknek
(edge, arc) nevezziik.

r=1y azaz e={x} € E (x € V) esetén az e élt hurokélnek vagy
roviden huroknak (loop) nevezziik.

e={z,y} € E (z,y € V) esetén azt mondjuk, hogy x és y (csicsok)
az e éllel bssze vannak kétve (r and y are adjacent/ connected by
e), vagy szomszédosak (are neighbours) vagy illeszkednek e -re (are
incident on ¢), vagy e illeszkedik z, y -ra. O

1) Egy tetszéleges A # () nemiires halmazon értelmezett néhdny miivelet (fiiggvény),
konstans (kitiintetett elem) és reldcié ([A]* részhalmaza valamely k € N természetes
szémra) egyiittesét  algebrai strukturanak neveziink.

2) plural form: vertices
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A fenti G = (V, E) jelolés mar annyira megszokott, hogy sokszor csak a
"G graf” -rél beszéliink, és kiilon emlités nélkiil hasznéljuk a V' és F betiiket
a csucsok és élek halmazanak jelolésére.

A gréfelméleti fogalmak ma&s elnevezéseivel is taldlkozhatunk a szakiro-
dalomban, néhény talals kifejezést taldlhatunk pl. Andrésfai Béla [AB] vagy
Hajnal Péter [HaPé,' 97/3] konyveiben.

Ismételten emlékeztetiink rd, hogy e = {z,y} jelolésiink miatt gyakran
hasznéljuk az

{z,y} € E

illetve az
T,y e

jeloléseket is!

Ha a fenti definiciét szigorian vessziik, akkor E egy halmaz, vagyis ele-
meit pontosan egyszer soroljuk fel, tobbszori felsorolds nem jelent semmit.
Azonban a grafok alkalmazdsdndl sokszor sziikségiink van ugyanazon csticsok
tobbszori osszekotésére (elektronikai vagy mds energia halézatoknél, emberi
kapcsolatoknal, térképeknél, stb.). Ezt a kovetelményt oldja meg a ”tobb-
szoros” él fogalma.

1.3. Definicié: Legyen G = (V, E) egy tetszbleges graf. Ekkor barmilyen
m: E — N\{0}

fiigguény esetén azt mondjuk, hogy az e € E él multiplicitisa m(e), és
m(e) > 1 esetén az e élt tobbszdros élnek nevezzik. [

Természetesen a G graf megadasdhoz hozzéatartozik az élek multiplicitasa
is, azt nem a graf megadésa utén kell felirnunk. Vagyis precizen a

G=(V.E,m)

struktirardl kellene beszélniink, de sajnos a szakirodalom ehelyett csak G =
(V, E) gréfokrol és azok "tobbszorss” éleirdl szol. Mi is ezt a széhasznélatot
kovetjiik.
Hangsilyozzuk, hogy m(e) # 0, hiszen egy m(e) -szeres élt ennyiszer
létezbnek tekintiink, ami ugye m(e) = 0 esetén bonyodalmakat okozna.
m(e) = 1 esetén pedig csak egyszeriien él -t vagy esetleg egyszert, él -t
(simple edge) emlitiink.
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A fentiek ellenére sokszor mégis kényelmesebb az F halmazra dgy gon-
dolnunk, mintha a tobbszorss éleket tobb példanyban tartalmazna (esetleg
valami, dltalunk lathatatlan jellel megkiilonboztetve).

A t6bbszoros és hurokélek is sokszor ”médsképpen viselkednek” a Tételek-
ben és allitdsokban, ezért méar most javasoljuk az Olvasénak, hogy minden
Teétel, Allitas, Megjegyzésben alaposan gondolja meg, hogy tobbszords és
hurokélek jelenléte mennyiben médositja a vizsgdlt tsszefiiggéseket!

1.4. Definici6: A G = (V,E) grifot egyszerii grafnak (simple
graph) nevezziik, ha nincs benne sem hurokél sem tibbszoros él. A tet-
szOleges graf kifejezés jelolhet mind eqyszert mind nem eqyszert, grdfot is.

Haszndlatos még ([RoKe,91]) a multigraph elnevezés is, ha a grifban
tobbszoris élek megengedettek de hurokélek nem, tovdbbd a pszeudo®) graph

kifejezés is,ha a grdafban mind hurokélek mind t6bbszords élek is megengedet-
tek. [

A graf eredeti 1.2. Definicidjdnak természetes dltalanositdsa a hipergraf,
amivel szintén sajnos nincs helyiink foglalkozni, mindossze a definiciét és
Claude Berge [BC| konyvét emlitjiik meg.

1.5. Definici6: Tetszbleges V # () nemiires halmaz és E C P(V)\{0}
esetén a

G:=(V,E)

algebrai struktirat hipergrafnak (hypergraph) nevezzik.E elemeit hi-
peréleknek nevezziik, az 1.2. definicidban felsorolt tobbi fogalmat vdltoztatds
nélkil haszndljuk hipergrafokra is. [

A hipergrafokra persze hasznilatos még a halmazrendszer (set sys-
tems) elnevezés is, s6t a 4.” Grafok métrixai” Fejezetben megismert inciden-
cia matrixok segitségével méatrixok és hipergrafok tulajdonsdgait kolcsonosen
tudjuk vizsgdlni: az egyikre megtaldlt osszefiiggésekbdl a mésikra is nyeriink
informécidkat!

Vegyiik észre tovabbd, hogy hipergrafok elektronikai alkalmazdsaindl a
csucsok (V elemei) a (vezetékek kozotti) csomépontok mig az élek (E elemei)
a két- és tobb”labi” alkatrészek, vagyis ez utébbiak nem a graf csicsai.

Az (eddigi) definicikban ugyan nem kotottiik ki a V' halmaz végességét,
Diszkrét Matematika konyv 1évén ezt mégis hallgatélagosan fel fogjuk tenni.
Amennyiben végtelen V' (|V| = co) halmazzal foglalkozunk, hasznalni fogjuk

3) hamis, 4l-, képzelt (gorog)
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a végtelen graf elnevezést. Sajnos csak par tétel erejéig lesz idonk végtelen
grafokkal foglalkozni, de mar most is felhivjuk a figyelmet, hogy a végtelen
halmazok és strukturdk (akdr N akdr R) egészen mds, sokszor egyszeriibb tu-
lajdonsdgokkal rendelkeznek, mint a véges (bar korldtozas nélkiili) halmazok
és strukturak.

Gréfok gyakorlati alkalmazésaindl sokszor nem elegendéek sem a graf ere-
deti 1.2.Definiciéban megismert fogalma, sem a fenti egyszerii médositdsok-
ban ismertetett viltozatai, az aldbbi mddositdsokra is sziikség van. E vél-
tozatokat is csak érinteni tudjuk konyviinkben.

1.6. Definicié: Tetszbleges V # () nemiires halmaz és E C V? esetén a
G:=(V,E)

algebrai strukturdt irdnyitott grafnaek (directed graph vagy réviden di-
graph) nevezziik.E elemeit irdnyitott éleknek nevezziik, az 1.2. Definicio-
ban felsorolt tobbi fogalmat wvdltoztatds nélkil haszndljukirdnyitott grdafokra
1s. [

A tobbszoros irdnyitott élek precizen az 1.3.Definicié szerint adhaték meg,
mig a fenti definiciéban az < v,v >€ V alakid élek irdnyitott hurokéleket
jelolnek. Az irdnyitott éleket rajzon dltaldban nyilakkal dbrézoljuk.

1.7. Definicié: Legyen G = (V, E) egy tetszoleges graf. Adott tet-
szoleges
v:V —N lletve p:E—N

fligguények esetén cstcs- illetve élszinezett grafrdl beszélink. [

A fenti definicié sajnos kénnyen 6sszetéveszthetd az aldbbiakkal, legyiink
el6évigyazatosak!

1.8. Definicié: Legyen G = (V, E) egy tetszoleges graf. Ha adott egy
tetszoleges
c:V—=A{l,.,n}

injektiv fiiggvény (n = |V|), akkor G -t szdmozott csicsu grafnak nevez-
ziik. O

A cstiicsok szédmozdsdnak jelentoségét a 8.” Grafok izomorfidja” Fejezetben
ismerhetjiik meg.

1.9. Definicié: Legyen G = (V, E) eqy tetszbleges graf. Adott tetszbleges
w:FE—>R
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fligguény esetén G -t siilyozott élii grafnak nevezziik. O

Minden stlyozatlan élii grafot is (konnyen) tekinthetiink silyozott élit
grafnak: egyszeriien minden él minden sulydt 1 -nek vélasztjuk. (Meglepd
modon ez az egyszerii Stlet nagyon sokszor hasznos.)

A konyv egészében, ha mast nem mondunk, a grdif Kkifejezés alatt az
1.4.Definici6 szerinti tetszoleges de véges grafokat értjiik.

1.2. Nevezetes grafok

A most kovetkez6 alfejezetben néhédny nevezetes grafot ismertetiink, melyek
nem csak gyakorlas forméjaban segithetik az elmélet jobb megértését, hanem
elméleti és gyakorlati szempontbdl is fontosak.

Mint a legutolsé alfejezetben is megemlitjiik: kitiind vizsgakérdés a neve-
zetes grafok Osszes tulajdonsdgdanak felsoroldsa is. Vagyis a konyv hatralevd
részét igy olvassuk: minden Fejezetben az aldbbi nevezetes griafokra is vizs-
galjuk meg az éppen ismertetett tulajdonsagot!

Az alédbbi grafok, ha mast nem mondunk, mind egyszeriiek.

1.10. Definicié: Egy tetszbleges (8 dimenzids) poliéder(®) élgrifja
a kovetkezo: a graf csucsai a poliéder (geometriai) csicsai, élei a poliéder
(geometriai) élei. [

Tandcsoljuk a ”Platéni testek” (az 6t szabdlyos térbeli test) élgréfjanak
tanulményozésat. Elgrafjukat a kozépiskolai ” Fiiggvénytablazatok” c. segéd-
konyvben, sikba teritve pedig a Szerzé [SzIs, 97] feladatgyiijteményében
taldlhatjuk meg.

1.11. Definici6: Tetszoleges n € N, n > 1 természetes szam esetén K,
az n -csucsu teljes (complete) graf a kovetkezd: K, = (V, E) ahol
Vi=n ¢é E=[V]* ,
azaz az 0sszes lehetséges (egyszeres és mem hurok) élt behiztuk az n csics
kézott. I

1.12. Definicié: (i) A G = (V, E) grifot kétpdlusu (bipartite) vagy
paros grafnak nevezziik, ha V' csicshalmaza felbonthato két nemiires részre

4) siklapokkal (sokszogekkel) hatarolt térbeli test. poli éder = sok lapt (test, gorog) .
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(p6lusok) gy, hogy élek csak kilonbozo polusok kézitt hizédhatnak, azaz
V=AUB, AnNB=0, AL B#0 és

E C{{a,b}:a€ Abe B}

(ii) A teljes (complete) kétpélusi (vagy pdaros) graf, jele Kmn ,
eqy olyan kétpolusi egyszert, graf, amelyben a polusok méretei |A| = m és
|B| = n, és E az dsszes lehetséges élt tartalmazza, vagyis

E={{a,b}:a€c A,be B} O

A graf fent definidlt pdlusait ne keverjiik 6ssze a graf 1.35. Definiciéban
bevezetett komponenseivel.

Péros grafokkal a 11.” Paros grafok” Fejezetben foglalkozunk részletesen,
a kétféle elnevezés miértjét is ott vildgitjuk meg.

A kétpolusu grafok mintédjara definidlhatjuk a tbbpolusi, koztiik a Turdn
P4l professzorrdl elnevezett grafokat, melyek a 12. ”Extremalis grafok” Fe-
jezetben jéatszanak fontos szerepet.

1.13. Definicié: (i) A G = (V, E) grifot tobbpdlusi (multipartite)
grafnak nevezziik, ha V' csicshalmaza felbonthaté tobb nemiires részre (p6-
lusok) gy, hogy élek csak kilonbozo polusok kézott hiuzédhatnak, azaz
V=WU.UV, VinV;=0>G(<j<k), Vi#0 és

EC{{uv}:ueV,veV,,isj<k}

(ii) A teljes (complete) tobbpdlusi graf jele Ky, .m, egy olyan
tobbpdlusi egyszerti graf, amelyben a polusok méretei |V;| =m; (i < k) és E
az 0sszes lehetséges élt tartalmazza, vagyis

E={{uv}:ueV,veV,, isj<k}

(iii) A T2 ™ Turdn gafok olyan tobbpdlusii teljes grifok, amelyeknél
my + ... +mg =n és a polusok méretei kozott az eltérés legfeljebb 1, azaz

Vil =1Vl <1 . 0O

1.14. Definicié: (i) P, jeloli az n -hosszi egyszerii utat (simple
path) tetszbleges n € N, n > 1 természetes szamra, ahol P, = (V, E),
V ={ap, a1, ...,a,} (kiillonbozdek), és

E= {{ai,aiﬂ} 0<i < n}
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(ii) C, jeloli az n -hosszu egyszerii kort (simple circle) tetszoleges
n € N, n > 1 természetes szamra: C,, egy olyan n -hosszi it, ahol az elso
és az utolso csics megegyezik (az it bezdrodik): a, = ag .

Megjegyezziik, hogy grafok koreinek neve nem circuit hanem circle.

(Lésd még az 1.24-1.26. Definicidkat is.)

(iii) S, jeloli az n -agu csillag (star) grafot tetszbleges n € N, n > 1
természetes szamra, ahol S, = (V, E), V = {ao,...,a,} és

E ={{ap,a;} : 0<i<n}

(iv) W, jeloli az n -agu szélkerék (windmill) grafot tetszbleges
n € N, n > 1 természetes szamra, ahol W, = (V, E) ,

V= {ao, Aty ...y Qp, bl, ceey bn}
és
E = {{OJOaai}’ {a’07bi}7 {ai7bi} :0<1 S n}

(v) A Petersen®®) és Kempe!®) grafok (melyek izomorfak!), a kovetkezok:

A Petersen- és Kempe- grifok
1.2. dbra

A kockagrafokat (cubic graphs) a 3. ”Hamilton korok” Fejezet 3.13.Defini-
ci6jaban ismertetjiikk. [J

Javasoljuk még az ” Osszefoglalé vizsgakérdések” alfejezet 1.5.1.-20. pont-
jaiban elo6fordulé problémak grafjait is felrajzolni és tanulményozni.

5) Julius P.Ch. Petersen (1839-1910) dan matematikus és pedagégus, a reguldris gra-
fokat 6 tanulmdanyozta eldszor behatéan.

6) Sir Alfred B. Kempe (1849-1922) angol matematikus, tobbek kozott a négyszintétellel
és csuklés tartészerkezetekkel foglalkozott.
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1.3. Elemi definicidk és Osszefiiggések

Jelen alfejezetben a grafok legegyszeriibb, dltaldnos fogalmait és tulajdonsa-
gait soroljuk fel. A vizsgalt gréfok tetszdlegesek, azaz hurokéleket és tobb-
szoros éleket is tartalmazhatnak, természetesen végesek.

1.16.a) Definicié: Tetszoleges G = (V,E) egyszerti grif komple-
menter'”) grifja (complement of G) a kivetkez6 (szintén egqyszerti) graf:
G=(VE), B=VAE,

{v,y} € F b2 {z,y} ¢ E (x,yeV). O

Tovabba, legeloszor is azt a kérdést kell tisztdzunk: mikor tekintsiink
két gréfot azonosnak, vagyis ugyanannak. Béar ez az 1.2.-1.4. Definici6kbdl
egyértelmiien kovetkezik, a preciz matematikai meghatdrozast alabb kozoljiik.
(Gréfok izomorfigjaval a 8. Fejezetben foglalkozunk.)

1.16.b) Definicié: A tetszoleges G = (V,E) és H = (W, F) grifok
izomorfak (isomorphic), ha létezik csicshalmazaik kozott éltarté (edge
preserving) bijekcid (kolcsondsen egy-eqy értelmi, megfeleltetés), azaz olyan

f:V-Ww
bijektiv fiigguény, amelyre

{r,yye Eo{fx),fly}reF  (VryeV)

és tobbszoros élek esetén az élek multiplicitdsa a két grafban ugyanannyi,
azaz

mu ({f(x), f(y)}) = me ({z,y}) (z,yeV)
Grifok izomorfidjat a G = H  jellel jelélyiik. O
1.17. Definicié: Legyen G = (V, E) egy tetszbleges grif. G csicsainak

fokszama
d(v) ::Zm(e)—i- Z m(e)

vEe vee
e hurokél

™) kiegeszitd (latin)
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és ha a grdfban nincs tébbszoros €él, akkor a fenti képlet az aldbbi maddon is

irhato:
S):=> "1+ > 1 . O

vEe vee
e hurokél

Tehat egy csics fokszdma nem mds, mint a ré illeszkedd élek szdma,
multiplicitdssal, rdadasul a hurokéleket mindig kétszer szamoljuk! Ez érthetd
is, hiszen a hurokélek mindkét ”végpontja” a v cstcshoz illeszkedik, a v cstics
két ”vegyértékét” koti le.

Az irodalomban nem egységes a fokszam jelolése, érdemes minden gréfel-
méleti konyvben legeldszor a fokszam jelslését megnézni.

1.18. Definicié: A tetszbleges G graf egy csiicsa izoldlt®) (isolated),
ha fokszdma 0, vagyis él nem illeszkedik rdé. [

A kovetkez6 alfejezetben grafok osszefiiggdségével és komponenseivel fog-
lalkozunk, az izoldlt pontok specidlis komponensei a grafnak. Tulajdonkép-
pen az olyan cstcspontok is elszigeteltek, amelyekre csak hurokélek illeszked-
nek, de a szakirodalomban ez a széhaszndlat terjedt el, és sok Osszefiiggés
igazolasakor is jobb ez az elnevezés.

1.19. Definicié: Egy tetszbleges grif reguldris (regular), ha minden
csucsanak fokszama ugyanannyi. Ha ez a kézds fokszdm a k € N természetes
szdm, akkor a grdfot k -reguldris grdfnak hivjuk. O

Ime itt a legelsd "igazi” Tétel és kovetkezményei:

1.20. Tétel: (Kézfogési tétel / Handshaking Theorem ) Tetszoleges G =
(V, E) grafban a csicsok fokszamainak 0sszege az élek szamanak kétszerese:

> d(v)=2-|E| (1.1)

veV

Bizonyitds: Minden élnek két végpontja van, vagyis ezt az élet is mind-
két végpontjandl, azaz kétszer szdmoltuk meg, még a hurokéleket is. O

Hasonléan szamolja meg a juhdsz is juhait: a labak szdmat osztja el négy-
gyel. Ez utébbi bizonyitds azonban csak olyan hipergrafokrdl szolt, ame-
lyeknél minden hiperél 4 csicsra illeszkedik, az egyszertiség kedvéért legyen

8) elszigetelt (latin)
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e 4 csucs kiilonbozd, azaz E C [V]* : a juhok a hiperélek, és ldbnyomaik a
hipergraf cstcsai (vagyis egymés ldbdra is 1éphetnek).

Hogy miért hivjuk a fenti Tételt ”"Kézfogdsi tétel”-nek? Egy tarsasig-
ban a riporter mindenkitél megkérdezi, hanyszor fogott kezet masokkal (a
hurokélek ismét bonyodalmat okoznak), és ebbél kitaldlja: hany kézfogds is
volt a valésdgban.

1.21. Kovetkezmény: Tetszbleges grifban a pdratlan foki csicsok
szdma paros.

Bizonyitas: Az (1.1) egyenléség jobb oldala paros. [

1.22. Ko6vetkezmény: A szénhidrogénekben (C,H,, dsszegképletti mo-
lekuldk) mindig pdros szamiu H atom van.

Bizonyitas: Csak a H csticsok fokszama paratlan. [

A kovetkez6 fogalmat is dllandéan hasznaljuk az elmélet sordn: adott
(input) gréfokban keresiink majd kiilonféle specidlis (j6 tulajdonsagu) rész-
grafokat.

1.23. Definicié: Legyen G = (V, E) tetszbleges graf. Fkkor a H =
(W, F) grif részgrafja (subgraph) G -nek, ha W CV és F C E, azaz

Ve,y e W {z,y} e F={z,y} € F
és tobbszoros élek esetén
Vee E. mpy(e) <mg(e) .

A H = (W,F) grif feszitett részgrafja (spanned subgraph) G -nek,
ha W CV és
Ve,y e W {z,y} e F & {z,y} € E

és tobbszords élek esetén
Vee & mg(e) = mg(e) .
A részgrifot H C G, mig a feszitett részgrafot H < G jellel jeloljik. O
Bar a H graf 1.2 Definicigjabdl kovetkezik, nem drt meggondolni, hogy

egy G graf tetszoleges részgrifja nem més, mint hogy a G graf néhédny csicsat
és kozottik néhany élt kivdlasztunk, "behizunk”. A feszitett részgraf ennél
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annyival tobb, hogy a kivédlasztott csicsok kozott az dsszes G -ben szerepld
élt, multiplicitdssal egyiitt behizunk. Példaul részgraf esetén eldfordulhat a
W=VéF ; E eset is, mig feszitett részgraf esetén a W = V' egyenléségbol
F = E kovetkezik.

Az alédbbi rajzon a részgraf, feszitett- és feszito részgrafok kozotti kiilonb-
séget szemléltetjiik.

A B C A E C

D D(/E F
20

G H I GC/H(/I

Részgrif, feszitett- és feszito részgrifok
1.3. dbra

1.4. Utak, Osszefiiggoség

A gréfokban el6fordulé utak és korok a graf sok tulajdonsdgaival kapcesolat-
ban vannak, mind elméleti és gyakorlati kérdések megolddsdban fontos sze-
repet jdtszanak. Bar a nevezetes grafok kozott mar megismerkedtiink veliik,
mint kiilonallé grafokkal, most azonban adott graf részgrafjaiként vizsgdljuk
Oket.

1.24. Definicié: Legyen G = (V,E) egy tetszdleges graf. A P =
(co,...,ck) €V pontsorozat k -hosszi at vagy séta vagy vonal (path)
G -ben, ha {c;,c;i1} € E minden 0 <i < k esetén.

Ha G -ben tobbszorios élek is elofordulnak, akkor a (co,...,cx) C V' pont-
sorozat mellett egy (e, ...,ex) C E élsorozatot is meg kell adnunk ahol e; a
{¢i,cix1} € E tobbszords él kozil az egyik lehetséges.

A P it kezdopontja cq , végpontja ci, vagyis a P 1t a ¢y és ¢, pontokat
koti Ossze.

A G graf C kdre minden olyan tja, amelynek kezdd és végpontja meg-
egyezik: ¢ = ¢ - U
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Természetesen a graf fenti definicié szerinti titjai és korei az 1.14. Definicié
szerint (is) utak és korok, és a 1.23. Definicié szerinti részgrafjai is G -
nek. Azonban, ha a graf csicsain vagy élein szeretnénk sétdlni, 1ényeges
az érintett csicsok és élek sorrendje, kiilonosen akkor, ha valamely csiicson
vagy élen tobbszor haladunk keresztiil. (Ezt a kérdést részletesebben az
1.26-28. pontokban vizsgéljuk.) Ennek ellenére a fent definidlt utak és korok
nem irdnyitott grafok, bar, mint most emlitettiik, az 1.23. Definicié szerinti
részgrafokndl ”valamivel” tobbek.

1.25. Definicié: Legyen G = (V,E) egy tetszdleges graf. A P =
(coy..oycx) €V it (vagy kor) hossza (length) a benne szereplo (érintett)
élek szama:

UP):=k

Ha G éleit a w : E — R fiigguény silyozza, akkor eqy P = (cg,...,cx) CV

ut osszsilya (koltsége) a benne szerepld (érintett) élek sszsilya:

[aary

n—

w(P) =Y wle)=> w({c,cp}) O
eeP i
1.26. Definicié: A G = (V, E) grif P = (co,...,c,) €V dtja (kore)
egyszerii ut (vagy kor), ha a benne szereplo {c;,c;11} élek és c¢; csicsok
mind kilonbozoek, azaz P -ben nincs sem él- sem csicsismétlodés. [
1.27. Allitias: Ha egy G = (V,E) graf P = (co,...,cx) €V ditjaban
(korében) van élismétlodés akkor van csicsismétlodés is.

Il
=)

Bizonyitas: Ha {c;,cii1} = {¢j, ¢j11} valamely 0 < i < j < n indexekre,
akkor ¢ = j vagy ¢ = j + 1 ami igazolja az &allitast. [

1.28. Algoritmus: A P = (cy,...,cx) € V 1t ismeretében egy egyszerii
algoritmussal felismerhetjiik az itban levé csics- és élismétlodéseket. Sot

ki is kiiszobolhetjiik azokat, azaz taldlhatunk olyan P~ C P egyszerii utat,
melynek kezdd és végpontja (cg és ¢) ugyanaz, mint P -ben. HF! [

A kovetkez6 fogalomra (tobbek kozott) a 9. ” Gréfok sikbaterithetésége”
Fejezetben lesz sziikségiink.

1.29. Definicié: A G = (V, E) graf P = (co, ..., ), Q@ = (do, ...,ds) CV
utjai csucs- illetve éldiszjunktak, ha nincs kézds csiucsuk illetve élik. [

1.30. Allitas: Ha eqy G grdf két utjianak van kozés éle, akkor kizés
csucsuk is van.
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Bizonyitas: Az 1.27. Allitas bizonyitdsanak mintdjara. [

A fenti Allitas szerint a pontdiszjunktség feltétel erésebb az éldiszjunkt-
sdgndl, példdkat minden Olvasé kénnyen tud rajzolni (HF).

Most a grifok egyik legfontosabb tulajdonsdgdt, az dsszefiiggoséget és
néhdny egyszerii Osszefiiggést ismertetiink. Mivel az Osszefiiggdség szinte
a grafelmélet minden fejezetében fontos szerepet jatszik, a konyv olvasdsa
kozben erre is figyeljiink.

A mindennapi széhaszndlattal 6sszhangban egy graf 6sszefiiggdsége valami
olyasmit kell hogy jelentsen, hogy a graf nem esik szét darabjaira, valamik
Osszetartjak. Lassuk tehdt a preciz matematikai meghatdarozasokat és elemi
tulajdonsdgaikat.

1.31. Definicié: Egy tetszdleges G = (V,E) graf osszefiiggd, ha
barmely vy,vy € V csicsai kozott van it. O

1.32. Allitas: Egy tetszbleges G = (V, E) graf pontosan akkor dsszefiiggd
ha létezik olyan a € V' csics hogy belole a grif minden csicsdba vezet 1it.

Bizonyitds: Ha a graf barmely v,w € V csicsaibdl eljuthatunk egy
uton (éleken keresztiil) a -ba, akkor természetesen a -n keresztil barmelyik
csticsbol barmelyik csticsba is eljuthatunk. [

1.33. Allitas: Tetszbleges G = (V, E) grdf barmely két pontja kézitt ha
van Ut akkor van egyszer it is.

Bizonyitas: Ha a P = (cg,...,cx) € V 1t nem egyszer{i, van benne
¢; = ¢; csucsismétlédés valamely 0 < i < j < n indexekre. Ekkor a (¢, ..., ¢;)
kort "kivaghatjuk” az utbdl (HF), és az eljarast addig ismételjiik, amig az 1t
egyszerii nem lesz. [l

1.34. Allitas: Ha a tetszbleges, dsszefiiggs G = (V, E) grafban van kor,
akkor e korbol barmelyik élét elhagyva a grdf még mindig dsszefiiggd marad.

Bizonyitas: Legyen P = (co,...,c;x) C V, ¢g = ¢ a graf egy kore, és
egyszeriiség miatt tegyiik fel, hogy a csucsokat gy szamoztuk, hogy a {cy, c1 }
élt hagyjuk el. Legyen a,b € V két tetszoleges csiics. Megmutatjuk, hogy
a csonkitott G~ grafban is van 1t a és b kozott. Az eredeti graf osszefiiggd
volt, ezért volt Py it a és b kozott.

Ha P, tartalmazta esetleg a {cg, 1} élt, akkor ezt az élt (mindegyik el6-
forduldsakor) helyettesitjuk a C' kor megmaradt (cq, ..., ¢;) darabjéval. [
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A fenti (egyszeril) algoritmust ismételgetve végiil kormentes 6sszefiiggd
grafokat kaphatunk, melyeket a 6.”Fak” Fejezetben vizsgdlunk részletesen.

Bar a grafok alkotérészei pontok és élek, mégis nagyobb egységeket ne-
veziink a grafok komponensei -nek. Vizsgan (sem) nem illik 6sszetéveszteni
ezeket a fogalmakat, és emlékeztetiink arra, hogy a graf polusai is mést je-
lentenek!

1.35. Definicié: Legyen G = (V, E) egy tetszoleges graf. G mazimdlis
osszefliggd részgrifjait a graf komponenseinek vagy tagjainak (component)
hivjuk.

Masképpen: H C G komponens ha H 0sszefiiggo és nincs G -nek olyan
L C G osszefiiggd részgrafia mely tartalmaznd H -t, azaz H C L és H # L
lenne. [

Ha tekintjiikk V -n az "z és y kozott van ut" « ekvivalencia reldciot (HF),
akkor a « ekvivalenciaosztédlyai éppen G komponenseit adjak meg. (A fenti
definiciét Skolem ®)-lezdrds (Skolem-hull) segitségével is meg lehetne fogal-
mazni.) A 4.”M4trixok” Fejezetben bemutatott ”tintacsdppentés” algorit-
mus is lényegében ezen az elven miikodik.

A gréf izoldlt pontjai nyilvén a graf (legkisebb) komponensei. Az is kony-
nyen beldthatd, hogy minden gréf (sajat) komponenseinek diszjunkt tinidja.

Az alédbbi dbran egy graf komponenseit rajzoltuk fel.

—

Egy tobb komponenst, graf
1.4. abra

A kovetkez6 két definicié azzal foglalkozik, hogy egy graf mennyire 6ssze-
fiiggd, milyen "nehéz” nem sszefiiggd részekre bontani. E fogalmakra (tobbek
kozott) a 3.” Hamilton korok” Fejezetben lesz sziikségiink.

9) Thoralf Albert Skolem (1887-1963) norvég matematikus
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1.36. Definicié: Legyen G = (V, E) egy tetszoleges Osszefiiggd grdf.
Ekkor egy tetszoleges v € V' csiics illetve e € E él elvagd csucs illetve él,
ha a v csicsot illetve az e € E élt a G grafbol elhagyva (v elhagydsa esetén
a rd illeszkedd éleket is elhagyjuk) a kapott graf mdar nem dsszefiiggs. O

Természetesen egy e € I/ él elhagydsakor az él csicsait nem hagyjuk el
a grafbol.

1.37. Definicié: Egy tetszoleges G = (V, E) grif k -szorosan csiucs-
illetve élosszefiiggd (k € N tetszbleges természetes szam), ha barmely k—1
-nél kevesebb csiicsdt illetve élét elhagyva (csicsok elhagydsa esetén a rdjuk
illeszkedd éleket is elhagyjuk) a kapott graf még mindig 6sszefiiggd.

A tobbszorosen csucsosszefliggo grafokat egyszertien csak tobbszbrbsen
osszefiiggdnek is hivjuk. [

Vegyiik észre hogy az 1 -szeresen osszefiiggd grafok éppen az (1.31.Defini-
ci6 szerint) osszefiiggd grafok.

1.38. Allitas: Tetszbleges k € N természetes szamra ha egy (tetszbleges)
graf k-szorosan csucsdsszefiiggd akkor ugyanannyiszorosan élosszefiliggo is. [

1.39. Definicié: Legyen G = (V, E) egy tetszbleges grdaf. Tetszdleges
x,y € V csucsai kozott értelmezziik az x és'y csicsok tavolsdgdt (distance)
a kovetkezoképpen: legyen

az x és y kozott hizodo ha létezik ilyen it
d(x,y) = legrovidebb it hossza
00 ha nem létezik ut

Ha G silyozott élt grif w: E — Ry fiigguénnyel, akkor definidlhatjuk a
csucsok sulyozott tavolsdgat: (weighted distance)

az x és y kozott hizodo ha létezik it
dy(x,y) := legolcsobb it dsszkoltsége O
00 ha nem létezik

Beldthato, hogy tetszoleges siilyozatlan élii grafban d(z,y) metrika (1d. az
aldbbi Allitast), azonban stlyozott élii grafban d,(z,y) mar nem mindig
(HF).

Azt is meggondolhatjuk, hogy egy graf pontosan akkor osszefiiggd ha
d(x,y) < oo minden z,y € V cstcspér esetén.
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1.40. Allitas: Tetszbleges G = (V,E) grif esetén a
d:VxV —-R,

fiigguény metrika, azaz teljesiti az aldbbi tulajdonsdgokat (axiomdkat):

(i) d pozitiv definit, azaz barmely x,y € V csicsokra
d(xz,y) >0 és dlz,y) =0z =y
(ii) d szimmetrikus, azaz barmely x,y € V csicsokra
d(z,y) = d(y, v)
(iii) (haromszog - egyenldtlenség): tetszoleges x,y € V csicsaira
d(z, z) < d(z,y) + d(y, z)

Bizonyitas: HF. [

Az aldbbi fogalmakat (is) tobbszor fogjuk hasznélni a gréfelmélet tobb
fejezetében.

1.41. Definicié: Legyen G eqy tetszoleges grif. Ekkor G atmérdje
(diameter), d(G) a grdfban taldlhato legnagyobb, mig G derékbdsége
(girth), g(G) a legkisebb kdr hossza, illetve +oo ha a graf kormentes. O

Az aldbbi fogalmak az algoritmuselmélet témakorébe tartoznak, preciz
definiciéjuk a III. részben taldljuk meg. Mivel azonban a gréfelméleti prob-
lémékat megprobaljuk algoritmikus szempontbdl is tekinteni, ezért most meg-
adjuk a fogalmak naiv (népszeriisit6) véaltozatét. Hangstlyozzuk azonban,
barmilyen hihetetlen is, hogy preciz matematikai fogalmakrél és réluk szolé
precizen megfogalmazott és bebizonyitott eredményekrol van sz6, nem filozé-
fiai fejtegetésekrol!

1.42. Definici6: Tetszoleges f,g: N — R fiigguények esetén azt mond-
Juk, hogy f = O(g) azaz f (egyenls) nagy ordé (big oh) ¢, ha f és g
nagysdagrendje ugyanakkora, azaz léteznek olyan ci,co € Ry walds szamok,
amelyekre

c1-g(n) < f(n) <cz-g(n)

(n)

g < —=<c
g(n)

azaz
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barmilyen n € N természetes szdm esetén. 0

1.43. Definicié (naiv): A 7 (algoritmikus) problémat N'P -teljesnek
(N'P-complete) hivjuk, ha igaz rd a kovetkez6: HA 7 -re LENNE gyors al-
goritmus, AKKOR a vilag OSSZES problémdjara is (azonnal) LENNE gyors

algoritmus. ([l

1.5. Osszefoglalé vizsgakérdések

Az aldabbi problémdkra dltaldban a konyv tébb fejezetében visszatériink. Ne
csak a konyv elolvasdsa utdn, hanem mdr olvasdsa kézben is gyljtsiik 6ssze
a kiilonbozo elméleti valaszokat és algoritmusokat!

1.5.1. Osszefiiggéség- ellenérzé és komponens- keresé algoritmusok, ossze-
fiiggések.

1.5.2. Mely fébb fogalmakban (Definiciok) elméleti osszefiiggésekben
(Tételek és Alh’tésok) és algoritmusokban lényeges vagy lényegtelen az adott
graf osszefiiggdsége?

1.5.3. Tetszbleges grafban pératlan/péros/bdrmilyen kor létezésére ill. a
graf kormentességére vonatkozo eredmények.

1.5.4. TetszOleges grifok izomorfidjardl szolé osszefiiggések, megismert
algoritmusok.

1.5.5. Nevezetes grafok (I1d. fenti alfejezet) 6sszes tulajdonsagat gytijtsiik
ossze a konyv kiilonboz6 fejezeteinek megfeleléen (pl. K., , Kpyn , Hy , Ch,
P, , S, , W, , Petersen- , fa- , reguldris-, stb. grafok).

A bevezetoben emlitett valamint az aldbbi kérdéseket fogalmazzuk meg a
grifelmélet fogalmaival és keressiik meg a vdlaszt a tanultak alapjdn!

1.5.6. Igaz-e, hogy egy 6 tagu tarsasagban, ahol a személyek ismeretsége
kolcsonos, mindig taldlhaté 3 olyan személy, akik mindegyike vagy ismeri a
masik kettét, vagy mindegyike nem ismeri a masik kettét!

1.5.7. Bejdrhato-e a 8x8 -as sakktdbla egy huszérral gy, hogy minden
mezdre pontosan egyszer 1épjiink, és visszatérjiink a kiinduldsi mezore?

1.5.8. Rajzoljuk meg egy vonallal az aldbbi rajzot a ceruza felemelése
nélkiil, és minden vonalon csak egyszer haladjunk &t!
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Rajzoljuk meg egy vonallal
1.5. dbra

1.5.9. Adott egy szamitogép - hélézat. Vizsgdljuk meg megbizhatésdagat,
ha tudjuk, hogy egyszerre legfeljebb két kapcsolatnak szabad elromolnia !

1.5.10. Elhelyezhetok -e 0 -dk és 1 -esek egy kor keriiletére 1igy, hogy
egy adott koriiljarasi sorrend szerint az egymaés utéan kovetkezo harom szamje-
gyet az 0sszes lehetséges modon leolvasva minden 3 hosszisagu 0-1 sorozatot
pontosan egyszer kapjunk meg?

1.5.11. Egy klubdélutdnon 10 fii és 10 ledny van jelen. Minden fit
legaldbb 5 ldnyt és minden lany legaldbb 5 fiit ismer (az ismeretség koleso-
nos). Tancolhat-e az 6sszes résztvevd gy, hogy minden tdncol6 parban levd
fid és lany ismerje egymést?

1.5.12. Egy telken 3 héaz és 3 kit van. Tervezhet6 -e kilenc 1t a hazaktol
kozvetleniil a kutakhoz anélkiil, hogy az utak keresztezzék egymast?

1.5.13. Legkevesebb hény szinnel tudjuk Eurépa térképét (2000.augusz-
tus 31. -ei dllapotdban) gy kiszinezni, hogy hatéros orszdgok szinei kiilon-
bo6zok legyenek?

1.5.14. Igaz-e, hogy minden téarsasdgban pdros azon személyek szdma,
akik akik pédratlan sok jelenlevot ismernek (kolcsonosen)?

1.5.15. Miért nyilt szénldanciak a paraffinok (a C), Hay, 1o képlett szén-
hidrogének)?

1.5.16. Miért van minden fullerénmolekuldban pontosan 12 db 6tszog és
(szinte) akdrmennyi hatszog?

1.5.17. Egy sakkversenyen barmely két jatékos legfeljebb egyszer jétszott
egymdssal. Mutassuk meg, hogy a verseny barmely pillanatdban van két
versenyz0, akik eddig ugyanannyi mérkozést jatszottak le!

1.5.18. Leiiltetheté-e egy ottagu ill. hattagi tdarsasdg minden tagja
egyetlen (kerek) asztal koré dgy, hogy mindenkinek ismerése legyen a két
szomszédja, feltéve hogy mindenkinek a tarsasdgban legaldbb 3 (kolcsondsen)
ismerdse van?
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1.5.19. Egy gyar hat kiilonb6z6 szinti fonalbdl készit kétszinti kelméket.
Minden szin legaldbb harom pdrositdsban eléfordul. Mutassuk meg, hogy
kivdlaszthaté a kelmék koziil harom olyan, amelyeken mind a hat szin el6for-
dul!

1.5.20. A sikon (vagy a térben) adott néhdny (véges szdmi) pont tugy,
hogy a kozottiik fellépd tavolsdgok mind kiilonbozéek. Minden pontot kossiink
Ossze a hozza legkozelebbi ponttal. Igazoljuk, hogy bezarédé vonal nem johet
igy létre!

1.6. Feladatok

Az eléz6 alfejezeten kiviil a Szerzé [Szls,97] Feladatgyiijteményében sok
feladatot taldlunk a grafok elemi tulajdonsagait illetéen, ezekbdl most csak
pdrat ismertetiink.

1.1.Feladat: Mutassuk meg, hogy egy egyszerii grafban mindig van (leg-
alabb) két azonos foku csics!

1.2.Feladat: Atlagosan hany éliik van az n szémozott cstcsu egyszerii
grafoknak 7

1.3.Feladat: Mutassuk meg, hogy minden kétpélusi grifban minden
kor pdros hosszisagu.

1.4.Feladat: Van-e 77 csicson 5 -reguléris graf 7

1.7. Hivatkozasok
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[BC| Berge, Claude: Graphs and Hypergraphs, North-Holland, 1973
[GJ] Goldman Julia: Egy dtlet: alkalmazzunk grdifokat, VIII. (1998),
91-94

[PK] Pintér Klara: Rajzoljunk grdfokat, Polygon VIII. (1998), 51-71
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2. fejezet

Euler korok és utak

DEFINICIOK. EULER TETELEI, AZ ALGORITMUS GYORSASAGA. A KINAI
POSTAS PROBLEMAJA.

Kivétel nélkiil minden gréfelméleti konyv, tanulmény, eléadds Euler 1736-
ban megjelent dolgozatdnak emlitésével indul, ami valé igaz, a legelsé olyan
munka, mely elvonatkoztatott absztrakt valamik és a kozottiik levo kapceso-
latokat vizsgdlja.

2.1. A konigsbergi hidak

Az aldbbi dbran ldthatjuk a Konigsbergi (ma Kalinyingradi) Pregel folyon
ativeld 7 hidat.

Koénigsberg ma (Kalinyingrad) és a hidak
2.1. dbra

183
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Lehetséges -e (vasdrnap délutdn) olyan sétdt tenniink, hogy minden hi-
don pontosan egyszer haladjunk végig (az mindegy, hogy milyen irdnyban)?
Induldsi és érkezési helyiinket a vdrosban tetszolegesen hatdrozhatjuk meg.
Olyan sétat is kérdezhetiink, amikor induldsi helyiinkre kell visszaérkezniink.

Nyilvanval6an vélasztasunk a szarazfoldi részeken (part vagy sziget) van:
melyik csatlakozé hidon folytatjuk utunkat. Igy, ha a szarazfsldeket (csomo)
pontokkal, a hidakat vonalakkal (élekkel) abrézoljuk, akkor a 2.2. &brat
kapjuk.

ﬂf

A hidak és a graf-modell
2.2. dbra

A feladat pedig a kivetkez6: minden élen pontosan egyszer kell keresztiil-
haladnunk, mindegyik csticsot tobbszor is érinthetjiik, a kiinduldsi és az
érkezési cstcsok tetszolegesek. A probléma nehezebb véltozaténdl a kiin-
duldsi és az érkezési cstics tetszoleges de azonos.

Ehhez hasonlo feladattal iskoldaban, rejtvényijsdgban sokszor, taldn még
a gyakorlatban is néha taldlkozunk: megadott dbrdt kell megrajzolni egy
vondassal, a ceruza felemelése nélkiil, minden vonalon csak (pontosan) egyszer
keresztiilhaladva. Itt is nehezithetjiik a feladatot azzal, hogy a kiinduldsi és
az érkezési cstcs legyen azonos. A szerzé [Szls,’ 97| feladatgyiijteményében
is sok hasonlé gyakorlé abrdt taldlunk (HF).

A fenti tipusu problémékat gyakran “a Konigsberi hidak problémdjinak”
is szokds hivni, aldbb megadjuk preciz lefrdsukat.

A tovébbiakban (mint az egész konyvben is) G = (V, E) egy tetsz6leges
graf, azaz tobbszoros és hurokélek is lehetnek a grafban.
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A probléma két véltozatét - it vagy kor - hasonlésaguk miatt igyeksziink,
ahol lehet egyszerre vizsgalni, vigydzzunk azonban a kiilonbségekre!

2.1. Definicié: A C C G dt/kér a grif Euler dtja/kére ha G
minden élét pontosan egyszer tartalmazza, azaz ha C -ben érintett csicsok
sorrendben C' = (cy,...,Cn) , akkor a

{{ci,cima} o i<m}
illetve a
{{eiycim} i <m}PU{e, i}
élek sorozata egyszeresen kiadja a G grif FE éleinek halmazdat. U

2.2. Megjegyezések: (i) hasznalatos még az Euler-bejaras elnevezés
is, mi inkdbb a matematikai szakkifejezéseket haszndljuk.

(ii) Az Euler utak/korok nem feltétleniil egyszertiek, hiszen csicsismét-
16dés lehetséges benniik (sét legalabb harmadfoki csicsokndl sziikséges is a
cstics tobbszori érintése), de az élismétlddés, mint a definicié ki is mondja, ki
van zarva.

(iii) Bar C részgrafja G -nek, de a cstcsok és élek megegyezése mi-
att C' = G , vagyis gy, részgrafokkal, nehézkes lenne a definicié. Vi-
gyazat: C' megaddsdndl lényeges a csicsok megaddsi sorrendje, a csticsok
ismétlddése ellenére (vagy éppen miatta). Tehat téviton jar az, aki az Euler
- utakat /koroket részgrafként igyekszik (egyszeriisitve) megkozeliteni!

Az eredeti definiciét altaldanosithatjuk tobbféleképpen: példaul, ha min-
den élt (utcat) pontosan kétszer kell bejarnunk (”preciz postds”), vagy neve-
zetes a "kinai postds” probléméja

2.3. Probléma: (A Kinai postéds problémaja): Adott egy G silyozott
élti graf w: E — Ry pozitiv sulyfiggvénnyel. Keresendd olyan C' C G 4t /kor
amely G minden E -beli élét (legaldbb egyszer) tartalmazza és

w(C) ==Y w(e)
ecC
mainimdlis. U
A fenti problémét Mei-ko Kwan kinai matematikus tanulmanyozta elészor,
az O tiszteletére nevezték el a problémat igy. A fenti véltozatban (is) ter-
mészetesen még élismétlédés is lehetséges. A probléma fenti és mas val-

tozataival konyviinkben nem foglalkozunk, az érdeklédéknek Hajnal Péter
[HaPé,97/3| és Lipi-Nemes-Novék [LN N| konyveit ajénljuk
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2.2. Euler tételel

A kérdéskor legelso és legfontosabb eredménye Euler eredeti tétele, amit alabb
foglalunk 6ssze, sot lényegében Euler eredeti gondolatmenetét hasznaljuk.
Felhivjuk a figyelmet, hogy a tétel egyrészt egyszerii, és a gyakorlatban is
pillanatok alatt (O(n?), de miért?) ellenérizhetd jellemzést ad az Euler-kirok
és utak létezésérell) | sét gyors algoritmust is megkeresésiikre!

Hangsiilyozzuk, hogy az aldbbi tételekben G tetszoleges graf, azaz tobb-
szoros- és hurokélek is lehetnek a grafban.

2.4. Tétel® (Euler, 1736): Tetszbleges G grdfban pontosan akkor van
Euler - kor, ha a grdf dsszefiiggd (izolalt pontoktdl eltekintve) és minden csics
fokszdma pdros.

Bizonyitas: Ha a grafban van Euler- kor, akkor izoldlt pontok
nem lényeges hogy vannak avagy sem (hiszen az élek irdnt érdeklédiink),
egyébként a graf tobbi része (csicsa) sziikségszeriien Osszefiiggd, hiszen a
tobbi csics mindegyike (legalabb) egy élhez tartozik, és az Euler kor, dssze-
fiiggd lévén, és az Osszes élt tartalmazza, igy az Osszes tobbi (nem izoldlt)
cstcsot 6sszekoti. Tovabba, az élek bejarasakor minden csiicsnédl ugyanannyi-
szor lépiink ki mint be (hurokéleknél is), hiszen kérbementiink, vagyis minden
csucs fokszdama valéban péaros.

Tehdt G az izoldlt pontoktdl eltekintve osszefiiggd, és minden cstics
fokszama paros, és a grafban egy Euler - kort kell keresniink. Az egyszeriiség
kedvéért a tovabbiakban az izolalt pontokat nem vessziik figyelembe.

Az &llitéast teljes indukciéval bizonyitjuk a graf éleinek szamédra vonatko-
z6an, s6t egy (polinomiélis) algoritmust is adunk az Euler-kor megkeresésére.

Ha a graf egyetlen élt tartalmaz, az csak hurokél lehet, ha minden cstcs
foka pédros, ez pedig egy Euler-kor.

Ha két éliink van, akkor az Osszefiiggség és a csicsok paros fokszamai
miatt a két él vagy egy kétszeres és két kiilonbozo végponti él, vagy két
hurokél egyetlen pontra illeszkedve (HF: miért?)

Tekintsiik tehat az indukciés lépést, vagyis egy G = (V, E) grafot, tobb
mint két éllel.

Valasszunk egy tetszoleges csticsot, vg € V' -t. Induljunk el vy -bdl barme-
lyik, belole kiindul6 élen és tegyiink egy sétat tetszoleges éleken keresztiil,

1) ellentétben a Hamilton korokkel, amik létezésének problémaja NP -teljes
2) Sem ez, sem a kovetkezéd Tétel nem tévesztendd ossze Euler poliédertételeivel, amiket
a 9. Fejezetben ismertetiink!
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amig el nem akadunk. Utkozben csak arra kell iigyelniink, hogy egyetlen
élen se menjiink keresztiil tobb mint egyszer.

Hol akadhatunk el? Ha egy csicson keresztiilmegyiink, fokszamét ket-
tovel ”csokkentettiik”, azon két élére nem léphetiink mar tobbszor, ame-
lyiken bejottiink ill. kimentiink. FEz csak a legelsd, vy csicsnél és csak a
legels6 1épésiinknél (els6 él) nincs igy. Lévén mindegyik cstcs eredeti fok-
szama paros, csak vy -ban akadhatunk el, vagyis kort jartunk be. Jeloljiik
ezt a kort Cy -al, ismételjiik: Cj -ban élismétldédés nincs!

Hagyjuk el a G grafbdl a Cy dltal érintett éleket és az esetleg igy keletkezett
izoldlt csicsokat. A megmaradt graf nem lesz feltétleniil osszefiiggd, kompo-
nenseit (amelyek azonban mar osszefiiggéek) jelsljiikk Gy, ..., Gy, -val.

Mint feljebb meggondoltuk, el6z6 (Cy -beli) sétank sordan minden cstcsot
péros sokszor érintettiik, vagyis fokszédmukat pdros szammal csokkentettiik.
Igy a G; komponensek csticsai paros fokszamuak, vagyis dsszefiiggd voltuk mi-
att teljesitik Euler feltételeit. Vagyis alkalmazhatjuk az indukciés feltevést a
G4, ..., G komponensekre, ami alapjan megkapjuk C', ..., C Euler - koreiket.

A Cy és (Y, ..., C korokkel nyilvanvaléan egyrétiien lefedhetjiik az eredeti
G graf osszes élét, de nekiink egy korre van sziikségiink. Az aldbbi &llitds
alapjédn 6ssze tudjuk flizni koreinket egyetlen korré, ami nyilvin a keresett
Euler - kor lesz.

2.5. Segédallitas®): Cy -nak mindegyik C; korrel van (legaldbb egy)
kézds csucspontja.

Bizonyitas: Ne feledjiik, hogy G eredetileg sszefiiggd volt.

k =1 esetén, vagyis ha Cj elhagydsa utdn csak a (G; komponenst kapjuk,

akkor G nem mds mint G és Cp, ami csak akkor lehet osszefiiggd ha van
kozos pontjuk.

kE > 1 esetén pedig a Gy, ..., G} komponensek (csucsai) kozott csak Cp
élein keresztiil van 1t, az allitds ekkor szintén nyilvanvalé. [

Az sllitas alapjén pedig a Cy és C1,...,C), koroket mér egyszeriien fel-
ftizhetjiik egyetlen nagy korré (ami az eredeti G graf Euler - kore lesz), a
"korutazas” modszerrel.

3) latinul Lemma
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FEuler- korok felfiizése
2.3. abra

Induljunk el Cj egyik, tetszbleges csicsédbdl (akdrmelyik irdnyba), Cy élein
keresztiil. (Nem feltétleniil kell a vy csticsbdl elindulnunk.) Addig marad-
junk a Cy koron, amig bele nem botlunk valamelyik C;, korbe (annak egyik
v;, csicsaba). Utunkat most a Cj, kor élein folytatjuk, és természetesen a v;,
csicsnél tériink vissza a Cy korre. Ismét a Cy koron haladunk, mig valamely
masik C;, korhoz nem érkeziink, annak v;, csicsandl. A C, kor bejardsa utdn
a v;, csicsndl ismét visszatériink a Cy korre, és igy tovabb. Mér csak annyit
kell meggondolnunk (nem nehéz), hogy végiil is mindegyik C1, ..., C) kort
sikeriilt felfiizniink, és a kiinduldsi csicsba értiink vissza. Mint emlitettiik, a
kapott kor valéban Euler - koér. [

Vegyiik észre, hogy a tétel bizonyitasa egy gyors (polinomidlis) és egyszerfi
algoritmust is ad a létez6 Euler-korok/utak megtaldlasara is!  (HF az algo-
ritmus gyorsasaganak O(...) megéllapitdsal) Az algoritmus programozésa a
tapasztalatok alapjan nem nehéz, javasoljuk az onmagukat rekurzive meghivé
alprogramok (procedurdk/szubrutinok/eljarasok ...) hasznalatat, a bizonyi-
tasban hasznalt teljes indukcié mintdjara.

Bar a fenti Tételbol egyszertien kovetkezik, mégis érdemes kiilon Tételként
megfogalmazni az Euler - utak esetét:

2.6. Tétel (Euler): Tetszdleges G grafban pontosan akkor van Euler
- at, ha a graf dsszefiiggo (izolalt pontoktdl eltekintve) és a pdratlan foki
csucsok szama 0 vagy 2 .

Bizonyitas: Ha a grafban nincs paratlan fokid pont, akkor az el6z6 Tétel
szerint van benne Fuler - kor.
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Legyen tehdt a,b € V a graf két pédratlan fokd csicsa. Ha grafunkat
bévitjitk egy dj {a, b} éllel, akkor minden csics fokszdma paros lesz. Mivel
tobbszoros éleket Euler el6z6 tétele megenged, ezért a bovitett griafban van
Euler - kor, amib6l az 1j {a,b} élt elhagyva egy Euler - utat kapunk. O

A bizonyitasbdl az is kideriil, hogy az Euler - 1t végpontjai a pératlan
foku csticsok.

Euler tételei alapjan, mint 1736 -ban megjelent dolgozatdban is kimu-
tatta, Konigsbergben semmilyen séta (kor vagy 1it) nem lehetséges.

Végezetiil roviden leirjuk Fleury algoritmusat [RoK e, 91] alapjén, melyet
részletesebben Hajnal Péter [HaPé, 97/3] konyvében taldlhatunk meg.

2.7. Algoritmus (Fleury) Euler - korok keresésére. Induljunk ki egy tet-
szOleges xoy € V' csicsbdl, egymads utdn valasszunk ki egyméshoz kapcsolédo
éleket. A kivdlasztott éleket tavolitsuk el a gréafbél, és minden lépésben
a legutols6 kivalasztott élhez csatlakozé élek koziil valasszunk ki egy nem

elvagét (aminek elhagydsa utdn a megmaradt graf még mindig Osszefiiggd
marad). O

2.3. Feladatok

A szerz6 [SzIs, 97| feladatgyfiijteményében elegendd valtozatos feladatot ta-
ldlunk, igy csak egyet emlitiink:

2.1. Feladat: Az aldbbi domindkovekbdl lehet-e egy olyan kort ki-
rakni, hogy mindegyik kovet felhaszndljuk, és a csatlakozé koveken ugyan-
annyi potty legyen az érintkezési feliikon?

HEH R RIS BRI HI R 3R LK
AR

2.4. Hivatkozas

[LNN] Lipi Gébor, Nemes Aron, Novak Istvan: A kinai hadseregtél az
utazo tgynokig (Grafok gépkizelben), Novotrade, 1990
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3. fejezet

Hamilton korok és utak

HAMILTON KOROK ES UTAK, AZ UTAZO UGYNOK PROBLEMAJA. ELVAGO
PONTRENDSZER. DIRAC GABOR, ORE, P0OsA LAJos Es ErDOS PAL
TETELEI. KOCKAGRAFOK ES ALKALMAZASAIK.

1857 -ben Hamilton?) tr 25 angol fontért adta el egy keresked6nek az
alabbi Dodekaéder - jatékot (a kereskedd meggazdagodasarol nincs hiriink):
a dodekaéder(?) cstcsai kiilonbozé virosokat jelslnek, mint példaul Briisszel,
Canton, Delhi, ... , Zanzibar.

A dodekaéder és élgrifja
3.1. dbra

Az éleken haladva gy kell a vdrosokat bejarnunk, hogy minden csu-
cson pontosan egyszer haladjunk keresztiil és a legvégén a kiindulési csticsba

) Sir William Rowan Hamilton (1805-1865) fr matematikus
2) 12 lapu, 20 cstcst és 30 élii szabélyos test, 1d. a kozépiskolai Négyjegyti Fiigguény-
tablazatok segédkonyv térgeometriai részében.

191
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térhessiink vissza. S6t, tetszoleges (egymas mellett levd) vérosbdl kiindulva
kell az Gsszes varoson keresztiilhaladni.

Az Olvas6 éltal esetleg mar hallomdsbdl ismert ”Utazd tigynok prob-
lémdja” hasonlé de nem ugyanaz, a kovetkezd alfejezetben részletesebben
bemutatjuk.

3.1. Hamilton korok

3.1. Definicié: Egy tetszoleges G grif minden pontjat pontosan egyszer
tartalmazé utjat /korét Hamilton at -nak ill. Hamilton kér -nek nevezzik. O

3.2. Megjegyzések: (i) Mar itt hadd hivjuk fel az Olvasé figyelmét
arra, hogy bar a Hamilton- és Euler- korok definicidja nagyon hasonlé (élek
helyett mindossze csicsok szerepelnek), de ez nagyon is lényeges kiilonbség!
Nem csak egyszerti vagy gyors algoritmusunk nincs Hamilton korok keresésére
vagy akér létezésiik eldontésére, de rdaddsul még NP - teljes®) is! Ez a
Tétel més szavakkal azt fejezi ki, hogy Hamilton - korsk keresése "nehéz” (és
ezt be is bizonyitja), réviden: ”bizonyithatéan nehéz”.

(ii) Mint az Euler-koroknél, a Hamilton korsket is szokas Hamilton -
bejaras -nak vagy -vonal -nak is hivni. A Hamilton kort/utat tartalmazé
grafot Hamiltonian ill. semi™®) Hamiltonian graph -nak is hivjdk.

(iii) Az Euler korokkel/utakkal ellentétben, a Hamilton korsk és utak
részgrafjaiként is felfoghatok a grafnak, hiszen nincs csics- (és igy él-) is-
métlédés sem a Hamilton kor /it -ban.

(iv) A fenti probléméra csak O(2") lassu algoritmusok ismeretesek, mint
minden NP-teljes probléméra. Egy trividlis ”algoritmus” a kovetkezé: Vizs-
gdljuk meg a csicsok Osszes lehetséges permutdcidjat: éleken keresztiil be
lehet -e jarni a csicsokat ebben a sorrendben. Ez n csics esetén persze
O(n!) = O0((2)") > O(2") lassd algoritmus ami ”természetesen” mér
kozepes méretii grafoknal is haszndlhatatlan (1d. az A Fiiggelék téblazatét).
Vannak ugyan nagysagrendekkel gyorsabb Hamilton - koroket keres6 algorit-
musok is, azonban azok is O(2") lassuak.

3) Egy 7 algoritmikus probléma NP - teljessége koriilbeliil annyit tesz (naiv defini-
ci6): "Ha a m problémdra lenne gyors [azaz polinomidlis] algoritmus, akkor a vildg dsszes
problémdjdra is lenne gyors algoritmus. 7 Ismételjiik: ez a Tétel nem csak tapasztalat,
hanem bebizonyitott tény.

) felig (latin)
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3.3. Eszrevétel: Hamilton kérok és utak mindig egyszertiek.

Bizonyitas: kovetkezik a definiciébdl! [

3.4. Feladat: Az 1j fogalommal valé ismerkedés céljabdl vizsgaljuk meg
a nevezetes grafokat: K, K,,,, ték, C,, W,, S,, H, kockagrafok,..., van
-e benniik Hamilton - kor. (HF)

Gyakorlati feladatoknadl jol hasznélhatok az aldbbi egyszerii, negativ ssze-
fiiggések, azaz olyan &llitdsok, melyek Hamilton - korok és utak létezését
kizarjdk. Hangsilyozzuk azonban, hogy az aldbbi allitdasok nem ”sziikséges
és elégséges” feltételeket tartalmaznak, azaz a benniik szerepld feltétel nem
teljesiilése esetén egyaltaldban nem biztos, hogy lenne benniik Hamilton - kor
vagy ut !

3.5. Allitas: Ha a G grdfban van k db olyan csics, (k € N tetszbleges),
hogy e cstcsokat a hozzdjuk tartozo élekkel egyiitt G -bol elhagyva

(1) a grdf k-nal tobb komponensre esik szét, akkor a grafban nincs Hamil-
ton kor.

(ii) a grdf k+ 1 -nél tobb komponensre esik szét, akkor a grdfban nincs
Hamilton t.

Bizonyitas: (i) Egy egyszerii korbél k csticsot elhagyva a kér pontosan k
komponensre esik szét. Mivel egy Hamilton -kort tartalmazé grafban a kéron
kiviil més élek is lehetnek, ezért az ilyen grafok legfeljebb k& komponensre

eshetnek szét, ami bizonyitja az &4llitést.
(ii) Hasonléan. [

3.6. Definici6: A fenti dllitasban szereplo k pontot elvagd pontoknak
illetve erésen elvdgé pontoknak (pontosabban pontrendszernck) nevezziik.
O

Az aldbbi ”nyakkendd” grifban példdul az A jeli pont elvigé de nem
erbsen elviagé pont, mig a Wy 7 szélkerék” grafban B er6sen elvagd pont.

>

Elvago és erosen elvagd pontok
3.2. abra

Az alédbbi tételek mennyiségileg is leirjak azt az érzésiinket, hogy sok élt
(nagy fokszamu pontokat) tartalmazé grafokban van H-kor (pozitiv tételek).
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3.7. Tétel (Dirac Gébor, 1952): Ha egy egyszerti grafban minden pont
foka
v
5) = 1 (3.1)
aholV a grif csicsainak halmaza, |V | > 3, akkor a grafban van Hamilton-kor.

A graf egyszeriiségének feltételezése nyilvanvaléan sziikségességes, hiszen
tobbszoros élekkel akdarmeddig novelhetnénk a fokszamokat anélkiil, hogy a
graf Hamilton - kort tartalmazna (HF').

Az Olvasé konnyen taldl olyan egyszerti gréfot is, amelyben §(v) = % —1
minden v € V csicsra, és amely még csak nem is 6sszefiiggd, azaz Hamilton
it sincs benne. Vagyis a (3.1) becslés éles, nem csokkenthetd. Azonban a
becslés nem sziikséges, hiszen tetszéleges (nagy) koérben minden cstics fok-
szama 2 .

Bizonyitas: Legyen |V| = 2m és indirekt médon tegyiik fel, hogy G
-ben nincs Hamilton - kor. Ha létezik G komplementerének olyan éle, ame-
lyet a G grathoz hozzdvéve az igy kapott bovebb grafban még mindig nincs
Hamilton - kor, akkor jeloljiink egy ilyen élt ky -el, és a G -hez k; hoz-
zavételével nyert grafot GG; -el. Folytassuk az eljarast addig amig lehetséges,
azaz egy maximalis, pontosabban telitett (latinul szaturdlt) gréfot kapunk, az
"tjabb élek hozzdvételéle Hamilton-korok nélkiil” tulajdonsdgra nézve. Az
eljaras megakad, mivel a grafok éleinek szdma novekszik, csicsain valtozat-
lanok, a graf a feltétel szerint egyszerii, és ugye K, -ig csak nem juthatunk
el. Jeloljiik a kapott grafok sorozatat GGy, ..., G -el, természetesen a G; = G
esetet is megengedjiik. Az aldbbiakat tudjuk:

GCGs (3.2)
Gs -ben nincs Hamilton-kor , (3.3)
G telitett . (3.4)
és (3.2) -b6l azonnal kovetkezik:
G, -ben minden pont foka legaldabb m . (3.5)

Ha most belédtjuk, hogy bdrmely, (3.4) és (3.5) tulajdonsédggal rendelkez
G graf tartalmaz Hamilton - kort, akkor (3.3) szerint ellentmondésra jutunk.
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3.8. Lemma: Legyen G eqgy tetszbleges eqyszerts 2m csiucsi graf, amely-
ben minden pont fokszima legaldbb m , tovdbbd G -t komplementere barmely
élével bovitve mar Hamilton - kért tartalmazo grifot kapunk. Ekkor G maga
1s tartalmaz Hamilton - kort.

Bizonyitas: K, tudvalevoleg mindig tartalmaz Hamilton - kort ha
m > 2 . Legyen tehdt a,b € V két, éllel tssze nem kotott csics G -ben.
Feltevésiink szerint az {a,b} élt G -hez csatolva mar van Hamilton - kér a
bévitett grafban, aminek {a, b} -t6l kiilénboz6 élei mér G -beliek és a -bol b -
be vezet6 utat alkotnak, és G 6sszes cstcsdt tartalmazzak (azaz Hamilton t).
Jeloljiik az it (azaz a G graf) pontjainak sorozatat (a bejards sorrendjében)

a=a, , ..., Agp—1, A2m = b (3.6)

-vel. Az a = ap csucs a feltételek szerint 6ssze van kotve as-vel de nincs
Osszekotve ag,, = b-vel és legaldbb m -edfoku, igy az as,...,as,,—1 pon-
tok koziil legaldbb m — 1 -el 6ssze van kotve. Ha minden ilyen, az a -val
osszekotott ponthoz megkeressiik a sorrendben kozvetleniil elotte allot, akkor
igy legaldbb m — 1 pontot taldlunk, amelyek az as, ..., as,_o pontok koziil
valok és olyanok hogy a sorrendben utdnuk kovetkezo a -val 6ssze van kotve.

Az ag, ..., Az, 2 pontok koziil legaldbb m — 1 6ssze van kotve b -vel, mert
b is legalabb m -edfoku.

Az as, ..., asy,_o csicssorozatban ugye 2m — 3 csics van, igy van legaldbb
egy olyan kozottiik, amely a fenti két bekezdésben leirt két, legalabb m — 1
-elemii halmaz mindegyikében benne van, legyen ez a; .

Tehat a; ossze van kotve b -vel és a;; Ossze van kotve a -val. Ekkor
azonban a (3.6) -ban felirt Hamilton dtbdl kénnyen taldlhatunk Hamilton -
kort is G -ben: az {a;,a;11} €l helyett az {a;, b} élen keresztiil b -be 1épiink,
visszafelé indulunk a;4 -ig, majd az {a;;1, a} élen keresztiil mar ismét a -ban
vagyunk:

a = day, az,...,a, b:a2ma A2m—1,A2m—2; .-+, Aj4+1, A1 = G . g

Mint lattuk, a Segédtétel bizonyitja a 3.7. Tételt is. [
Dirac tételét altaldnositotta O. Ore norvég matematikus 8 évvel késobb:

3.9. Tétel (Ore®), 1960): Ha egy egyszert, grafban tetszdleges u,v € V
csucsok (amelyek kozott nincs él) fokszamainak dsszege legaldbb annyi, mint

5) @ystein Ore (1899-1968) norvég matematikus
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a csicsok (Gssz) szama, vagyis
o(u) +d(v) = V] -, (3.7)

ahol |V'| > 3, akkor a grdfban van Hamilton-kér. [

Ore tételébol nyilvanvaléan kovetkezik Dirac tétele, tovdbba az Olvasé
altal el6bb megtalalt ellenpélda azt is mutatja, hogy Ore (3.7) feltétele sem
sziikséges a Hamilton korok létezéséhez.

Dirac tételének nagyfoku (mdsik irdnyu) dltaldnositédsét igazolta Pésa La-
jos (Id.aldbb) aki tétele felfedezésekor gimnaziumi tanulé volt. Bizonyitdss-
nak volt alapgondolata a Hamilton - kért nem tartalmazé tulajdonsigra
telitett grafok vizsgdlata, Dirac tételének fenti egyszerli bizonyitédsa is téle
szarmazik. A 3.3. Feladatot is ezzel az 6tlettel oldhatjuk meg.

Az alédbbi Tételeket sem bizonyitjuk most.

3.10. Tétel (Pésa Lajos®), 1962): Ha G = (V,E) egyszerti grif, n =
V| >3 ésminden k <4 természetes szamra igaz, hogy a legfeljebb k-fokui
pontok szama kisebb, mint k, akkor van G- ben Hamilton -kér.

Az dllitds éles, vagyis barmely n > 3 és k < 5 szdmok esetén taldlhato
olyan grdf, melynek csak k darab, legfeljebb k adfoki csicsa van és a grif

nem tartalmaz Hamilton - kort. [

3.11. Tétel (Pssa Lajos, 1962): Ha egy n ponti graf véletlenszeriien
(egyenletes eloszldssal)
c-n-log(n)

élt tartalmaz, akkor elég nagy (régzitett) c € R valds szamra annak a valdszindi-
sége, hogy a graf tartalmaz Hamilton kort, 1-hez tart n — oo esetén. [

A fenti és az aldbbi tételek kozott elsd latdasra csak drnyalatnyi kiilonb-
ségek vannak: a legfeljebb k -fokd pontok szama kisebb vagy legfeljebd k,
valamint Hamilton - kor vagy Hamilton it létezését biztositja a tétel. Azon-
ban Erdos Pal aldabbi Tétele jelentos élesitése Pdsa Lajos Tételének, sajnos a
részletekre és a bizonyitdsokra most nincs médunk kitérni. A vizsgdn azon-
ban vigydzzunk e tételek feltételei kozotti kiilonbségekre!

3.12. Tétel (Erdss Pal)): Ha G = (V, E) egyszerti grif, n = |V| > 2

6) 1947 -ben Budapesten sziiletett kivalé matematikus. 1971 6ta az ELTE Tansrképzd
Karédn dolgozik, ”szabadidejében” tehetséges fiatalokat tanit, készit fel versenyekre.

") méltatdsat 1d. az I. "Kombinatorika” Rész 7. ” Extremdlis halmazrendszerek” c.
Fejezet 6. ldbjegyzetben.
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z . n—1 z Z . . .
és minden k < "= természetes szdmra igaz hogy a legfeljebb k-foki pontok

szama legfeljebb k, akkor van G- ben Hamilton -it. [

3.13. Tétel (Tutte®, 1956): Ha a G grdif négyszeresen Osszefiiggd és
sikba teritheto akkor van Hamilton kére. [

Bar irdanyitott grafokkal konyviinkben nem foglalkozunk, egy egyszeriibb
(de nem trividlis) Tétel mégis ide kivankozik:

3.14. Tétel (Rédei Lészl6()): Egy legaldbb két csicsbol dllo teljes graf
barmilyen irdnyitdsa révén nyert grifnak van Hamilton dtja. [

Az érdeklédok figyelmeébe ajénlhatjuk Gould [G] 6sszefoglald cikkét, amely
ben a Hamilton korok problémakor legiijabb eredményeirdl és nehézségérol
olvashatunk.

Végiil csak arra hivnank fel ismételten a figyelmet, hogy az emlitett po-
zitiv és negativ tételek feltételei kozott nagy tdavolsag van, és a probléma
(bizonyitottan) NP -teljessége miatt nem is varhatunk nagy kozeledést.

Még nagyobb a nehézség az utazo tugynok (kereskedd) probléménal, ahol
sulyozott élii (altaldban sikbeli) grafban kell minimélis 6sszstlyd Hamilton
- kort keresniink. Ugyanis,a fenti Tételek (és érzésiink szerint is) Hamil-
ton - kor létezéséhez a gréfban sok élre van sziikségiink, mig a gréaf sikba
terithetdségéhez éppen ellenkezdleg, kevés élt tartalmazhat a graf (1d. a 9.fe-
jezetet).

Az utazé iigynok probléma a gyakorlatban igen fontos, boséges szakiro-
dalma van. Nem lehet egy-két osszefiiggést kiragadni beldle, éppen ezért
még érintolegesen sem foglalkozunk e témédval konyviinkben. Mindossze csak
a 7. fejezet végén, a feszitofdk egy meglepd alkalmazdasaként mutatunk be
egy tanulsdgos példat. Az Olvasdknak, els6 ismerkedésként a [GL] és [LN N]|
konyveket ajanlhatjuk.

3.2. Kockagrafok és Gray-kédok

Az aldbbiakban ismertetend specidlis grafoknak sokrétii alkalmazédsa van a
miiszaki életben, elektronikai dramkorok elméletében, matematikai logikdban,
eméleti vizsgdlatuk is érdekes tulajdonsdgaikat tarja fel .

8) William Thomas "Bill" Tutte (1917-2002) angol-kanadai matematikus.
9) Rédei Laszlé (1900-1980) magyar matematikus.
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3.15. Definicié: Tetszoleges n € N természetes szamra az n-dimenziés
kockagrafokat (cubic graphs) csucsaik standard cimkéivel a ké-
vetkezoképpen definidljuk:

Hy := egyetlen pont él nélkil, cimkéje legyen (0) .

H, .1 -et a kovetkezoképpen kapjuk meg: rajzoljuk le H,, -et két példanyban
és a megfeleld (azonos cimkéji) csicsokat kissiik dssze egy-egy ij éllel; majd
H,, egyik példanya csicsainak eredeti cimkér elé irjunk 0 -dt, mig H, mdsik
példanydnak eredeti cimkéit 1 -el egészitsiik ki. [

Az alabbi dbrdn néhany, kisebb dimenziés kockagrafot mutatunk be, Hyg
felrajzoldsa HF. (Konyviink cimlapjan H; lathato.)

o H0
0 1
o—o H,
10 11
H,
00 01

Néhany kockagrif standard cimkékkel
3.3. abra

Bemelegitésként megmutatjuk, hogy barmely dimenziés kockagrafban van
Hamilton kor, majd részletesen megvizsgaljuk tulajdonsagaikat, végiil rovi-
den megemlitjitk néhdny alkalmazédsukat.

3.16. Allitas: H, -ben, n > 2 esetén mindig létezik Hamilton kor.

Bizonyitds: Indukciéval n € N-re. Hy = Cy (négyzet), amiben ldthatéan
van Hamilton - kor.

Az indukcios 1épés n + 1 -re a kovetkezd. H,, két példdnyaban az induk-
cis feltétel szerint létezd Hamilton koroket azonos helyen megszakitjuk, és
a H, két példanydban levo megfelelé végpontokat 6sszekoto 1j élekkel e két
megszakitott Hamilton kort osszekotjiik. OJ

Példdul n = 4 esetén az aldbbi Hamilton - kort kapjuk:
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Hy Hamilton kore
3.4. abra

3.17. Allitas: H, -ben az éllel Gsszekitott (szomszédos) csiicsok standard
kédjai pontosan egy szamjegyben (digit) térnek el eqymastdl.

Bizonyitds: n-re vonatkozé indukciéval. n = 0 "iiresen” igaz (nincs két
szomszédos csics).

H, .1 ugye H, két példanydanak megfelel6 médon tortént osszekotésével
jon létre. Ha a két cstics ugyanabban a H,, példdanyban van, akkor az induk-
cios feltevés miatt az éllitds igaz. Ha pedig két kiilonbozé H, példanyban
vannak, akkor a konstrukcié miatt pontosan akkor vannak 6sszekotve, ha ere-
deti cimkéjitk megegyezett, de most egyikiik cimkéjét 0 -val, mig a masikat
1 -el bovitettiik, ami igazolja allitdasunkat. [

A fenti dllitdsok alapjan konnyedén tudunk akdr 2n hosszisdgu listat
késziteni n hosszisagui 0-1 jelsorozatokbdl gy, hogy szomszédos helyen &llé
sorozatok pontosan egy szamjegyben térjenek el egymadstol. Az ilyen listakat
hivjdk Gray kédoknak, amiket példdul elektronikai aramkoroknél és a mate-
matikai logikdban hasznélnak széles korben. Urban Jénos [U] , Johnsonbaugh
[JoRi,' 86] és Rosen [RoKe, 91] konyveiben olvashatunk ezekrél bévebben.

3.18. Definici6: Tetszoleges n,k € N természetes szamok esetén az
(S1,-..y8k) € {0,1}" jelsorozat k hosszisagi Gray kéd, ha a szomszédos
SiySiy1 (i < k) és az sg,s1 sorozatok pontosan egy koordindtdjukban (bit)
térnek el egymastol. U

Gray-kédokat példaul a logikai fiiggvények minimalizédldsdhoz hasznalt
Karnaugh- Weitch médszernél hasznéljunk, vagy példaul egy korbefordithato
kapcsolo 2™ allasat lehet kodolni segitségiikkel: a kapcsolot szomszédos alldsai
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kozott elforgatva mindossze (pontosan) egyik vezetéken levo jel valtozik csak
meg.

3. bitittis =1 —— Lbititt=1

ke «—— 3. bititt =1

S~————— 2 bititt =1

Kapcsolo kodoldsa az eloz6 dbra alapjin
3.5. abra

Neézziik a kockagrafok tovédbbi néhany tulajdonsdgat (bévebb lista taldl-
hat6 [W] -ben).

3.19. Allitas: Tetszbleges dimenzids kockagrafban

(a) H,, -nek 2™ csicsa van, és a cimkék az dsszes n-hosszusdgu 0-1 sorozatok.

(b) H, -ben minden, 2" -nél nem hosszabb paros hosszisdgu kor meg-
taldlhaté. (Azaz van pontosan ilyen hosszisdgu Gray-kdd.)

(c) H, éleinek e, szimdara fenndll a kévetkezo rekurzio:

eni1 =2e,+2" e =0.

(d) H, n -requldris grdf.

(e) H, Fkétpolusi graf.

(f) H, -ben barmely két csics tdvolsaga éppen annyi, mint ahdny helyen
a (standard) cimkéjik eltér eqgymdastol.

(g) H, dtmérdje n .

(h) H,, derékbbsége 4 .

Bizonyitas: Altaldban indukciéval n -re.
(e) a péros illetve a paratlan sok 1 szdmjegyet tartalmazoé cimkéjii csticsok
alkotjdk a két pélust. [
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3.3. Feladatok

A szerz6 [Sz1s,' 97] feladatgyijteményében elegend? viltozatos feladatot
taldlunk az aldbbiakon kfviil.

3.1. Feladat: Mutassuk meg, hogy ha a grdfban minden csics foka
legaldbb k ahol & > 2 rogzitett, akkor van a grafban legalabb k+1 hosszisagu
kor!

3.2. Feladat: Mutassuk meg, hogy ha a grdfban minden csics foka
legaldbb k ahol k& > 2 rogzitett, és a grafnak legfeljebb 2k csiicsa van, akkor
a graf osszefiiggd!

3.3. Feladat: Bizonyitsuk be, hogy ha egy n csicsu grafban legaldbb
(";1) + 2 ¢l van, akkor tartalmaz Hamilton - kort! Mutassuk meg, hogy az

allités (";1) + 1 élii grafokra méar nem igaz!

3.4. Feladat: a) Mely m,n € N természetes szdmok esetén van Hamil-
ton kor/dt a K,,,, teljes paros gréfokban?

b) Mutassuk meg, hogy paratlan csticsbdl 4ll6 (tetszoleges) paros gréafban
nincs Hamilton kor.

c) Mutassuk meg, hogy pdratlan n € N természetes szdmok esetén az
n x n méretli sakktdabla mezoi nem jéarhaték be huszarral 1igy, hogy minden
mezOrre pontosan egyszer 1épiink, és a végén visszatérink a kiinduldsi mezore.

d) Be lehet -e jarni a 8 x 8 méretii sakktdblat a fenti médon?

3.4. Megoldas

3.4. Feladat: d) Igen, egy rajzot a Szerz6 [Szls,’ 97] feladatgyiijtemé-
nyében a 88. oldalon lathatunk.

Roviden: D4, C2, A1, B3, C1, A2, B4, D3, C5, A6, BS, D7, F6, ES, G7,
H5, G3, H1, F2, E4, D6, B5, A7, C8, E7, G8, H6, F5, H4, G2, E1, F3, E5,
F7, H8, G6, F8, H7, G5, E6, F4, H3, G1, E2, C3, D1, B2, A4, B6, A8, C7,
D5, E3, G4, H2, F1, D2, B1, A3, C4, A5, B7, DS, C6.

vagy: Db, C7, A8, B6, A4, B2, D1, F2, H1, G3, H5, G7, E8, D6, C8, A7,
B5, A3, B1, D2, F1, H2, G4, H6, G8, E7, G6, HS, F7, G5, H3, G1, E2, C1,
B3, Al, C2, B4, A2, C3, B4, F6, H7, F8, D7, BS, A6, C5, B7, A5, C4, E3,
F5, H4, G2, E1, F3, D4, (6, DS, E6, F4, D3, E5.

vagy
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50 |11 |24 63|14 | 37|26 | 35
23162511225 |34 |15 | 38
10 149 164 | 21 |40 | 13|36 | 27
6122 9|52 33|28|39]16
48 | 7160 | 120 |41 54|29
29| 4145| 8153|3217 |42
6 47| 257441930 |55
3 58| 546 |31 |56 |43 |18

Megjegyzés: A sakktdbla mezbire azt irtuk, hogy hanyadik lépésben
lépiink arra a mezoére. A fenti megoldds érdekessége, hogy igy egy biivos
négyzetet is kaptunk: minden sorban és oszlopban a szamok 6sszege 260.
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[LNN] Lipi Gébor, Nemes Aron, Novak Istvan: A kinai hadseregtol az
utazo tgynokig (Grafok gépkozelben), Novotrade, 1990

[U] Urbén Jénos: Matematikai logika, Gimnéziumi tankonyv, Tankonyvki-
ado, Budapest, 1987

[W] Wikipédia: Hiperkockagraf, https://hu.wikipedia.org/wiki/Hiperkockagraf
HTTPS://HU.WIKIPEDIA.ORG /WIKI/HIPERKOCKAGR% C3%A 1F



4. fejezet

Grafok matrixai

A CSUCS- (ADJACENCIA-) MATRIX ES VALTOZATAI. UTAK SZAMA, OSSZE-
FUGGOSEG ES KOMPONENSEK. A FOKSZAM-MATRIX, A FESZITOFAK SZAMA.
A7 EL- (INCIDENCIA-) MATRIX ES HALMAZRENDSZEREK.

EGYEB MATRIXOK ES ABRAZOLASI MODOK, MUTATOK (POINTEREK).

A grafok tanulmanyozdsdnak egyik hatékony eszkoze lehet egy olyan meg-
addsi (dbrazoldsi) mod, amellyel kiilonféle szamitdsok vélnak lehetévé. Ilyen
irdnyu torekvések és eredmények mér jéval a szamitégépek megjelenése elott
megjelentek, hiszen nem csak a szamitéasok elvégzését konnyiti meg az adatok
és a szamitdsok rendezése, hanem (mint a jelen és a 13. fejezetben l4tni
fogjuk) elméleti eredmények meglepé felfedezésére és igazoldsara is kivdléan
alkalmasak. (Igy mdr érthetd, hogy mar joval a szédmitégépek megjelenése
el6tt részletesen tanulmanyoztdk a kiilonféle dbrazoldsi médokat.)

Az 1.2. Definicié és a fokszam fogalma mély szamitdsokra nem alkal-
mas, de szerencsére a linedris algebra eszkozei ismét rendelkezésiinkre &ll-
nak. A fejezet tartalmét is jobban érzékeltetné a ”Grdfok szamitogépes abra-
zoldsa/reprezentdcidja” cim, de mivel egy kivételével (mutaték) mindegyik
modszer valamilyen métrix, ezért maradtunk a mar elterjedt ”matrixok” fe-
jezetcimnél.

Természetesen gyakoroljuk gréfok kiilonb6z6 métrixainak felirdsat, és for-
ditva: adott métrix alapjén a graf (szokasos) felrajzoldsét, ami nem lehet til
nehéz feladat. Azonban ne feledjiik: a kiilonbo6z6 algoritmusok, és kiilonoskép-
pen azok szamitégépes leirdsa a grafok (valamely) reprezenticidjat és nem
rajzunkat hasznaljak. Vagyis az algoritmusok (pl. a 4.13. Algoritmus)

203
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gyakorlasakor(!) lehet6leg tartézkodjunk a graf felrajzoldsatol, igyekezziink
csak a reprezentaciéra (pl. a graf médtrixdra) hivatkozni!

Fejezetiinkben csak a csics- és élmatrixokkal foglalkozunk részletesen. A
grafhoz rendelhetd egyéb, példdul kor-, vagat- és egyéb matrixok, valamint
grafok pointerekként vagy éllistdval torténod megadédsi modjaira nincs helyiink
részletesen kitérni. Az érdekldd6 Olvasénak példaul Andrésfai Béla [AnBé, 194],
[A] valamint Recski Andras [Re An,’ 89| konyveit ajénlhatjuk.

Emlékeztetiink, hogy tetszéleges A € R™™ esetén [A];; jeloli az A
matrix ¢ -edik sordnak j -edik elemét, valamint

Sp(A) :=Tr(A) := Z A

a matrix nyoma (Spur/Trace), a f6dtléban levt elemek sszege. [

4.1. Csucsmatrixok

A csicsmiétrixokat szokds adjacencia - métrixoknak is hivni, az angol "z
and y are adjacent” (szomszédos, hatdros, kozeli) elnevés alapjan. A ma-
gyar ” szomszédsagi/osszekotittségi matriz” elnevezés is hasznélatos, ami még
jobban kifejezi a méatrix 1ényegét, a gréaffal valé kapcsolatét.

A csticsmétrixok tobbféle gréafra is definidlhatok, a konyebb érthetéség
céljabdl alabb négy kiilondllé definiciéban adjuk meg a métrix egyes val-
tozatainak meghatdrozésait.

4.1. Definici6é: Legyen G = (V, E) egy tetszoleges egyszerit graf, V =
{v1,...,un} a csicsok eqy tetszdleges, rogzitett felsorolisa. A G grif csics-
(adjacencia- vagy szomszédsdgi-) matrixa az A € {0,1}""" mdtriz, ahol

Al = { 1 ha{v,v;} €E 0

0 ha nem

4.2. Definici6é: Legyen G = (V,E) egy tetszbleges (nem feltétlentil
eqyszerty) graf, V = {v1,..,u,} a csicsok eqy tetszdleges, rogzitett fel-
soroldsa. A G grif csics- (adjacencia- vagy szomszédsagi-) matrixa

1) és természetesen vizsgan valé bemutatésakor
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az A € N™" mdtrix, ahol

k  ha {v;,v;} € E k -szoros (nem hurok) él
[A];; =< 2k ha{v,v;} € E k -szoros hurokél O
0 ha {v;,v;} ¢ £

A hurokélek szamét a matrixban azért kétszerezziik meg, hogy a csucs-
matrixok dltaldnos tulajdonsagai a fenti tipusi (nem egyszeril) gréafok mét-
rixaira is igazak maradjanak.

4.3. Definicié: Legyen G = (V, E) egy tetszbleges stlyozott élii grdf,
melyben hurokélek lehetnek de tébbszoros élek nem, w : E — R pozitiv sily-
fiigguénnyel, és legyen V- = {vq,...,v,} a csicsok egy tetszoleges, rogzitett
felsoroldsa. Ekkor a G grif csucs- (adjacencia- vagy szomszédsagi-)
madtrixa az A € RI™ madtriz, ahol

Al = { w(v;,vj) ha {v,v;} € E B
’ +00 ha nem

A +o0 szimbdélum a szamitégépeknél még nem mindeniitt hasznédlhato,
helyette a legnagyobb dbrazolhaté szamot vagy — -t (vonalkdt) alkalmazha-
tunk.

Bar konyviinkben irdnyitott grafokkal nem foglalkozunk, a teljesség ked-
véért mégis megemlitjiik az irdnyitott grafok csicsmétrixainak definiciéjat
is.

4.4. Definicié: Legyen G = (V, E) egy tetszobleges egyszert, irdnyitott
graf és Vo= {vy,...,v,} a csicsok eqy tetszbleges, rogzitett felsoroldsa. A
G grif csucs- (adjacencia- vagy szomszédsagi-) mdtriza az A €
{=1,0,+1}""" madtriz, ahol

+1 ha (v;,v5) € E
[A]i,j = —1 ha (’Uj,Ui) el ]
0 ha egyik sem

4.5. Megjegyzések: (i) A csicsmédtrixok minden tovabbi alkalmazs-
sdndl, a konyv minden tovabbi dllitdsdndl, megjegyzésénél mindig gondoljuk
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meg alaposan, hogy melyik tipusu grafrél ill. métrixrél van szé! Minden ered-
ményiinket igyeksziink a legdltaldénosabb formaban bemutatni, természetesen
mas tipusu gréfokra mas osszefiiggések igazak.

(ii) A cstucsmétrixok felirdsdndl, mint l4tjuk, fontos a graf csicsainak
V = {wvy,...,u,} sorrendje, bér a cstcsok felcserélése/permutécidja esetén
csak az eredeti csicsmatrix megfelelé oszlopait és sorait kell felcserélniink
/ permutdlnunk. Vegyiik észre azonban, hogy a csticsok sorrendje a matrix
oszlopaindl (fejlécben) és sorainél (oldallécben) mindig ugyanaz kell hogy
legyen! Vagyis az eldbb (és az aldbbiakban) emlitett sor-oszlop cseréknél a
sorokat és az oszlopokat ugyanigy kell permutalnunk!

(iii) Nyilvan akkor célszerii a grafot csicsmétrix alakban felirnunk, ha
sok éle van, kiilonben a matrixnak sok eleme lesz 0 , ami feleslegesen foglalja
a memoériat, nem is szélva a 4.6.(i) Allitasban emlitett szimmetridrél. Ettol
fiiggetleniil mégis csicsmaétrixot fogunk hasznélni, ha az éppen vizsgélt algo-
ritmus ezt kivdnja meg  (Id.pl. az aldbbi 4.13. Algoritmust, vagy az 5., 7.
és 13. Fejezeteket).

Kezdjiik a csicsmétrixok egyszerti tulajdonsdgainak vizsgdlataval. Mint
emlitettiik, mindig gondoljuk meg (HF), hogy az éllitdsok milyen tipusi
métrixokra / grafokra teljesiilnek.

4.6. Allit4s: (1) A G graf komplementerének csicsmdtriza (a4.1.esetben)
A =1-Ag

ahol T a csupa 1 elembdl dllo n x n -es madtrix.

(ii) Az A csicsmdtriz szimmetrikus a fodtlora, azaz AT = A (4.4.
kivételével mindegyik esetben), irdanyitott grifokra (4.4. esetben) alterndld,
azaz AT = —A (AT az A mdtriz transzpondltja ).

(iii) $5p(A) = a hurokélek szama (4.3. kivételével mindegyik esetben)

(iv) Az A csicsmatriz tetszoleges soraban/oszlopaban levd elemek dsszege
(sor/oszlop-dsszeg) a megfeleld csics fokszamaval egyenld (4.1. és 4.2. eset-

ben), azaz
n

> Al =6(vi) (i <n)

j=1

és
n

> Ay =6(v;) (<n)

=1
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(v) Az A csucsmdtrix dsszes elemének osszege az élek kétszeresével eqyenld
(a 4.8. és 4.4. vdltozatok kivételével), azaz

> Al =2-|E|

i=1 j=1
Bizonyitas: Egyszerti HF a definiciok alapjan. [

4.7. Allitas: a 4.1. és 4.2. esetekben
(1) G akkor és csak akkor kétpolusu ha csicsmdtriza sorok és oszlopok
cserélgetésével

0, | X
X110,
alakira hozhatd, ahol 0y és 0o (valamekkora) csupa 0 elemet tartalmazd négy-
zetes matrizok (a két polusnak megfeleléen) és X megfelelo méretis tetszéleges
matrixz (a kézottik levo élek).

(ii) G akkor és csak akkor nem osszefiiggd ha csicsmdtriza sorok és 0sz-
lopok cserélgetésével

Xy

X

Xk

alakira hozhaté, ahol X, ..., X tetszoleges négyzetes mdtrizok (a kompo-
nensek) és a matriz tobbi eleme 0 .

(iii) Két grdf akkor és csak izomorf ha csticsmdtrizaik sor-oszlop cserékkel®)
azonossd tehetok

Bizonyitas: a definicié alapjan kénnyen beldathatéak. [

Az Olvasénak javasoljuk az (i) allitdst tobbpdlusi grafokra is megfogal-
mazni.

Ezek sajnos csak O(n!) = O ((2)") > O(2") lassusdg (csiga) algoritmu-
sok (Id. az A Fiiggelék tabldzatat), hiszen a métrix n sora (és oszlopa) cserél-
getésének mikéntjéhez nincs semmi tampontunk, igy mind az n! lehet6séget
ki kell prébdlnunk. Az aldbbi Tétel alapjén egy kicsit gyorsabb algoritmust
kapunk a grafok osszefiiggtségének eldontésére a 4.12. Allitasban, de a Fe-
jezet végén (tintacsoppentds algoritmus) vagy a kovetkezd Fejezetben (Dijk-
stra algoritmusa) még gyorsabb algoritmusokat taldlunk erre a problémara.

2) természetesen a 4.5.(ii) Megjegyzésben lefrtak figyelembe vételével
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4.8. Tétel: Tetszoleges k € N | k > 1 természetes szamra (a 4.1. és 4.2.
esetben)

[Aij = awv; és v; csicsok kozott hizédo, (4.1)

pontosan k£ hosszisdgui utak szama.

Bizonyitas: Indukciéval k£ € N -re. A k£ = 1 eset a definicié alapjén
egyszeril: i # j esetben [A], ; éppen az élek, azaz 1 hosszisdgd utak szdma,
i = j esetben pedig [A] ;; @ v; csucsra illeszkedd hurokélek szdmdnak kétsze-
rese, de v; -bol v; -be minden hurokélen kétféle iranyban mehetiink, vagyis a
lehet6ségek szdma valoban [A], ; -vel egyenld.

Az indukci6s 1épés k + 1 -re: Induljunk ki az

n

[AkHL’,j - Z [Ak]i,t ’ [A]tyj

t=1

osszeftiggésbol. Gondoljuk csak meg: ha v; -bdl akarunk eljutni v; -be egy
(pontosan) k + 1 -hosszu tton, akkor (természetesen) elébb k lépést megtéve
eljutunk valamelyik (akdrmelyik) v, cstcsig, az utolsé el6tti dllomésig, majd
ezutdn egy lépésben célhoz ériink. A kombinatorikdban megismert szorzési
tulajdonsdg (1d. IL.rész 2.fejezet 2.2.b) tsszefiiggése) alapjdn pedig az 1t
els6 és masodik részén a lehetdségeket 6ssze kell szoroznunk, ha a v; cstcs
rogzitett. A 2.2.a) Osszefiiggés (Osszeaddsi tulajdonsag) alapjén pedig a v,
csics Osszes vialasztdsa esetén kapott lehetdségeket Gssze kell adnunk. A
gondolatmenetet az aldbbi dbra segiti megérteni.

Utak v; és v kozott
4.1. dbra
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O

4.9. Megjegyzések: Mint a k = 1 eset vizsgdlatanal is lattuk, a (4.1)
képletnél a hurokéleket és a koroket elovigyazatosan kell szamitasba venniink,
s6t a " pontosan k hosszisdgu” kifejezést is meg kell gondolnunk. A (v; -bol
vj -be vezetd) utak nem feltétleniil egyszeriiek, rdadasul az tutban szerepld
hurokéleket és koroket mindkét irdnyba bejarhatjuk vagyis az 1.2.2.b) szorzasi
tulajdonsdg alapjan a lehetdségek szamét 2—2 -vel szoroznunk kell. Tovabb4,
ha a fenti korok nem egyszertiek, akkor a 2 -vel szorzés helyett a kort egyszer{i
(elemi) részkoreire kell bontanunk, és igy kell a lehetdségek szémat megfelel
szammal (mennyivel is? = HF) szoroznunk. A t6bbszoros éleket is hasonléan
kell szamitdsba venniink. Pontosabban: a (4.1) képlet szémolja az utakat a
most lefrt médon.

Osszefoglalva: az utak (korok) hossza nyilvanvaléan az (esetleg tobb-
szorosen ) felhasznalt élek szama (multiplicitassal), és két utat pontosan akkor
tekintiink kiilosnboz6nek, ha van kiilonboz6 éliik vagy (legaldbb) az egyik élen
kiilonbozo6 irdnyban megyiink végig a két 1t suran.

A fenti Tétel megfelel6je irdnyitott grafokra is megfogalmazhat6, mi most
erre nem tériink ki.

A 4.8.Tétel jelent6ségét (mind elméletileg, mind gyakorlatilag) az adja,
hogy rengeteg és sokféle kovetkezménye, alkalmazdsa ismert. Mi csak taldlom-
ra sorolunk fel néhdanyat, az Olvasé még taldlhat tovabbi Osszefiiggéseket,
altaldanosftdsokat.

4.10. Koévetkezmények: (a 4.1. és 4.2. esetben)
(1) Tetszoleges k € N | k > 1 természetes szamra [Ak]“ megadja a v;

csticsbol induld, pontosan k hossziségi korok szamat®).
(i) Egyszerti graf (azaz 4.1.) esetén [A%], ; éppen a v; csics fokszdma,
azaz

(A7), = 3(v)

(iii) Egyszerti graf (azaz 4.1.) esetén Sp(A3) éppen a G grifban levé
haromszigek (Cs részgrafok) szamdnak hatszorosat adja.

Bizonyitas: (i) A 4.8. Tétel speciélis esete.

(ii) Az eléz6 pont szerint [A%]; ; éppen a kettd hosszisagu, v; -b6l induld
korok szdma. Ha tobbszoros élek nincsenek, akkor v; -be csak ugyanazon

3) természetesen az elézé Megjegyzés szerint szamolva
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az élen juthatunk vissza mint amelyen tdle eltdvolodtunk, vagyis minden élt
pontosan egyszer szamoltunk.

(iii) Az el6z6 ponthoz hasonléan [A3] ;i éppen a hdrom hosszisdgd, v;
-bdl indulé korok széménak kétszerese, hiszen egy kort két irdnyban is be-
jarhatunk.  Sp(A®) = 37", [A%];; miatt ezeket a koroket mindhdrom csi-
csukndl megszamoljuk, gy jon ki a hatszoros szorzotényezo. [

Az alabbi kovetkezmények nem csak elméleti jelentdségiiek, jol hasznal-
hat6 algoritmust is adnak gréfok koreinek vizsgalatdhoz, melyekre a 6. (Fék)
és 11. (Péros gréifok) Fejezetekben lesz majd sziikségiink.

4.11. Kovetkezmény: (4.1 és 4.2. esetben) G -ben pontosan akkor
nincs pdratlan/paros hosszisagu kor, ha minden k € N pdratlan/pdros szamra
Sp(A¥) = 0, vagy masképpen

n/2

Sp Z A2t+1 -0

t=0

illetve
n/2

Sp ZA% =0

t=1

Bizonyitas: A 4.8. Tétel egyenes kovetkezménye.
Csak annyit jegyziink meg, hogy n csics esetén elegend6 a legfeljebb n
hosszisagu utakat tekinteni. [

Most a grafok osszefiiggdségére adunk egy jabb algoritmust, mely egy
nagysagrenddel jobb a 4.7.(ii) Allitdson alapul6 algoritmusnal.

4.12. Tétel (4.1és4.2. esetben): G akkor és csak akkor dsszefiiggd,ha az
Y i=A+ A4 .+ A

matriznak nincs egyetlen 0 eleme sem, ahol n a grif csicsainak szima.

Bizonyitas: [Y];,; a v; és v; csicsok kozotti legfeljebb n hosszu utak
szama. Mivel a gréaf osszefiiggtségéhez elegend legfeljebb n — 1 hosszi(?)
utakat keresni, ezért az allitas igaz. [J

4) pontosabban csak d(G) azaz G dtméréje hosszi utakat kell keresni.



4.1. CSUCSMATRIXOK 211

Az Olvasé konnyen meghatarozhatja a fenti két éllitdson alapulé algorit-
musok O(...) futdsidejét (ajénlott HF!). Az most kovetkez egyszerti algorit-
mus is kényelmesen kezelhetd a csicsmétrix segitségével, szintén a graf ossze-
fiiggdségének eldontésére és komponenseinek megkeresésére alkalmazhato.
Futésideje szintén HF.

4.13. Algoritmus (”Tintacs6ppentds médszer”): grif komponen-
seinek megkeresésére.

Szemléletesen: a gréf egyik (barmelyik) vy csucsdba kék tintat csoppentve
az el0szor vy szomszédait festi kékre, az éleken szétfolyva, majd tovabb folyva
a szomszédok szomszédait, és gy tovdbb. Mivel a graf véges, elobb-utébb a
kék tinta terjedése megdll. Ha a graf osszes csucsa kék, akkor a graf ¢ssze-
fiiggd. Ha nem minden cstcs kék, akkor a kék csicsok alkotjdk a graf egyik,
a vy csucsot tartalmazé komponensét.

Ekkor vilasztunk egy tetszoleges, nem kék v, csiicsot, amelybe piros tintat
csoppentve (és szétfolyatva) megkapjuk a v; -et tartalmazé piros komponenst.
Majd a sérga, zold ... , ©+ < k komponenst.

Az algoritmust, pontosabban a tintdk terjedését csicsmatrix segitségével
konnyen nyomon tudjuk kovetni (és programozni). Nyilvanvaléan elegendd
csak a 4.1. esetre szoritkoznunk, hiszen 6sszefiiggdség és komponensek szem-
pontjabdl a tobbszoros-, hurok- és stlyozott élek lényegtelenek.

A csiicsmétrixot kiegészitjiik egy tjabb oszloppal, amibe a tintdk szineit
frjuk, kezdetben mindegyik cstics fehér (vagyis 0 szinfl). Pontosabban, mond-
juk a hupilila (vagyis az i -edik szin) esetén h.lila O jelet (vagyis —i < 0
szdmot) tesziink azon pont(ok)ba, ahova mér befolyt a tinta de még nem
folyt tovabb (vagyis szomszédait még nem vizsgaltuk) és h.lila X jelet (vagyis
i > 0 szdmot) tesziink, ha mar onnan tovabbfolyt (vagyis szomszédait mér
megjeloltitk O -val). Kezdjiik v; -vel, ide O jel kertil. Szomszédait (a j -edik
oszlop alapjan) megjeloljiik O -val mig v; -t magét X -el. Egyik (pl.legelso)
O jellt w csics szomszédait a w -nek megfeleld oszlop alapjén megjeloljiik
O -val mig w -t magéat X -el. Ezt egészen addig ismételjiik mig mér nincs
tovdabb O jeli cstics. Ha van még fehér csics, akkor eldvessziik a kovetkezo
(1 + 1 -edik) szint, egyébként STOP. O

Az alédbbi példdban, akircsak a ZH -ban, az 1j oszlopot minden lépés utédn
djra lefrjuk, a véaltozatlan celldkat is ismételten azért, hogy a szdmitdsokat
nyomon lehessen kovetni. A kivdlasztott O jelet megvastagitottuk (ahonnan
a tinta tovdbbfolydsat éppen vizsgaljuk). Dupla vonallal valasztottuk el a
két komponens keresését, a masodik részben méar nem maésoltuk le az elso
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komponens jeleit. A mé&trix ki nem toltott elemei 0 -dk.

4.14. Példa.
. |A[B[CID[E[F|G[H] [k[é[k] [p[i[r]o]s]
A 2 o|X|xX|x|X
B 1 o|x
C 1 0 X |xX|x|x
D 1|1 o|X|x
E 1 1 o|X|xX
F| 2 1 oO|X|X|xXx
G 1|1 o|lx|x|x
H 1 0| x

A graf komponensei tehdt {A, B, E, F'} és {C,D,G,H} . O

Felhivjuk a figyelmet arra,hogy a komponenseket a graf felrajzoldsa nélkiil
kerestiik meg.

A kovetkezd, 5. Fejezetben bemutatott ttkeresd algoritmusok szintén
alkalmasak a graf komponenseinek megkeresésére.

Végezetiil hadd alljon itt még egy tétel, a métrixok sokoldalt felhasznal-
hatosdganak illusztraldséra.

4.15. Definicié: Egy tetszoleges G = (V, E) graf fokszam (degree)
matrixa D eR™" ahol

| d(v) ha i=j
Wh“_{ 0 ha i+ j

O

4.16. Definicié: Egy tetszoleges M € R™"™ matriz elojeles aldeter-
mindnsa (cofactor) alatt a

(—1)i+j . det(Mm-)
valds szamot értjiik, ahol
Mi,j c R(n—l)x(n—l)

az M mdtrix 1 -edik sordnak és j -edik oszlopdnak elhagydsdval nyert matrizot
jeloli, tetszoleges 1,7 < n indexek esetén. [
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4.17. Tétel (Fa-Métrix Tétel): Legyen G = (V, E) egy tetszoleges, dssze-
fliggd, szdmozott csucsiu grif, D és A a fokszam- és adjacencia- mdtriza.
Ekkor a (szamozolt csicsi) feszitofdk szama éppen az

M:=D-A

matrix barmelyik aldetermindnsdval egyenlo. U

4.2. Elmatrixok

Az él-, illeszkedési- vagy incidencia- (incidence(®)) métrixok a csticsok és
élek kozotti (tartalmazasi) kapcsolaton alapul. A graf bonyolultsdgdnak
megfeleléen most is a matrix tobb véltozatat definidlhatjuk.

4.18. Definici6(®): Legyen G = (V, E) tetszbleges grif, csicsainak és
éleinek egy adott felsoroldsa legyen V = (vq,...,v,) és E = (e1, ..., en). Ekkor
a graf él-, illeszkedési- vagy incidencia- (incidence) matrixa B € R™*™
ahol 1 <i<n,1<j<m esetén

a) ha G egyszert, akkor legyen

_J1 ha v; € e;
[Blij = { 0 eqyébként

b) ha G -ben tobbszoris- és hurokélek is lehetnek, akkor legyen

k ha v; € e; k -szoros él nem hurok
[Blij =14 2k ha v; € e; k -szoros hurokél
0 eqyébként

c) ha G irdnyitott, akkor legyen

1 ha e;jnem hurokél és kezddpontja v;
[Bl;j =14 —1 ha e;nem hurokél és végpontja v;
0 eqyébként

d) ha G = (V,E) (egyszerti) hipergrif, akkor legyen

_J1 ha v; € e;
[Blij = { 0 eqyébként

5 . . . . . . 7 2" ee
5) 7z is incident on €” = "z illeszkedik e -re” (angol), ami nem tévesztendd ssze az
”incident” = incidens = "esetleges, eset, véletlen” kifejezéssel

6) az élmétrixot 1959-ben mig a hipergrafokat 1930 -ban vizsgéltdk elészor behatéan.
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A b) és c) vdltozatok esetén a B mdtrizot valds szamokbdl dllonak, mig az
a) és d) vdltozatok esetén mod 2 (azaz a GF(2) test'?) felett) tekintjiik. [

Gréfok silyozott élei és még szdmos vdaltozat szintén kédolhaté a fen-
tiekhez hasonl6 formédban, amikre mi szintén nem tériink ki. A b) véltozat
helyett az e élnek megfeleld oszlop tobbszori felsorolasat is valaszthatjuk, ha a
matrix 0 és 1 elemeit a memdria bitjeiben taroljuk, matematikai szempontbdl
azonban a fenti Definiciéban felirt véltozat az egyszeriibb.

A d) valtozat alapjén hipergrafok, azaz halmazrendszerek tulajdonss-
gait vizsgalhatjuk matrixok segitségével. Meglepd mdédon azonban métrixok
tulajdonsagait is vizsgalhatjuk grdfelméleti médszerek és eredmények segit-
ségével. Ezt kivaléan szemlélteli Hujter Mihdly [H]| cikke.

Elmé&trixok hasznalata nyilvanvaléan akkor célszer(i, ha kevés €l van vagy
a pontok fokszama nagy.

Most pedig lassuk a matrix tulajdonsdgait, hasznélatdt a graf vizsga-
latdban. Az Olvasé pedig mindegyik Allitss, Tételnél ellenérizze, hogy a
kimondott tsszefiiggés a fenti a)-d) valtozatok koziil melyikre lehet igaz (HF)!

4.19. Megjegyzés: A matrix oszlopainak cserélgetése esetén a sorokat
nem feltétleniil kell cserélgetni, féleg nem ”azonos” sorrendben (pl. m # n),
és hasonléan forditva.

4.20. Allitds: Két tetszbleges graf pontosan akkor izomorf, ha élmdtri-
xatk sorok és oszlopok cserélgetésével azonossd tehetok. U

4.21. Allitas: Egy tetszbleges grdafban

(1) egy csics pontosan akkor izoldlt, ha a graf élmdtrizaban a csicsnak
megfelelo sordban az dsszes elem O ,

(ii) barmely csics fokszdma éppen a graf élmatrizdaban a csicsnak megfeleld
sorban levo elemek dsszege,

(iii) egy él pontosan akkor hurokél/hiperél ha a graf élmdtrizdban az élnek
megfelelé oszlopban pontosan egy/tobb mint ketté nemnulla elem van. [

4.22. Allitas: Egy tetszbleges G graf pontosan akkor paros ha élmdtrizd-
nak sorai dtrendezhetok gy, hogy valamely i < n indexre teljesiil, hogy min-
den oszlopban az iy sor alatt és felett pontosan eqy nemnulla elem szerepel.
(" hiizhatd egy elvdlaszté vonal vizszintesen”). O

") 2 -rendii Galois Test (Field), azaz a mod(2)={0,1} alaphalmazon a szokdsos
négy alapmiivelet az 1+1=0 kikotéssel; Fvariste Galois (1811-1832) francia matematikus,
a modern algebra megteremtdje tiszteletére.
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4.23. Allitas: Egy tetszbleges G graf pontosan akkor nem dsszefiiggd ha
élmatriza blokkosithato, azaz sorok és oszlopok dtrendezésével

X0
0Y

B =

alakra hozhaté ahol X és Y tetszoleges mig O megfelelo méretts csupa nulla
matrizok. [

A fenti Allitdsnél tobbet mondhatunk, ha az élmétrixot (pontosabban
annak a) és c) védltozatait) linedris algebrai szempontbdl tekintjiik.

B sorvektorait (mindkét vektortérben) dsszeadva nullvektort kapunk, ezért
B sorai linedrisan osszefiiggdk. Ha a graf osszefiiggd, akkor n -nél kevesebb
sorvektor mindig linedrisan fiiggetlen, mert valamelyik koordinatabdl csak e
vektorok egyikében van 0 -tél kiillonb6z6: annak az élnek megfeleléen, ame-
lyik egyik végpontjanak a megfeleldje a kiszemelt sorok kozott szerepel, a
masik pedig nem.

Ebbol kovetkezik az aldbbi Tétel:

4.24. Tétel: Ha B az n csucsot tartalmazo dsszefiiggo G illetve G
(iranyitott) graf élmdtriza, akkor B rangja (az a) vdltozat esetén mod 2
tekintve):

r(B)y=n—-1 . O

Nem 0sszefiiggd grafra komponensenként adédik egy-egy (b — 1) -elemii
négyzetes (kvadratikus) nemszinguldris minor az élmatrixban. A determindn-
sok tanult (Laplace-) kifejtését és a Szorzdstételt alkalmazva kapjuk a kovet-
kez6 Tételt:

4.25. Tétel: Ha B az n csicsot tartalmazo és k komponensbol dllo G
illetve G (iranyitott) graf élmdtriza, akkor B rangja (az a) vdltozat esetén
mod 2 tekintve):

r(B)=n—Fk . O

4.26. Definicié: Ha a B élmdtrizbol komponensenként egy-eqy pontnak
megfeleld sort elhagyunk, a kapott By mdtrizot redukalt él- vagy incidencia-
matrixnak hivjuk. U

4.27. Tétel: A 4.25. Tétel feltételei esetén
(i)
T(BO) =n—k >
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(ii) tovdbbda By olyan oszlopai linedrisan dsszefiiggoek, amelyeknek meg-
felelo élek a G grif egy korének éleit alkotjik (az a) wvdltozat esetén mod 2
tekintve). O

4.28. Tétel: Az n csicsot tartalmazé és k komponensbdl allé G illetve
G (irdnyttott) graf redukdlt élmatrizanak (n—Fk ) -adrendt kvadratikus minora
akkor és csak akkor nem szinguldris ha az oszlopainak megfelelo élek a graf
eqy feszité erdejének éleit adjak. [

4.29. Tétel: Ha M a G gréf élmdtrixdnak négyzetes nem szinguldris
minora, akkor  |det(M)|=1. O

4.3. Egyéb matrixok és abrazolasi médok

Most csak roviden felsorolunk néhdny tovdbbi matrix tipust, ezen métrixok
tulajdonsagairol és felhaszndlasukrol Andrésfai Béla [AnBé, 194] és [A] konyvei-
ben olvashatunk részletesebben.

4.30. Definicié: Legyen G = (V, E) egy tetszbleges grif, E = {e1,...,en}
az élek és C = {c1,...,cq} a graf kioreinek egy (tetszbleges) rigzitett fel-
soroldsa. Ekkor a grif kérmétrixa (circle matrix) K €R?"™ ahol

K] = 1 ha ejeleme a c; kornek
1 0 ha nem eleme

O

4.31. Definicié: Legyen G = (V, E) egy tetszbleges grif, E = {eq,....,em}
az élek és W = {vy, ..., v,} a grdf vagatainak® eqy (tetszbleges) rogzitett fel-
soroldsa. Ekkor a grif vdgatmatrixa (cut matrix) W eR7™ ahol

W1, = 1 ha e;eleme a v; vdgatnak
“ 1 0 ha nem eleme

O

8) Gréfok végataival a 14. ”Halézati folyamok” c. Fejezetben ismerkedhetiink meg
részletesebben.
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4.4. Feladatok

4.1. Feladat: Rajzoljuk fel az aldbbi csicsmatrixszal megadott Petersen
- grafot (az tires helyeken 0 4ll):

| [A[B|CID|E|F|GJ[HIT|J]

A 1 111

B1 1 1

C 1 1 1
D 1 1 1
E |1 1 1
F 1 111
G 1 111
H 1 1 1
I 1 1)1

J 1 1|1

4.2. Feladat: Irjuk fel a H, (n -dimenziés kockagrafok) csticsmatrixat.

4.5. Hivatkozasok

[A] Andrésfai Béla: Graph Theory: Flows, Matrices, Akadémiai Kiado,
Budapest, 1991

[H] Hujter Mihaly: Combinatorial Ranks of Matrices, Publ. Univ. Deb-
recen, Ser.D., 40 (1999), 35-46.
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5. fejezet

Utkeres algoritmusok

UTKERESESI PROBLEMAKROL ALTALABAN. LEGROVIDEBB UTAK KERESE-
SE, DIJKSTRA ALGORITMUSA, EGY PELDA.

Gréafok alkalmazdsainak nagy részét teszik ki adott csicsai kozott legro-
videbb, legolcsébb, vagy esetleg mds jellegii utak keresése (elektromos vagy
energia hélézatoknal, térképeknél, jatékok stratégigjandl stb.).

Hely hidnyaban most csak a legrovidebb utak probléma&jat vizsgdljuk po-
zitiv silyfiiggvény esetén, az dltaldnos téma véltozatai és részletei irdnt érdek-
16d6 Olvasé boséges szakirodalmat taldlhat konyvtarakban.

Emlékeztetjiik az Olvasét, hogy egy w : E — R, silyfiiggvénnyel elldtott
G = (E,V) graf P = {xy, ..., r,} itjdnak hossza ugyan az éleinek szdma, n,
mig koltsége vagy silya w(P) := Z?:_OI w(z;, Tiy1) . A PuUaza,zeV
csucsokat koti 0ssze vagy kozottik hiuzodik, ha xg = a és x, =b. A P 1t
minimdali saza,z € V csucsok kozott, ha w(P) -nél kisebb sily 1t nincs
a és z kozott. Haszndlatos még a legrovidebdb 1it elnevezés is.

Az aldbbiakban egy egyszerii de mégis elég gyors algoritmust mutatunk be
legrovidebb utak keresésére, izelitoiil. Amennyiben stlyozatlan élii grafban
keresnénk legkevesebb é/bol all6 utat adott a, z € V' cstcsok kozott, az alabbi
algorimus most is hasznédlhaté, ha minden élnek ugyanazt az 1 silyt adjuk:
w: E — Ry és w(e) := 1 minden e € E él esetén. Ebbdl kovetkezik,
hogy az algoritmus grafok odsszefiiggoségének eldontésére, komponenseinek
megkeresésére is hasznédlhaté. (HF.)
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5.1. Dijkstra algoritmusa

Legyen tehat G = (V, E) egy tetszoleges silyozott élii graf a w : E — Ry
sulyfiiggvénnyel, és adott csticsok kozott keresiink ”legrividebb” (legolesébb)
utakat. Természetesen két cstics kozott tobb legrovidebb (ugyanolyan hosszi)
it is lehetséges, az algoritmus ezek koziil egyiket fogja megtaldlni. Pontosab-
ban, az algoritmus apré médositasavl az dsszes legrovidebb utat is megtaldl-
hatjuk, mint ezt az 5.4.(ii)) Megjegyzésben megmutatjuk. A mondottakkal
nem &ll ellentétben, hogy az egyszeriibb fogalmazds érdekében aldbb mindig

PR

a” legrovidebb utat emlitjiik.

5.1. Algoritmus (Dijkstra(’), 1959) Az algoritmus csak egyetlen a € V
cstics megadasat kéri, és az a csicsbdl minden més x € V' csiicshoz megkeresi
a "legrovidebb” (legolcsébb) utat, illetve kijelzi ha nincs 1t a és x kozott.

Az algoritmus szdmitdsai sordn minden x € V cstics esetén, ha taldl egy
(akdrmilyen) utat a -bol x -be, feljegyzi ezen ideiglenes 1t hosszat (length)
és leirdsdt, melyet mi az ((x) valés szdmmal és az S(z) (csics)sorozattal
(string) jeloliink. Id6énként egy-egy utat elfogadunk minimédlisnak, azt al-
litvdn hogy azon x csticsba az (eddig) megtalalt \itndl révidebb nincs biz-
tosan a grafban, vagyis az (eddig ideiglenes) utat ”véglegesitjiik”. Ennek
érdekében bevezetjiik a T'(x) € {i,h} logikai valtozét: T'(x) ="i" jelentse
azt, hogy a kérdéses it "temporary” azaz ideiglenes mig T'(z) = "h” azt
hogy az it végleges.

A fenti adatokat érdemes az adjacencia- (cstics-) matrixhoz csatolt harom
1j oszlopba irnunk. A szémitégép futdsakor e harom oszlop tartalmat nyilvén
feliilirja, de az aldbbi példdban és dolgozatokban a szédmitdsok kovethetosége
érdekében ajanljuk, hogy az 1ij oszlopokat minden alkalommal ijra teljes
egészében irjuk le sorban egymads utdan.

Kezdetben "természetesen” ((x) := 400, S(x) :="" (iires sorozat) és
T(x):=¢ minden x € V csticsra.

Kezdolépés: legyen ((a) := 0, S(a) :="a” és T'(a) := i (lényeges!) .

Ciklus: legyen y € V egy olyan, még terminélis csics amelyre ¢(y)
minimélis és ”természetesen” ((y) # +o0o . Az y -ba vezetd utat véglegesnek
(minimalisnak) ismerjiik el, vagyis T'(y) értékét h -ra allitjuk, S(y) és £(y)
értékét véltozatlanul hagyjuk.

1) Edsger Wybe Dijkstra (1930-ban sziiletett) holland matematikus, jelenleg az Uni-
versity of Texas munkatdrsa
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Ekkor a tobbi, még termindlis x € V csics adatait attdl fiiggden mo-
dositjuk, hogy vy -on keresztiil kapunk-e révidebb utat x -be mint az eddigi,
S(x) -ben lefrt, ¢(x) hosszusagu ut. Vagyis, ha {(y) +w(z,y) $ ¢(xz) akkor
legyen S(x) := S(y)~"a” és l(x):= {(y) +w(x,y), ahol ~a konkatendcid
azaz a sorozatok osszefiizésének miiveletét jelenti. Ha ((y) + w(z,y) > ¢(x)
akkor S(x) és ¢(x) maradjon véltozatlanul.

Mindkét esetben T'(x) =i maradjon.

Minden egyéb, azaz terminédlis cstics adatait valtozatlanul hagyjuk.

Megallas: az algoritmus megdll ha mér nincsen olyan termindlis y cstcs
amelynek ((y) értéke véges (azaz £(y) < +00) lenne.

Ekkor minden véglegesitett csics (amelyre T'(z) = h) elérhetd az a cstcs-
b6l ¢(z) hosszd uton, az ut lefrdsa S(x) -ben megtaldlhatd, és ez az it mi-
nimélis a -bdl = -be vezetd tit. Azon csucsokra pedig, melyekre T'(x) = i,
{(x) = 400, ami azt jelenti, hogy az x csics uttal nem érhetd el a -bdl, masik
komponensében van a G grafnak mint az a csics, vagyis (tobbek kozott) a
G gréf nem 6sszefiiggd. O

5.2. Megjegyzések: Természetesen ellenérizni (azaz bebizonyitani)
kellene, hogy a fenti algoritmus j6 eredményt ad, vagyis minden stlyozott él{i
graf esetében valéban a legrovidebb utat adja tetszoleges a,z € V' csticsok
esetén. Ezt a bizonyitdst most nem ismertetjiik (hasonl6 a 7.”Feszit6fak”
Fejezetben a Kruskal algoritmus helyességére adott bizonyitdshoz), az Olvasé
ezt minden grifelméleti algoritmusokkal foglalkozé kényvben megtaldlja.

Az algoritmus most ismertetett valtozata O(n?) ideig fut rogzitett a € V
esetén (n a csicsok szdma), hiszen minden ciklusban egy-egy cstcsot véglege-
sitiink, amikor is annak ”ideiglenes” szomszédjait kell végignézniink. A O(n?)
id6 nem csokkenthetd ha a -bdl csak egy kivant z € V csicsba keresnénk
legrovidebb utat, hiszen az ©sszes (bizonyos) utat meg kell vizsgdlnunk a
és z kozott, ami sordn (majdnem) az Osszes tobbi csicsot érintiink, és az
alébbi (6nmaggban is érdekes) 5.3.Allitas szerint ekkor mar a tobbi csticsba
is megtalaltuk a legrovidebb utat.

5.3. Allitas: Tetszbleges sulyozott élti graf esetén, ha P eqy legrévidebb
ut a -bol z -be, akkor a P 1t barmelyik n csiucsa esetén a P it a -tol n -1ig
eso része 1s legrovidebb 4t a és n kozott.

Bizonyitas: Meggondolhat6 (HF). [

Ha pedig minden csticsbdl mindegyik csiicsba keresnénk legrovidebb utat,
akkor az ismertetett algoritmust lefuttatjuk minden lehetséges a € V' csicsra,
ami osszesen O(n?) 1épést igényel. Gondoljuk meg (HF), hogy ennél lényege-
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sen kevesebb id6 alatt a fenti algoritmus (alaposabb dtdolgozés nélkiil) nem
taldlhatja meg tetszoleges két csics kozott a legrovidebb utat, hiszen ha csak
ai, ..., ar -bol ismerjiikk x -be vagy akarhova az utat, akkor egy ujabb b -bol
vezetd (legrovidebb) utat az eléz6 utakbdl nem feltétleniil taldlhatjuk meg,
bonyolult (vagy triikkss) graf (dthalézat) esetén!

Nem meglep6, hogy az ismertetett egyszerii algoritmusndl gyorsabbak de
bonyolultabbak is vannak, s6t még ennek az algoritmusnak is tobbféle val-
tozata és implementéldsa van (mint pl. Dial médszere, d-kupac, Fibonacci-
kupac, Radix kupac segitségével, stb.). Sajnos ezek ismertetésére most ismét
nem térhetiink ki, a témakor dttekintéséhez példdul Biacsi David [B] szak-
dolgozatatat ajanlhatjuk.

Azonban érdemes az algoritmus kapcsdn legaldabb két egyszerii triikkel
megismerkedniink, amit taldn méshol is alkalmazhatunk.

5.4. Viltozatok: (i) Az © € V cstcsokra a legrovidebb utat leir6
teljes S(x) sorozat helyett elegendd az titnak az x el6tti kozvetlen legutolsé
csticsdt, P(z) -et®) tédrolni. (Ez kiilonosen nagyméretii és ugyanakkor nagy
atmeérdjii grafokndl jelent lényeges memoria- megtakaritdst.) Ekkor ugyanis
a teljes S(x) utat (amire csak az algoritmus legvégén van sziikségiink) a
kovetkezOképpen adhatjuk meg: az it wvisszafelé olvasva: x, :== x, x4 1 =
P(z), xy_o = P(x4_1), .. , xi1 = P(x;), ... ,x0=P(x1) =10

(ii) Nem csak az egyik legrovidebb, hanem az dsszes legrovidebb vagy
a masodik, harmadik ... stb. t -edik legrovidebb 1t is megkereshetd, ha
az 5.1. Algoritmusban minden x € V cstcshoz ((z) és S(z) (legrovidebb
ut) helyett ¢1(x), ..., l(x) és Si(x), ..., S¢(x) -ben a t legrovidebb utat tartjuk
mindig emlékezetben. U

5.5. Példa: Keressiink legrovidebb utat A és Z kozott az aldbbi csics-
métrixszal meghatdrozott grafban (a téblazat ki nem toltott elemei 0 -8k).

2) predecessor = megelézé (angol)
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A 2 8

B 2 21642

C 2 5 3 2
D 6|5 2 215
E|| 8] 4 2 3

F 213 3 2

G 2 2 4
Z 215 4
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Megoldas: A csucsmétrixnak megfeleléen hdarom 1j oszlopba irjuk ¢, T' és P
értékeit, minden ciklust kiilon lefrunk. 7' iiresen hagyott mezo6i az ¢ értékeket

jelolik.
St a 1t 1. 2. 3. 4.
([P[T | C[P|T| ¢ [P|T| ¢ [P|T|C[P|T
Allo]| - Of[-[hffof-lh]o|-lh[]O]|-|nh
B | 2] A 2 Alh|2[Alh|2|A|h
C | 00 4] B 4 |B|h| 4[B|h
D | o0 00 8 | B 8 | B 8 | B
E || oo 8 | A 6 | B 6 | B 6]| B
F | oo 00 4| B 4]| B 4 |B|h
G| o0 ) ) o0 6 | F
Z || o 00 00 6 | C 6 | C
D. 6. 7. vé - ge
CTPIT| CP[T|¢[P[T|(]P]T
ATo[-Tho[-[h[o]-Th]JOo]-]h
Bl 2[A[h|2[A[h|2[A[h|[2[A]D
Cll4[B|h|4[B|h|4[B|h|4[B|nh
D|8|B 8 | B 8] B 8|B|h
E[6 [B|h|6[B|h|6[B|[h|[6[B|hnh
Fl4[B|h|4[B|h|4[B|[h|[4][B|nh
G|[6]| F 6 Flh| 6|[F|h|6|F|nh
Z|6|C 6] | C 6 | Clh|6[C|h

Tehat, a cstcsokba vezetd (egyik) legrovidebb utak a kovetkezok: A, AB,

ABC, ABD, ABE, ABF, ABFG és ABCZ .
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5.2. Hivatkozas

[B] Biacsi Dévid: A Dijkstra-algoritmus és adatszerkezetei, Szakdolgozat,
Veszprémi Egyetem, 1999.



6. fejezet
Fak

FAK ES ERDOK, ELEMI TULAJDONSAGAIK. FAK ELSZAMA. PRUFER KOD
ES CAYLEY TETELE. FAK ALKALMAZASAI: MOLEKULAK, SORBARENDEZ0
ALGORITMUSOK, TAROLAS FAN, BINARIS FAK.

A grafelmélet sok elméleti fejezetében és gyakorlati alkalmazdsainal egya-
rant nagyon sokszor van sziikségiink osszefiiggd és kormentes grafokra, mint
példaul adatrendezések, sakk- és egyéb jatékok stratégidjanak elemzése, elek-
tronikai és egyéb energia halézatok optimadlis tervezése, szertedgazé felada-
tokat végz6 programok szerkesztése, stb. esetén. E specidlis grafokat hivjuk
"fa” grafoknak, melyekkel a gréfelmélet tekintélyes része foglalkozik, mi csak
a jelen és a kovetkezd Fejezetekben mutatjuk be alapvetd tulajdonsidgukat
és néhany egyszerii alkalmazasukat. Tovdbbi bevezetd tulajdonsdgok és al-
kalmazdsok talalhatok példdul Aho-Hopcroft-Ullmann [AHU], Lipi-Nemes-
Novak [LN N], Knuth [K], Recski [Re An,’ 89], Johnsonbaugh [JoRi,’ 86] vagy
Rosen [RoKe, 91] konyveiben.

6.1. Alapveto Osszefiiggések

6.1. Definicié: Kormentes grifokat (azaz amikben nincs kér) erddnek vagy
ligetnek (forest), mig kormentes dsszefiiggd grafokat fanak (tree) nevezzik. O

Az alédbbi egyszerii észrevételek (is) hasznosak lesznek a tovdbbiakban.

6.2. Allitas: (i) Egy erds komponensei fik, azaz egy erdt mem mds,
mant fak diszjunkt unidja.
(ii) Fak és erdok mindig egyszeri grafok.
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Bizonyitas: Definiciébdl kovetkezik, HF. A hurokélek és a tobbszoros
élek is kort alkotnak. [

6.3. Allitas: Eqy grdf akkor és csak akkor fa, ha birmely két csicsa
kézott pontosan egy it van.

Bizonyitas: Ha a graf osszefiiggd akkor barmely két csics kozott van
it. Ha lenne két 1t, akkor azok el- és visszadgazndnak, ami kort jelentene.
Ellentmonddas mert a graf fa.

A graf osszefiiggd mert van it barmely két csucsa kozott. Kor nem
lehet benne, mert egy kor barmely két csiicsa kozott két utat lehetne taldlni.
Igy a gréf valéban fa. [

Két 1t eldgazdsai
6.1. dbra

Kiemeljiik, hogy egy graf pontosan akkor 6sszefiiggd ha barmely két
cstcsa kozott van ut, kormentes ha legfeljebb egy 1t, és fa ha pontosan egy
it hiizédik barmely két csicsa kozott. Masszéval, egy fa minimalis osszefiiggd
graf (osszefiiggd de barmely élét elhagyva mar nem maradosszefiiggd), vagy
ami ugyanaz: maximélis kormentes graf (hiszen kor ugyan nincs benne, de
barmely két csicsa kozott élt behizva a grafban mér keletkezik kor).

Hasonlé médon lehet jellemezni vektorterek generatorrendszereit, line-
drisan fiiggetlen vektorhalmazait és bazisait. Az emlitett fogalmak kozos
altalanositasat a 15.” Matroidok” Fejezetben mutatjuk meg részletesebben.

Az aldbbi allitdsok célja fék élszimanak meghatdrozdsa, egyszerii bi-
zonyitdasi médszeriik is tanulsdgos, érdemes dtgondolni 6ket.

6.4. Allitas: Ha minden pont foka legalabb ketts, akkor a grafban van kér.

Bizonyitas: Vegyiik egy maximalis hosszi egyszerii 1t végpontjait: on-
nan tovabb csak az 1t pontjaiba hizédhat még (legaldbb egy) éliik, hiszen az
it mér tovabb nem folytathaté (maximalis). Ekkor pedig a kor bezarult. [
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6.5. Kovetkezmény: Ha egy tetszdleges (egyszerti) grifban nincs kor,
akkor van legaldbb egy elsofoki pont.
Bizonyitas: [zoldlt pontokat elhagyva kovetkezik az elozo allitasbol. [

Késobb sziikségiink lesz a fenti dllitds élesitésére is (pontosabban, el6z6
allitdsunk az aldbbi maédszerrel is igazolhato) :

6.6. Allitas: Ha eqy tetszbleges (egyszerti) grdafban nincs kor, akkor van
legaldbb két elsofoki pont.
Bizonyitdas: Teljes indukciéval a csicsok szdamara. [

6.7. Allitas: Ha egy G = (V, E) grdfban nincs kor, akkor |E| < |V|—1.

Bizonyitas: Indukciéval |V| -re. |V| =1,2,3 -ra konnyen ellenérizhetd.

Az indukcids lépés |V | =n + 1 -re: az eléz6 4llitas szerint van a gréfban
els6fokl pont, amit a hozzdtartozo éllel egyiitt a grafbdl elhagyva a kapott
grafra alkalmazhatjuk az indukciés feltevést, mely szerint |E|—1 < |[V|—1—1.
Ebbdl az allitds mar azonnal kovetkezik. [

6.8. Megjegyzés: A fenti &llitds azt mondja (s6t pontosan ki is szé-
molja), hogy koérmentes grafnak nem lehet sok éle. Az alabbi allitds pedig
arrdl szol, hogy az Osszefiiggbséghez legaldbb hény (ugyanennyi) él kell.

6.9. Allitas: Ha egy G = (V, E) grdf sszefiiggd akkor |E| > |V| —1 .

Bizonyitas: Indukciéval |V|-re. |V| = 1,2,3 -ra konnyen ellenérizhetd
az &llitds. |V| = n + 1 -re az indukcids lépés igazoldsdhoz két esetet kell
megvizsgalnunk.

a) Ha van G-ben els6fokd pont, akkor (mint az elézd éllitasban) ezt a
pontot a hozzd tartozé éllel egyiitt elhagyva , az indukcids feltétel szerint
|[E| —1>|V|—=1—1 lenne, amibél az allitds kovetkezik.

b) Ha G-ben nincs elséfokui pont, akkor minden cstics fokszdma legalabb
2 (izoldlt pont osszefiiggd grafban nem lehet), és ekkor a Kézfogasi Tétel
(1.Fejezet) alapjdn

1 1 1
|E|2525@)252225'2'“4:“4>|V|_1

veV veV

amibdl az allitds kovetkezik. [

6.10. Megjegyzés: Hangsilyozzuk,. hogy sem a 6.7. sem a 6.9. Allités
nem fordithaté meg, amint az aldbbi (nem 6sszefiiggd) graf mutatjal
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Az ellenpélda graf
6.2. abra

6.11. Kovetkezmény: Minden fa grafban

E|=[V]-1. O (6.1)

6.12. Megjegyzés: Egy graf osszefiiggdsége gyorsn és sokféleképpen el-
lenérizhetd (példaul a Dijkstra-, tintacstppentds vagy stb. algoritmusokkal),
kormentessége — hét ez nem olyan egyszerii kérdés, mig az |F| = |[V| — 1
osszefiiggés szinte pillanatok alatt! Kar, hogy ez utébbi (egyszeril) ossze-
fiiggés egymagdban nem elég ahhoz, hogy G fa legyen, mint a 6.2. dbrén
lathatjuk. Azonban, mint aldbb kideriil, a fenti (6.1) Osszefiiggés segit meg-
konnyiteni annak eldontését, hogy G fa, igy azt is, hogy koérmentes.

6.13. Tétel: Ha G = (V, E) tetszoleges dsszefiiggd grif és |E| = |V|—1,
akkor G kormentes (azaz fa).

Bizonyitas: Ha G -ben van kor, akkor e korbdl barmely élt torolve G
még Gsszefiiggd marad. (MIERT?) De ekkor |E| = [V| —2 < |V]| —1 lenne,
ami ellentmondana a 6.9. Allitasnak. O

6.14. Tétel: Ha a G tetszbleges grafban nincs kor (vagyis G egyszert,)
és |E| = |V| -1, akkor G dsszefiiggo (azaz fa).

Bizonyitas: Indukciéval |V| -re. |V| = 1,2,3 -ra az §llitds konnyen
ellenérizheté. |V| = n + 1 -re az indukciés 1épés a kovetkezd: a 6.5 Allitas
szerint GG -ben van elséfoki pont. Ezen cstcsot a hozzd tartozé éllel egyiitt
elhagyva a maradék G’ grafban sincs kor és nyilvan |E'| = |[V'| — 1, gy
az indukcids feltevés szerint a G’ graf osszefiiggd. Az elvett csticsot élével
egylitt visszaragasztva osszefiiggd grafot kapunk, vagyis az eredeti G graf is
osszefiiggd volt, Q. E. D. 0O
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A fenti tételek és éllitasok szerint bebizonyitottuk az alabbi Tételt, amely
a féak elméletének (egyik) legfontosabb, legalapvetobb dsszefiiggése:

6.15. Tétel: Tetszoleges G grif esetén az aldbbi 3 tulajdonsdg kéziil
egyik sem vonja maga utdn semelyik masikat, de barmely kettobol kovetkezik
a harmadik, tehdt hogy G fa:

a) G dsszefiiggo,

b) G kormentes,

c) |E|=|V|-1 (a(6.1) dsszefiiggés) .

Bizonyitas: HF. [

A fenti Tételbdl azonnal adédik egy egyszerii, mégis meglepd alkalmazas.

6.16. Allitas: A paraffinok (CrHopn o 0sszegképletil, de tetszbleges alaki
molekuldk) nyilt szénldnciak.

Bizonyitds: Szdmoljuk meg el6szor is a graf csicsait és éleit. |V| =
n+2n+2=3n+2 az atomok szdma, mig a kotések szdma

|El==(4-n+1-2n+2))=3n+1

| —

a Kézfogési Tétel és az atomok vegyértékei miatt, vagyis |F| = |V| — 1.
Mivel pedig egy molekula mindig osszefiiggd, ezért a paraffinok gréfja fa,
vagyis valéban nyilt szénldnciak. [J

6.2. Fak oOsszeszamlalasa

A 8. 7Grafok izomorfidja” c. Fejezetben a 8.6.Definiciéban és a 8.1.4brén
ismertetjiikk szdmozott csicsu grafok izomorfigjat. Nem szdmozott csicsi
(paronként nem izomorf) tetszbleges fa gréfok szaméra csak gyenge becslé-
seink vannak. Az aldbbiakban csak néhdny idevdgé eredményt ismertetiink,
és ismét hangsilyozzuk, hogy e nehéz (még ma sem lezart) kérdések nem
csak a kémikusok szamara fontosak(!).

1) mint tudjuk, az atomok vegyérték- elméletét August Kekulé, majd 1864-ben Alexan-
der C.Brown a molekula-grafok izomer-elméletét dolgozta ki. Ezutdn Arthur Cayley tobb
dolgozatiaban prébalkozott a fa szerkezetii izomer molekuldk Osszeszamldlasdval és rend-
szerezésével.
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6.2.1. Szamozott csiicsu fak

6.17. Tétel (Cayley?), 1889):  Tetszbleges n € N természetes szdmra
n—2

n paronként nem izomorf, szamozott csicsi fa graf van n csicson.

Bizonyitas (Priifer®), 1918): A Tétel alabbi bizonyitdsa énmagaban is
érdekes, hiszen a fa csicsainak szdmozdséat felhaszndlva minden fat, kolcso-
nosen egy-egy értelmii médon, egy-egy (n — 2) hosszisdgu szédmsorozattal,
az un. " Priifer k6d” -dal azonosit, vagyis kédol, amelybdl egyértelmiien lehet
rekonstrudlni a fat.

Tehét adott a csticsok egy rogzitett szamozasa az {1, ...,n} szamokkal, és
legyen G egy tetszoleges fa graf ezeken a csiicsokon. G -t a kiovetkezokép-
pen kédoljuk: toroljiik a legkisebb sorszamu elséfoku csicsot (levél, leaf) a
hozza csatlakozo éllel egyiitt (felhasznédlva a 6.5.Kovetkezményt) és irjuk le
(egyetlen) szomszédjanak sorszémat. Ezt az eljardst addig ismételjiik amig
az osszes €l és csics el nem fogy.

Nyilvan egy n — 1 hosszisdgui szdamsorozatot frtunk le, hiszen ennyi élt
toroltiink a grafban.

6.18. Lemma: A legutoljira leirt szdm mindig n .

Bizonyitas: A 6.6.Allitas szerint sohasem toroljiik az n sorszamu csi-
csot. A legutols6 lépésben egy {n,k} alaki él marad, amikor is a k jelii
cstcsot toroljiik, vagyis valéban n -et frjuk le. [J

6.19. Lemma: A leirt i = (iy,..,in_2) sorozatbdl a graf egyértelmitien
rekonstrudlhatd (dekddolhatd).

Bizonyitas: Mivel minden lépésben a torolt csics szomszédjat irtuk le,
ezért minden csics fokszdama pontosan 1 -gyel nagyobb mint ahdnyszor a
cstics sorszdma az 7 sorozatban szerepel (tehdt ha nem szerepel, akkor fok-
szédma pontosan 1). Ekkor j = 1,...,n — 1 értékeire sorban a legkisebb
sorszamu elséfoku cstcsot i; -vel Osszekotjiik és e két csics (még felhasznélat-
lan) fokszamdt 1 -el csokkentjiik, majd tekintjiik j kovetkezd értékét. Ne
feledjiik, hogy 4,1 = n. O

A fentiek alapjan kolcsondsen egy-egy értelmii megfeleltetés van a fak és
az i sorozatok kozott, utébbiak szdma pedig valéban n" 2. Eazzel a 6.17.
Tétel allitasat belattuk. [

2) Arthur Cayley (1821-1895) angol matematikus, elsésorban algebréval foglalkozott, a
négyszinsejtés is érdekelte.

3) Ernst Paul Heinz Priifer (1896-1934) német matematikus, algebréval, szdmelmélettel,
projektiv geometridval és a csomdk elméletével foglalkozott.
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Az aldbbiakban speciilis, vagyis maximélt fokszdamu fa gréafok paronként
nem izomorf "fajtdit” szdmoljuk 6ssze.

6.2.2. Binaris fak

A kovetkez6, "Fak alkalmazdsai” alfejezetben bindris fak segitségével fogunk
adatokat rendezni, ezért nem haszontalan a lehetséges bindris fék 6sszeszam-
l4lasa.

6.20. Definicié: Egy (gyokereztetett*)) fa bindris (binary), ha
minden csics foka legfeljebb ketté. A bindris fik szigorian izomorfak
(strictly isomorphic), ha lényeges, hogy a csticsok leszdrmazottait®) jobb-
ra vagy balra rajzoljuk a papirra. [

Példéul, 3 csicsbdl 5 paronként szigorian nem izomorf bindris fagréfot
rajzolhatunk:

AN,

Paronként szigoriian nem izomorf bindris fa grifok
6.3. abra

6.21. Tétel (Cayley,): Jelolje wu, (n € N) az n csicson rajzolhaté
paronként szigorian nem izomorf bindris fa grdafok sziamdt. Ekkor u; =1 és

n—2

Uy =2 Up_1 + E UiUp—1—;
i=1

Bizonyitas: Ha a gyokérnek (a legfels6 szinten levé egyetlen csticsnak)
csak egy leszarmazottja van, akkor ezt rajzolhatjuk jobbra vagy balra, ami
2 - u,_1 eset. Ha pedig (pontosan) két leszarmazottja van, akkor két oldalon
egymastol fiiggetleniil wu; ill. w,_;_; -féleképpen rajzolhatjuk fel a jobb- és
baloldalon levo csicsokat. [

1) fik gyokereztetését a 8.3. ”Fak izomorfidja” Alfejezetben ismertetjiik részletesen.
%) veliik éllel 8sszekotott, alacsonyabb szinten levé cstcsok
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6.2.3. Paraffin molekulak

Az alkdnok (paraffinok) nyilt szénldncu szénhidrogének, dsszegképletiik C, Hay, 1 ,
azaz olyan fa gréfok, melyekben minden csics fokszdama 1 vagy 4, még pon-
tosabban n negyedfoki csics mellett pontosan 2n + 2 elséfoki csiicsa van.

A szénatomok Osszefiiggd (fa) vdzat alkotnak, amibdl az egész molekula mar
egyértelmiien meghatarozhato.

Vagyis elegend6 az olyan, paronként nem izomorf fa grafokat megszdmol-
nunk, amelyekben minden cstics fokszama legfeljebb négy. Példaul, n = 6
esetén ot ilyen szénvazat taldlhatunk, neveik rendre hexdn, 2-metil pentdin,
3-metil pentdn, 2,3 dimetil butdin és 2,2 dimetil butdn.

ooooo0 odbooo  oolboo

hexdn 2-metil-pentdn 3-metil-pentdn
2 3 dimetil butdn 2.2 dimetil butdn

A hexdn és izomerjei
6.4. abra

Cayley 1857 és 59 kozott tobb dolgozatban prébélta az ilyen fa grafokat
megszamolni, mig a fak " kozepe” (middle) fogalmaval egy bonyolult rekurziv
Osszefiiggéshez jutott.

6.22. Definicié: Legyen G eqy tetszoleges fa grdf. Hagyjuk el a graf
elsofoki csiucsait éleikkel egyiitt, majd ezt az eljardst ismételjitk meg addig,
mig a grafbol vagy 1 vagy 2 csics marad. Az igy kapott 1 csicsot a fa
kozepének (center) mig 2 maradék csics esetén ezt a két csicsot a fa
kétkozepének (bicenter) hivjuk. O

A kozéppontok (pontosabban a fik) aldbbi tulajdonsdga konnyen igazolhato:

6.23. Allitas: Tetszbleges fa grafnak mindig van vagy kézéppontja vagy
kétkozéppontja, de egyszerre csak (pontosan) az egyik. O

Cayley bonyolult formuléjit most nem ismertetjiik, csak a sorozat néhany
értékét foglaltuk 6ssze az aldbbi tdblazatban.
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’n‘#alk&in‘ ’n‘#alk{m‘ ’ n‘#alk&in‘
1 6 5 11 159
2 1 7 9 12 355
3 1 8 18 13 802
4 2 9 35 14 1858
5 3 10 75 15 4347

6.3. Fak alkalmazasai

6.3.1. Rendezésekrol altalaban

Napjainkban adatok gyors rendezése (sorting) mindennapi feladat, de nagy-
meéretii adathalmazok esetén nem mindegy, hogy az ezerféle (bonyolult vagy
egyszeril) algoritmus koziil melyiket vdlasszuk, nemegyszer jelentds idot ta-
karfthatunk meg egy-egy ujitdssal. A figyelmes Olvasonak feltiinhet, hogy a
jelzett id6nyereség csak a O(...) jelvlésben alkalmazott ci,ca € R konstan-
sok "lefaragasat” jelenti, hiszen kevés kivételtol eltekintve a sorbarendezod
algoritmusok mindegyike O(n - log(n)) idéigényii. Meglepé médon az aldbbi
6.26. Tétel meg is mutatja ennek okét, vagyis hogy (O tekintetében) ennél
gyorsabb sorbarendzo6 algoritmus nem lehetséges.
Elotte ismerjiik meg a sziikséges segédeszkozoket.

6.24. Definicié: Ha eqy T fat tudunk gy gyokereztetni, hogy minden
csucsnak legfeljebb két leszdrmazottja van, akkor T -t (a fenti gyokereztetés-
sel) bindris fanak nevezzik. O

6.25. Allitas: Ha egy bindris fa magassdga h, leveleinek szama ¢, akkor
< 2M.

Bizonyitas: Indukciéval h -ra. h = 0,1 esetén az &llitas konnyen el-
len6rizhetd. Mivel a gyokérnek legfeljebb 2 fia van és nyilvanval6an mindkét
fia alatti részfa legfeljebb h — 1 magas, igy az indukcids feltételt felhaszndlva
az egész fa leveleinek szdma e < 2-2-1 =2" = Q.E.D. O

Az aldbbi eredmény a rendezések elméletének Alaptétele annak ellenére,
hogy éllitdsa is és bizonyitdsa is meglepden egyszerti.

6.26. Tétel: Tetszdleges n adatot (input) sorbarendezé algoritmus (a
legrosszabb input esetében) legalabb

O (n - log(n))
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ideig szamol (fut).

Bizonyitas: Elorebocsajtjuk, hogy a O(...) definiciéja miatt teljesen
mindegy, hogy mi a logaritmus alapja (HF).

Az algoritmusban levd if -eldgazdsokat (6sszehasonlitdsokat) figyelembe-
véve a program lehetséges mitkodései (futdsai) bindris fan dbrézolhaté, START
= GYOKER, a megalldsok (output) a fa leveleinél jelentkeznek. Mivel n! féle
lehetséges input (adatok sorrendje) lehetséges, igy mindegyikre kiilonbozé
szamitas és igy kiilonbozé levél tartozik. Igy a levelek szama legalabb n! .

A fenti Allit4s szerint ekkor

nl <0< 2oh,
Mindkét oldal logaritmusat véve kapjuk, hogy
h > logy(n!) = O(n - log(n))

a Stirling-formula alapjén. [

6.3.2. Rendezés binaris fan

Bér rendezési algoritmust j6 parat ismeriink, az aldbbi érdekes médon téarolja
az adatokat fan, a program szerkezete meglepden egyszeri, mellesleg gyors is.

6.27. Algoritmus adatok sorbarendezésére

Az adatokat egy gyokereztetett G = (V, E) fan taroljuk, minden (kiilon-
boz8) adatot a graf egy-egy csucspontjdhoz frunk. A grafot az adatok be-
olvasdsédval egyiitt novesztjiik. A sorbarendezend® adatokat egyesével (on-
line) olvassuk be és megprébaljuk a graf csicsain elhelyezni. Ha a beolvasott
adat mar szerepelt elézoleg, akkor mér (az eléz6 beolvasdskor) egy csticsra
elhelyeztiik, és csak az adat multiplicitdsat noveljiik most +1 -el. Ha pedig 1j
adatot olvastunk be, akkor a graf egy megfelel6 helyén 1ij csiicsot novesztiink
és az 1j adatot oda irjuk.

A fa bindris lesz, ezért beszéliik egy csucs bal és jobb oldali gyerekeirdl.
(A programban kapcsolatukat mutatékkal [pointerek]| tartjuk nyilvan.) A
fat a kovetkezo elv alapjan novesztjiik és irjuk az adatokat a csicsokra:

7 Minden v cstcs alatti baloldali részfa minden csicsdan tdrolt adat a
kivant sorrendben megelozi a v csiucson tdarolt adatot, mig minden csicsa
alatti jobboldali részfa minden csicsdn tdrolt adat a v csicson tdrolt adat
utdn kovetkezik. ”
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A graf gyokerét gyokér, tetszoleges v € V' csicsan tarolt adatot és mul-
tiplicitasat v.adat -tal és v.db -al, a v csics jobb- és baloldali gyerekeit
(V' elemei) v.jobb és v.bal jelekkel jeloljiik (azaz ezekben a véltozékban
taroljuk). Feltessziik tovdbbd,a hogy a nodveszt(w) eljards (alprogram) a
grafban w elnevezéssel a gréfban egy 1j csicsot hoz létre a megfelel$ (lenul-
lazott) w.adat, w.db, w.jobb és w.bal értékekkel.

Az algoritmus induldsakor a graf csak a gyokér csicsbdl all ami a legelsd
(input) adatot tarolja azaz legyen

gyokér.adat := a legels6 adat,
gyokér.db :=1,

gyOkér.jobb :=NIL,
gyokér.bal :=NIL (iires) .

Az adatokat beird eljards: az dj adatot a vizsgélt csiicson tédrolt adattal dssze-
hasonlitjuk, és ennek megfeleléen a bal- vagy jobb oldali részfaban folytatjuk
a keresést. Ha esetleg a fa legaljara ériink, akkor novesztiink még egy 1j
csticsot a megfelel6 oldalra.

procedure beir(v,ujadat) % rem: a v cstcsba vagy valamelyik
% alatta lev részfdaba beirja ujadat értékét
if wjadat < v.adat then
if v.bal # NIL then beir(v.bal,ujadat)
else noveszt(v.bal), (v.bal).adat := ujadat, (v.bal).db:= 1,
(v.bal).bal := NIL, (v.bal).jobb := NIL ; return;
if wjadat = v.adat then v.db:=v.db+1 ;
if wjadat > v.adat then
if v.jobb # NIL then beir(v.jobb, ujadat)
else noveszt(v.jobb), (v.jobb).adat := ujadat, (v.jobb).db := 1,
(v.jobb).bal := NIL, (v.jobb).jobb:= NIL ; return;
end;

A beolvasds végén a tarolt adatokat még egyszeriibben olvashatjuk ki, mar
rendezetten: el6szor a baloldali majd a jobboldali részfat fratjuk ki, kézben
a v -ben tdrolt adatot is kifratjuk.

procedure kiolvas(v) % rem: a v csicsban és alatta levd részfak-
% Dban téarolt adatokat irja ki sorrendben
if wv.bal # NIL then kiolvas(v.bal);
write(v.adat, v.db);
if wv.jobb # NIL then kiolvas(v.jobb);
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end;

A féprogram pedig ennek megfeleléen még egyszeriibb:
main;
while van adat do
input(ujadat );
beir(gyokér, ujadat);
end while;
kiolvas(gyokér);
end.

6.28. Példa: Az aldbbi dbrdn egy egyszerii esetet mutatunk be.
(HF: mi lehetett az input adatok sorrendje?)

Tdarolds fan
6.5. dbra

Természetesen az adatok bizonyos rossz sorrendjei (pl. a forditott sor-
rend) esetén a fa egyes részei mélyebbre nének mint més részei ami a prog-
ram lassuldsat okozhatjék. Ezt elkeriilendd, bizonyos algoritmusok a fa egyes
nagyra nott részeit athelyezik mads, kisebb részeihez, vagyis a fat kiegyensi-
lyozzdk, de ezek részleteire mar nem térhetiink ki.

Ugye emléksziink, hogy bindris fak szigori nem izomorfidjaval az el6z6
alfejezetben foglalkoztunk.

6.4. Feladatok

6.1.Feladat: Mutassuk meg, hogy ha egy legfeljebb 2n csticstu egyszerii
graf minden pontjanak foka legaldbb n akkor a graf 6sszefiiggo.

6.2.Feladat: Egy tetszoleges T fa grafban a ”minden csics fokszama
legfeljebb 3”7 ekvivalens -e azzal, hogy ”'T" bindris” 7
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6.3.Feladat: Mutassuk meg, hogy ha egy tetszoleges G = (V| F) gréfban
n csics, k komponens és e él van, akkor

a) G -ben legaldbb e — n + k kor van.

b) G erdb pontosan akkor ha e —n+ k=0 .

c) |[E|>n—k.

6.4. Feladat: a) Mutassuk meg, hogy az alkoholok, vagyisa C,Hs,1OH
osszegképletii molekuldkban nincs kor (azaz szerkezetiik fa).
b) Nyilt szénldncui-e a CgH15Co 0sszegképletit molekula?

6.5. Feladat: Rajzoljuk fel a legfeljebb 5 szénatombdl 4ll6 szénhidrogén-
molekuldk lehetséges szénvazait!

6.6. Feladat: Mi lehetett az input adatok sorrendje a 6.28. Példdban?

6.5. Hivatkozasok

[AHU] Aho,A.V. Hopcroft,J.E.,Ullman,J.D: Szamitdgépalgoritmusok ter-
vezése és analizise, Miiszaki Kiad6, Bp., 1982

[GL] Gécs Péter, Lovasz Lészl6: Algoritmusok, Tankonyvkiadé 1987

[K] Knuth,Donald E.: A szdmitdgép-programozds mtwvészete, Miiszaki Ki-
ado, Budapest, 1988

[LNN] Lipi Gébor, Nemes Aron, Novék Istvan: A kinai hadseregtdl az
utazd tgynokig (Grifok gépkozelben), Novotrade, 1990
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7. fejezet

Feszitofak

ALAPVETO OSSZEFUGGESEK, KRUSKAL ALGORITMUSA ES MEGVALOSITASA
ADJACENCIA MATRIXSZAL. A FESZITOFAK SZAMA. ALKALMAZAS MAJD-
NEM OPTIMALIS HAMILTON KOR KERESESERE.

Géz-, villany- és egyéb vezetékek épitésénél két természetes kovetelmény
meriil fel: minden fogyasztéhoz (csoméponthoz) eljusson a vezeték, és az
egész halézat a lehetd legolesébb legyen. (Természetesen még méds, biz-
tonsdgi szempontok is vannak, de azok bonyolultsdga miatt konyviinkben
nincs médunk veliik foglalkozni.) Nyilvdnvaléan a graf csicsai a fogyasztok,
és éllel pontosan akkor kotiink Ossze két fogyasztét, ha tervezhetd kozot-
tiik vezeték. Minden élnek van egy (megépitési) koltsége, és dltaldban a
helységek bekotésénél tobb lehetoségiink is van, vagyis megprébdlhatjuk a
minimdlis koltségli halézat tervét megkeresni. Persze gy, hogy mindegyik
adott telepiilés be legyen kotve a hélézatbal

Megemlitjiik még, hogy a 14. ”"Halézati folyamok” fejezetben egy masik
optimalizaldsi (grafelméleti) problémét targyalunk.

A bevezet6ben emlitett problémét fogalmazzuk meg a gréfelmélet nyelvén.

7.1. Definici6: Tetszbleges G = (V,E) grif T = (W, F) & G rész-
grafjat feszitofanak (spanning tree) nevezzik, ha W =V, azaz T tartal-
mazza G minden csicsat, és T fa (kormentes és 0sszefiiggo).

Haszndlatos még a favaz elnevezés is. [l

7.2. Megjegyzések: (i) Az Euler-korokkel ellentétben a feszitéfak rész-
grafok, de hangsilyozzuk, nem feszitett részgrafok! Gondoljuk csak meg:
T € G, deT és G csticsai megegyeznek. Ha T feszitett részgraf lenne, akkor
az 1.23. definici6 szerint G -nek az Gsszes olyan élét tartalmaznia kellene,

239
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amik 7" csucsai kozott is hizédnak, vagyis T = G lehetne csak. Ez utébbi
altaldban pedig nem igaz, csak ha G maga is fa.

(ii) Lényeges észrevétel, hogy csak dsszefiiggo G grafban létezhet feszi-
tofa (miért? HF). Bar Tételként is kimondhatnank, azt sem nehéz beldtni,
hogy minden dsszefiiggo grafban létezik feszitofa, st minimadlis koltségii is
(1d.7.4.(ii) Definici6), persze ez is HF.

Tehdt a halézat mar tartalmazza G mindegyik csicspontjat . Feszitofak
koltségeit pedig élei koltségeinek /silyainak osszegeként szémithatjuk ki, a-
melynek definiciéjat az Olvasé kényelme érdekében idemédsolunk.

7.3. Definici6: Tetszbleges G = (V, E) grdf esetén tetszbleges w : E —
Ry pozitiv élfiigguényt sily- vagy koltség- fiiggvénynek (weight func-
tion) neveziink. Ekkor a G grifot silyozott élii grafnak nevezzik. O

7.4. Definicié: (i) Egy G = (V, E) sulyozott élt grdf tetszoleges T € G,
T =(W,F) részgraf -jinak (6ssz-) silya vagy koltsége

ahol w : E — Ry sulyozza G éleit.

(il) 7 € ¢ minimadlis koltségii/sdlyu feszitofa, ha nincs w(T) -nél
kisebb sulyi feszitofa G -ben; azaz G minden R € G feszitofdajara w(R) >
w(T). O

Az aldbb ismertetendd algoritmus O(n?) gyorsasdggal keres tetszéleges G
stlyozott élii dsszefiiggd grafban minimélis koltségii feszitofat.

7.1. Kruskal algoritmusa

A szakirodalomban nem egyértelmii az aldbbi algoritmus elnevezése, néha egy
(nagyon) hasonlé algoritmust hivnak Kruskal algoritmusanak, mig az aldbb
ismertetettet Prim(!) algoritmusdnak neveznek. Természetesen még sok mas
algoritmus is létezik feszit6fédk keresésére, példdul Johnsonbaugh [JoRi, 86|
és Rosen [RoKe, 91] konyveiben is taldlunk néhényat.

7.5. Algoritmus (Kruskal?), 1953): minimdlis koltségti feszitofa keresé-
sére tetszoleges G sulyozott élt dsszefiiggd grafban.

1) Robert Clay Prim (1921-) amerikai matematikus és informatikus
2) Joseph Bernard Kruskal, Jr. (1928-2010) amerikai matematikus és informatikus
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Legyen tehdt G = (V, E) egy tetszoleges (nem feltétleniil egyszeril) su-
lyozott élii gréaf a w : E — R, silyfiiggvénnyel. Lépésenként konstrudlunk

TCTS..CT, 1 CG

részgrafokat G -ben ugy, hogy 7T; mindig fa (6sszefiiggd és kormentes) legyen:
START: T} legyen G minimadlis silyt éle, azaz

T1 = {61}

ahol e; € E és w(e;) minimdlis®).

CIKLUS: Ha T; méar adott, akkor T;,; legyen a kovetkezd: olyan e;y;
élét keressiik meg G -nek, melyet T; -hez csatolva Osszefiiggd és kormentes
részgrafot kapnank és e; ;1 az ilyen tulajdonsagu élek kozott minimadlis sily.
Ekkor csatoljuk hozza az e; 1 élt, azaz legyen

Ty =T, U{e;y1} . O

Az algoritmust szokds mohé (greedy) algoritmusnak is nevezni, mert
lokdlisan mindig a legjobbat vilasztja.Sok ma&s diszkrét matematikai prob-
léméra is mohd médon megkereshetjiik az optimumot, sot kiilon is tanul-
manyozzak azokat a struktirdkat, problémakat, amikor a mohé algoritmus
miitkodik, az ilyen struktirdkat hivjak greedoids -nak.

A moh¢ stratégia nem mindig ad optimumot, pl. legréovidebb utat keresé
algoritmusokndl sem. Ha ugyanis elészor a legrovidebb élen indulunk el,
akkor elképzelhetd, hogy mér nem is térhetiink vissza a legrévidebb ttra!

7.6. Tétel: A Kruskdl algoritmussal megkonstrudlt T,,_1 fa valéban egy
minimalis kéltséqti feszitofat ad.

Bizonyitas: 7,_; valéban fa hiszen n csicsa és n — 1 éle van, a
kormentességre is minden 1épésben tigyeltiink. Mar csak minimalitdasédt kell
beldtnunk. Legyen T := T,,_; az algoritmus altal adott fa, élei {e,....,e, 1}
a konstrudlas sorrendjében.

Legyen T* € G egy (biztosan) optimalis feszitofa, a w(T") < w(T™*) osszefiig-
gést szeretnénk beldtni. Soroljuk fel T* éleit { f1, ..., f,—1} oly médon, hogy

fi=er, fa=ea ., fu =€k, for1 7 €1

3) Pontosabban T} := {{a, b}, {e}} ahol e = {a, b} de az algoritmus az élekre koncentral,
és nyilvanvaléan elegendé az élek halmazdt megadni, hiszen ebbdl a csicsok halmaza méar
rekonstrualhaté.
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legyen valamilyen £ < n — 1 indexre, és k a lehetd legnagyobb ilyen tu-

lajdonsagu index legyen (k = 0 is lehet). Emlékeztetiink ra, hogy Krusksl

algoritmusa az {es, ..., e, 1} éleket vdlasztotta, ebben a sorrendben.
Kruskal algoritmusa nem fji-et vdlasztotta, ennek mi lehet az oka?

T* U{ek+1} -ben van kor, jeloljiik C' -vel. Mivel az

{f17 SES) fk7 €k+1} = {617 ey €k ekJrl}

élhalmazok azonosak, és a Kruskél algoritmus szerint a Ty, .1 = {e1, ..., €k, €x11}
részfa kormentes, igy van

fj - T*\T

¢l a C korben valamely j < k indexre. Olyan f; él is taldlhaté, mely
kozvetleniil csatlakozik az {ey,...,ex1} €lekhez. e i1 egyik végpontja T} =
{e1, ..., ex } valamelyik végpontjdhoz csatlakozik, masik végpontja C' -ben csak
T*\T -beli élhez csatlakozhat, ez lesz f;.

Tehat moh¢ algoritmusunk 7}, megkonstrualasakor f; -t is valaszthatta
volna, de biztosan

w(er1) < w(fj)

miatt volt médjaban masképpen donteni.
Tudjuk, hogy tetszoleges graf barmely korének valamelyik élét elhagyva
a graf osszefiiggdsége megmarad, igy a G graf

T:=T*U {exr P\ S5}

részgrafja Osszefiiggd. S6t, élszdma miatt fa, rdaddsul (csucsainak széma
miatt) feszitéfa is. Tovabba

w(T) < w(T")

Vagyis a T* fa helyett egy olyan T fat kaptunk, melynek eggyel tobb éle
(exy1) kozos T-vel. A fenti ”élkicserélési” eljarast néhanyszor megismételve
egy olyan T fat kapunk, melynek silya T*-ndl nem nagyobb, és Gsszes éle
azonos 1" Osszes élével - azaz éppen T maga. Vagyis

w(T) =w(T) < w(T™)

ami bizonyitja dllitdasunkat. Q. E. D. [
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Az algoritmus kisméretii, papirra lerajzolt griafon konnyen, szemlélete-
sen nyomon kovethetd, azonban nagymeéreti grifok esetén médr kevésbé, a
szamitogép-program megirdsdnak sem vildgos, hogyan kezdenénk hozzsi. Gon-
doljuk csak meg: minden lépésben bizonyos tulajdonsagi minimdlis hosszi-
sagu élt kell keresniink, n cstics esetén ez altaldban O(n?) 1épés, és n — 1 ¢l
keresése miatt az (egész) algoritmus O(n?) lépésig futna, marpedig dltaldban
az ilyen lassu algoritmusok nem igazén gyorsak.

Mint tudjuk, az adatok megfelel6 tdaroldsa sokat gyorsithat az algoritmus
futdsan. Ezért roviden most bemutatjuk, hogy a (sulyozott élii) graf adja-
cencia matrixat két djabb oszloppal kibovitve hogyan lehet a mar kiszdmolt
részeredményeket tovdbb felhaszndlni, és igy a futdsidét O(n?) -re cstkken-
teni. (”Természetesen” a szakirodalomban ennél kifinomultabb és gyorsabb
algoritmusok is megtaldlhatok, konyviinkben azonban nincs médunk tovabbi
algoritmusokkal foglalkozni.)

7.7. Médszer: az adatok optimdlis tdroldsdra.

Bévitsiik ki a G = (V, E) , w : E — R, stlyozott éli graf adjacencia
métrixdt két djabb oszloppal, amelyeket (jobb hijan) 7+17 -edik és 7 +2”
-edik oszlopnak neveziink.

A +1 -edik oszlop tartalmazza az adott sorhoz tartozé cstics legkisebb
tavolsagat a pillanatnyilag elkésziilt T; részfétol, azaz a legrovidebb ”bekstd”
¢l hosszat - ha van ilyen, ellenkez6 esetben végtelen, és természetesen 0 ha a
csucsot T; mar tartalmazza.

A +2 -dik oszlopba pedig az elébbi él mésik (7; -beli) végpontjét irjuk,
illetve iiresen hagyjuk, ha ilyen él nincs.

Az algoritmus induldsakor meg kell keresniink a minimalis koltségii élt,
vagyis a matrix legkisebb nem 0 elemét, majd ezen {ag, by} él két végpontja-
nak +1 -edik oszlopaba 0 -4t frunk, hiszen a Ty = {ag, bo} részfat alkotjak.
A +1 -edik oszlop tobbi eleme helyére a tobbi csicsnak ag és by -ba vezetd
rovidebbik él (ha van egyéltalan) hosszat frjuk, vagyis az ag és by oszlopokon
"végigszaladva” mindig a kisebbik elemet irjuk. A +2 -dik oszlopba ennek
megfeleléen ay -at vagy by -at vagy iires jelet frunk.

A T; fa novesztésekor pedig egyszeriien csak a csatlakozé élek koziil kell a
legrovidebbet kivdlasztanunk, vagyis a +1 -dik oszlop legkisebb pozitiv ele-
mét kell megkeresniink és 0 -ra dllitanunk. Ha ez az a;,; csicshoz tartozott,
akkor mar csak az a;;; -dik és a +1 -dik oszlop elemein kell ”végigszalad-
nunk”: cstcsonként (soronként) a kisebbiket kivdlasztanunk majd hosszét a
+1 -dik oszlopba irni, és ha az a;,; jelli oszlopban van kisebb élhossz, akkor
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a vizsgalt sor +2 -dik oszlopdba a;,; -et irni, egyébként pedig tartalmat
valtozatlanul hagyni.

Az algoritmus legkésébb n — 1 1épés utén megdll (és kevesebb 1épésben
akkor, ha a graf nem 6sszefiigg6), és a +2 -dik oszlopban talédljuk a feszit6fa
éleit.

A leirt médszerben minden ciklus O(n), az egész algoritmus pedig O(n?)
szamitasi idot igényel.

A szdmitds menetének érzékeltetésére az aldbbi példdaban a +1 és +2

oszlopokat minden 1épés utdn ismételten leirjuk, a ZH -ban is ezt a médszert
javasoljuk. A vélasztott minimaélis sulyt élt minden ciklusban bekarikaztuk.

7.8. Példa: Legyen a graf adjacencia métrixa az aldbbi (az iiresen
hagyott celldkban 0 4ll):

A B C D ETF GH I
A 12] 412
B2 12 2| 14
C 12 12 5
D 12 6
E 18 16
F 18 20
G| 4 20 5] 15
H[2] 2 5 9
I 4] 5] 616 15]9

Az {A, B} él vélasztdsa utdn az algoritmus a kovetkezoképpen fut (az
el6z6 matrixhoz csatlakoztatva):
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1. 2. 3. 4. 5.
+1 42 +1 2 +1 +2[+1 +2[[+1 +2
AT o] B] o] B] of B] o] B o] B
Bl ol A ol A ol A o A[ o A
cll 2] B 12] B|| 12| B I of T
D 6] 1][6]] 1
E 6] 116 1
F 200 G|l 20| G| 20] G
G| 4] A Al of A o] A of A
H Al of A of A of A of A
1| 4] B| 9o a#ff[9]| H| o] H| 0] H

6. 7. 8.

+1 2] +1 +2 | +1[+2

Al o]l B o] B o] B

B o] A o] A o] A

Cll of T of T] o] T

D| of 1] of T[] of T

Ell[6]| 1] of 1| of 1

F|| 20| G||[18]| E| 0| E

G| of A of A o] A

H| ol A] of A of A

I o]l H] o H| o H

Tehat a feszitofa élei (az elsé és utolsé oszlop alapjan) {A, B}, {C, I},

(D, I}, {E, I}, {F,E}, {G, A}, {H, A} és {I,H} .

Emlékeztetiink rd, hogy a feszitofdk szamdt a 4. ”Gréfok matrixai” c.
Fejezetben hataroztuk meg.

7.2.

Utazo iigynok metrikus grafokban

Az utazé iigynok (travelling salesman) probléma még a Hamilton korsk prob-
lém&jénal is "nehezebb”, hiszen nem csak minimalis 6sszkoltségti Hamilton
kort kell keresniink, hanem &ltaldban sikbeli (kevés élii) grafban, mérpedig,
mint a 3. "Hamilton korok” c. fejezetben lattuk, Hamilton korok létezéséhez

éppen ellenkezoleg, sok él sziikségeltetik.

Az alédbbi egyszerii példa éppen ezért hasznos és tanulsdgos: specidlis



246 FEJEZET 7. FESZITOFAK

grafban ugyan és csak kozelitdleg, de gyors algoritmust adhatunk, egy NP
-teljes probléméral

7.9. Definicié: Legyen G = (V, E) egy sulyozott élt grif a w : E — R
sulyfiiggvénnyel. Az ”utazé ligynok” probléma minimadlis 0sszkiltségt,
Hamilton kort keres G -ben, azaz eqy olyan H S G Hamilton kért, amelynek
w(H) = cqwle) sulydndl kisebb sulyi Hamilton kér nincs G -ben. 0

7.10. Megjegyzés: Vagyis az iigyntk a legrovidebb/legolcsébb titon
kivdn végigmenni a megadott vdrosok kozott a lehetséges uthélézatot fel-
haszndlva. Természetesen ez is N'P-teljes probléma, ha dltaldnos, minden
grafra miitkodd algoritmust keresiink. Specidlis grafokra specidlis silyfiigg-
vénnyel azonban van specidlis, gyors algoritmus, majdnem optimdlis Hamil-
ton korok megtaldldséara.

7.11. Definicié: A K, teljes grifon értelmezett —w : E — Ry
sulyfiiggvény metrikus ha teljesiil ré a hiromszog-egyenlotlenség, azaz
minden x,y,z € V  csucspontra

w(z,z) <w(z,y) +w(y,z) . O

7.12. Tétel: K, -ben tetszbleges metrikus sulyfigguény esetén O(n?)
1doben taldlunk az optimdlisndl legfeljebb kétszer hosszabb Hamilton kort.

7.13. Megjegyzés: K, cstcsainak tetszoleges {z1, ..., x,} permutdciéja
nyilvénvaléan Hamilton kér; feladatunk most az n! = O ((2)") kor koziil egy
magjdnem minimalis sulyd megtaldldsa (ha mar pontosan minimélis megke-
resésére nincs idénk).

Az aldbb bemutatott médszernél bonyolultabb médon a kétszeres szorzo-
tényezd valamint a O(n?) futdsidé még lejjebb szorithato.

Bizonyitas (Algoritmus): (1) Legyen T' € K, egy minimélis su-
lyu feszit6fa (az dbran vastag vonallal, azaz 6sszefiiggd egyenes szakaszokkal
jeloltiik).
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T C K, feszitofa és az elsé koriiljards
7.1. abra

(2) A sikon "jarjuk korbe” a fat mindkét oldalén (szaggatott vonal). A
koriiljaras sordan a csomépontokat (1-nél magasabb foku pontokat) 1-nél t&bb-
szor érintjiik.  (3) A fenti csticsismétlodéseket a kovetkezd médon sziintetjiik
meg: Induljunk el egy tetszéleges vy csicsbdl a fenti koriiljérds soran, azon-
ban ha utunk sordn valamelyik v csicsbdl egy, mar érintett u csicsra 1épnénk,
akkor az u csicsot kihagyva, v -bol egybol a kovetkezo, még érintetlen y cstics-
ra ugrunk (pontozott vonal). Természetesen ha v utdn tobb, mdr érintett
pont kovetkezne (pl. u, ), akkor v-rél egybdl a legkdzelebbi, még érintetlen
y csdcsra ugrunk (pontozott vonal). Ez, mint kénnyen beldthato, legfeljebb
O(n?) lépést igényel; és a kivant szaggatott és pontozott élek mindig léteznek,
mivel K,-ben ”vagyunk”.

A csicsismétlodések megsziintetése
7.2. abra
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Kérdés: az igy kapott H-kérnek mennyi a stlya?

(4) Legyen Hj egy abszolit minimalis silyd Hamilton kor. Hy-bdl egy
(barmelyik) élét elhagyva egy utat, azaz feszit6fat kapunk, de a T' feszitéfa
minimalis volt, igy w(T) < w(H,) .

(5) T éleit kétszer jartuk végig, ezért a szaggatott vonal hossza
w(---)=2-w(T).

(6) Ha a szaggatott vonalat egy-egy csicsismétlédés miatt pontozott
vonallal helyettesitjiik, akkor a haromszog-egyenlotlenség miatt

w(v,z) < w(v,u) + w(u, )

azaz w(.....) <w(---).

Természetesen, ha tobb mér érintett csicsot ”ugortunk at”, akkor a hé-
romszog- egyenldtlenséget tobbszor alkalmazzuk!

A fenti egyenl6tlenségeket osszeolvasva kapjuk, hogy a kapott Hamilton
kor hossza < w(......) <w(---) =2w(T) <2w(Hy) . O

7.3. Hivatkozas

[K] Kruskal,J.B.: A Reminiscence About Shortest Spanning Subtrees,
Archivum Math, 33 (1997), 13-14.



8. fejezet

Grafok izomorfigja

ALTALANOS IZOMORFIA, INVARIANS TULAJDONSAGOK. CAYLEY TETELE
SZAMOZOTT CSUCSU FAGRAFOK SZAMAROL. ALGORITMUS GYOKEREZTE-
TETT FAK IZOMORFIAJANAK ELDONTESERE, A VODOR ALGORITMUS.

Tulajdonképpen a grafelmélet legfontosabb fejezetéhez érkeztiink: mikor
is tekintsiink két grafot azonosnak vagy kiilonbozének. Bar az 1.Fejezetben
ezt a grafok és izomorfidjuk 1.2. és 1.16. definiciéiban mar precizen rogzitet-
tiik, mégis elméleti és gyakorlati szempontbdl nem &rt nagyité ald venni ezt
a problémat.

Emlékeztetiink arra, hogy a matematika mindegyik fejezetében az izomorf
(vagy egybevigs) alakzatoknak és struktirdknak, mint példdul sikidomok,
testek, vektorterek, Boole- és absztrakt algebrédk, grafok, stb., a lényeges, az
adott targyban vizsgalt tulajdonsagai azonosak, és csak (abban a tudomény-
teriiletben) lényegtelen részletekben térnek el egymastol. Ezt az elvet hivjdk
Steiniz- féle izomorfia- elv(!nek.

8.1. Izomorfizmusok

Bar az 1. Fejezetben mar definidltuk grafok izomorfidjat, az Olvasé kényelme
érdekében most megismételjiikk a definiciét. Felhivjuk a figyelmet, hogy az
aldbbi definicié tetszbleges grafokra szél, vagyis hurok- és tobbszorss élek is
lehetnek a grafban.

1) 1asd még az I. rész 1. Fejezet 9) labjegyzetét.

249
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8.1. Definicié: A G = (V, E) és H = (W, F) grifokat izomorfak®) nak
(isomorphic) nevezziik, és ezt G=H -vel jeloljik, ha létezik olyan f:V —
W bijekcié a két csiucshalmaz kozott, amely éltarté (edge preserving),
vagyis tetszoleges x,y € V' csicsok esetén

{ry}e B {f@), fly)yeF . (8.1)

Az f izomorf leképezést mds széval izomorfizmusnak hivjuk. [

8.2. Megjegyzések: (i) A fenti definiciét természetesen altalénosan
tetszbleges grafokra értelmezziik, de a (8.1) osszefiiggésben az {x,y} és az
{f(z), f(y)} élek multiplicitasanak meg kell egyeznie. Azaz, tobbszoros élek
esetén, ham : E — N ésn: FF — N mutatja a két graf éleinek multiplici-
tésait, akkor az

n(f(e)) = m(e)
osszefiiggésnek kell teljesiilnie.

A (8.1) osszefiiggésben x = y is lehet, vagyis hurokéleket (akér tobbszoros
hurokélek is) figyelembe vesziink.

(ii) Adott f : V — W idzomorfizmus (pontosabban a (8.1) Osszefiiggés
alapjén) esetén természetes médon adédik egy

g:EFE—F
bijekcio az élek kozott:

gz y}) ={f(2), fv)}

rdaddsul e bijekcié bizonyos értelemben ”izomorfizmus is” G és H kozott:
az élek paronkénti megtszéspontjai kozott is taldlhatunk egy bijekcidt, ami
majdnem f maga.

A szakirodalomban sokszor mér a grafok kozotti izomorfizmus defini-
ciojdban a fenti g élfiiggvény is szerepel, de éppen az el6z6 gondolatmenetiink
mutatja, hogy feleslegesen. A tovdbbiakban mi sem ”koveteljiik” meg a fenti
g élfiiggvény létezését, hiszen f -bdl mar megszerkeszthetd, de természetesen
felhasznaljuk, ha sziikségiink lesz ré.

Konnyen beldthaté az aldabbi osszefiiggés :

8.3. Allitas: Két tetszbleges eqyszerti graf pontosan akkor izomorf ha
komplementereik is izomorfak. [

2) izo morf = hasonlé alakii, amorf = alaktalan (gorog)
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8.4. Megjegyzés: Természetesen lehetne vizsgélni (valés szamokkal) su-
lyozott élii vagy irdnyitott grafok izomorfidjat is (f -nek az élek silydt illetve
irdnyitdsat is egyeztetnie kell a két grafban). Sajnos kényviink terjedelme
nem engedi meg , hogy ilyen irdnyu altaldnositdsokkal is fogalkozzunk, csak
az élek/csucsok szinezésére tériink ki: természetes szamokat rendeliink hoz-
z&juk

8.5. Definicié: FEgy tetszoleges ¢ :V — N fiigguényt csticsszinezésnek
(vertex coloring/colouring), mig a d : E — N fiiggvényeket él-
szinezésnek (edge coloring) nevezzik. [

Kémiai molekuldk tanulmanyozédsdndl az atomok neveit kédolhatjuk pél-
ddul a csicsok szinezésével, mig a kotések tipusainak az élek szinei felelnek
meg. Természetesen, cstics- vagy élszinezett grafok kozotti izomorfizmus es-
etén biztositanunk kell a

c(f(x)) =clx) (VeeV)

illetve a
d(gle)) = d(e) (Ve € E)

egyenldségeket is. (Most nem a Ramsey-elmélet (10.Fejezet) szemszogébol
vizsgaljuk az él- és csicsszinezéseket!) A 8.3. "Fdk izomorfidja” alfejezetben
bemutatott algoritmust is egyszertien ki lehet terjeszteni tetszoleges cstics-
szinezésre is (ldsd a 8.21.(ii) Megjegyzésben).

Szélsdséges esetben tanulmanyozhatjuk a szdmozott csicsu grafokat is:

8.6. Definicié:(i) A G = (V,E) grifot szdmozott csicsu grafnak
nevezziik, ha adott rajta egy injektiv v : V. — N csucsszamozds, Im(y) =
{1,....,n} ahol n=|V|, azaz minden x € V cstics () szima kilonbozo.

(ii) Két szamozott csicsi G = (V,E,v) és H = (W, F,u) grif izomorf,
ha az (egyetlen) f:V — W szdmozdstarts bijekcio (azaz p(f(x)) = v(x)
ha x € V) éltartd, azaz izomorfizmus, vagyis tetszoleges x,y € V' csicsok
esetén teljestil:

{r,yye B {fx).fyreF . O

Felhivjuk a figyelmet a ”szokdsos” és a ”szdmozott csicsi” izomorfizmu-
sok kozotti kiillonbségre: példaul az aldbbi két graf izomorf de szédmozott
csticsaikat tekintve nem izomorf:
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2 3 2 3

1 4 1 4

Tzomorf, de szamozottként nem izomorf grifok
8.1. abra

Peélddul tekinthetjiik Cayley 6.”Fék” Fejezetben bizonyitott tételét (1d.
6.17. Tétel)

8.7. Tétel (Cayley): n csicson n™ 2 pdronként nem izomorf szdmozott
csucst fa graf van. O

A fenti eredménnyel szemben szdmozatlan csticsok esetén csak gyenge
becsléseink vannak az n csicsu paronként nem izomorf (tetszoleges) fa gréfok
SZAImara.

8.8. Megjegyzés: Fontos kérdés az adott (tetszoleges) grafok kozotti
izomorfizmus létezését eldontod, vagy esetleg egy izomorfizmust megkeresé al-
gorimus problémédja. Bar az dltaldanos, tetszoleges grafok izomorfidja prob-
léméajanak NP -teljessége ugyan nem ismert, de polinomidlis algoritmust sem
taldltak még eddig.

A legegyszeriibb, az 6sszes (n!) permutédciét végigvizsgalé algoritmus tri-
vidlisan lasst, hiszen minden sorrakeriilé f : V' — W bijekci6 éltartosagénak
ellendrzése O(n?) idd, vagyis "algoritmusunk” O(n! - n?) ideig fut. A 4.Fe-
jezetben matrixok nyelvén is megfogalmaztuk grafok izomorfizmusat, de azt
is belattuk, hogy azon algoritmusok is O(n!) lassiak.

Babai Laszlé 2015 -ben kvdzipolinomidlis©®) algoritmust tett kozzé az
altaldnos graf-izomorfia probléméra.

A kovetkez6 alfejezetben leirt invaridns tulajdonsdgok pedig éppenséggel
nem az izomorfizmus megtalédldsat segitik.

Specidlis grifosztilyokra azonban, azaz ha tudjuk eldre, hogy az input
grafok mindegyike valamely elére adott tulajdonsdggal bir, van polinomialis
algoritmus. Példdul gyokereztetett fakra Read 1979-ben, nem gyokereztetett

3) A 20((ogn)%) gebességli algoritmusokat (c € R tetszbleges) nevezziik kvazipoli-
nomalis-nak (majdnem polinomidlisnak), amik ugyan lassabbak a polinomialis (O (n°))
de gyorsabbak az exponencidlis (2°() algoritmusoknal.



8.2. INVARIANS TULAJDONSAGOK 253

fdkra Aho és munkatarsai 1974-ben, sikbeli gréafokra Hopcroft és Tarjan 1972-
ben, k -er6sen reguldris részgrafok nélkiili gréafokra Corneil 1970-ben, stb.
adott polinomidlis algoritmust. Egy egyszerii algoritmust fik izomorfidjanak
eldontésére a 8.3. alfejezetben ismertetiink.

8.2. Invarians tulajdonsagok

Miér a 8.2. Megjegyzésben is érintettiik, hogy izomorf gréafoknak ugyannyi
szamu csucsa és éle kell hogy legyen, hiszen bijekcié van kozottiik. Kony-
nyen taldlhatunk még sok ”ilyen” tulajdonsagot: amelyek izomorfizmus ese-
tén ”oroklédnek”, vagyis izomorf gréafok esetén vagy mindegyik vagy egyik
sem rendelkezik ilyen tulajdonsdggal. A ”tulajdonsdg” preciz definicigjét
csak a Matematikai Logika tantdrgyban adjuk meg (”tetszoleges egyviltozds
formula”), jelen konyviinkben azonban megelégsziink (az eddigi) szemléletes
értelmezéssel.

8.9. Definicié: Grdfok eqy ® tulajdonsdgdt (graf-) invaridns®) nak
nevezziik, ha tetszoleges G és H izomorf grifokra G pontosan akkor ren-
delkezik a ® tulajdonsdggal amikor H. [

8.10. Allitas: Egy ® tulajdonsdg pontosan akkor grdfinvaridns ha a
tagadasa |® is grafinvarians. O

8.11. Allitas: A kovetkez6 tulajdonsagok példaul grafinvaridnsak.

(1) a csicsok szama,

(ii) az élek szama, multiplicitdsa,

(iii) a csucsok fokszamai, sot a csicsok fokszdmainak halmaza (multipli-
citdssal),

(iv) az élek végpontjainak fokszdamai,

(v) a komponensek szama,

(vi) a grdf dsszefiiggdsége,

(vii) van/mincs a grafban k hosszisdgu kor/uit, dltaléban a grafban levd
k hosszisdgu korok/utak szdma,

(viii) a graf paros, dltaldéban a graf t -polusi

(ix) a grafban van/nincs Euler/Hamilton kor,

(x...) stb.

1) véltozatlan (latin)
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Bizonyitas: Az §llitds(ok) szemléletesen ”trividlisak”, a (kissé hosszadal-
mas) preciz bizonyitdst6l most eltekintiink. [

Az invaridns tulajdonsdgok, pontosabban azok hidnya gyakorlati alkal-
mazdsokndl van sokszor segitségiinkre, a kovetkez6 Allitas alapjan.

8.12. Allitds: Ha van eqgy ® invaridns tulajdonsdg, amely két adott
grif egyike rendelkezik de a mdsik nem, akkor a két grif nem izomorf.

Bizonyitas: Azonnal kovetkezik a 8.9. Definiciéobdl. [

Tehdt invaridns tulajdonsdgok vizsgalatdval ardnylag konnyen kisz{irhetjiik,
hogy két adott graf nem izomorf, ha szerencsénk van! Felhivjuk a figyel-
met, hogy megforditva nincs igy: az invaridns tulajdonsdgoknak nincs (pon-
tosabban végtelen hosszi) teljes listdja, vagyis akdrmennyit taldlunk mege-
gyezonek mind a két grafban, az semmit sem jelent a két graf izomorfidjanak
vonatkozdsdban, a két graf még vigan lehet nemizomorf!

8.3. Fak izomorfigja

Mint emlitettiik, ha specidlis grafokra szoritkozunk, akkor taldlhaté poli-
nomidlis algoritmus grafok kozotti izomorfizus megkeresésére. Most Babai
Laszlénak®) az egyik leggyakoribb gréfok, a fdk izomorfizmusara adott egy-
szeril és mégis rendkiviil gyors algoritmusat ismertetjiik. Felhivjuk a figyel-
met, hogy az aldbb definidlt fogalmak és mdédszerek dltaldnosak, a fak elmél
etében széles korben hasznélatosak. Aho-Hopcroft-Ullmann [AH U] konyvé-
ben (3.2. Fejezet) részletesen olvashatunk az algoritmus felhasznaldsardl és
hasonlé algoritmusokrol.

8.13. Teétel (Babai Laszlo, 1979): Gyokereztetett fak izomorfidgja O(n)
(azaz linedris) idében eldinthetd, igy tetszbleges fak izomorfidja O(n?) idében
eldontheto.

8.14. Definicié (és Algoritmus): Egy tetszoleges osszefiiggd G(V, E)
grif gyoOkereztetése (szintekbe rendezése, rooting ) az aldbbi:

Legyen vy € V tetszdleges (kitiintetett) csics, vy neve gybkér (root), és
{vo} a nulladik szint (level 0).

vo szomszédai (a vy -al 6sszekdtitt csicsok, neighbours of wvo) alkotjdk az
l.szintet (level 1).

5) korabban az ELTE TTK Algebra Tanszékének fiatal professzora (1950-ben sziiletett),
jelenleg az USA -ban dolgozik
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Ha az i -edik szinten levd csiucsokat mdr megtaldltuk, akkor az (i+ 1)
-dik szintre keriilnek azon csicsok, amelyek éllel csatlakoznak valamelyik, i-
edik szinten levd csicshoz, és még nem szerepelnek eqyik, mar definidlt szinten
sem. Az i-edik szintet Vi -vel jeldljiik.

A gyokereztetés addig tart, mig graf csucsai el nem fogynak. A legnagyobb
1 € N indexet, amelyik szint még nem fdires, a wvg csicsbdl gydkereztetett
gréf magassagdnak (height) nevezziik, jele ht,,(G) . O

Kiemeljiik, hogy a fa gytkereztetése (a végeredmény) fiigg attol, hogy
melyik csicsot vdlasztjuk ki gyokérnek.
Példaul tekintsiik az aldbbi graf egy gyokereztetését:

G gydkereztetése a vy csucsbol indulva
8.2. dbra

8.15. Megjegyzések: (i) Nyilvdnvaloan tetszoleges graf gyokereztetése
O(n) azaz linedris idében elvégezhetd, és t6bbszoros élek jelenléte lényegtelen
a gyokereztetés szempontjdbol. A végeredmény persze fiige attél, melyik
csucsot vélasztjuk gyokérnek! Az igy kapott grafok persze izomorfak a 8.1.
Definicié értelmében hiszen ugyanazt a griafot rajzoltuk fel tobbféleképpen,
de nem feltétleniil van kozottiik a 8.18. Definiciéban emlitett szintenként:
izomorfizmus.

(ii) A gyokereztetések magassdga is fiigg a gyokérnek nevezett cstics va-
lasztésatol. Altaldban, minden gyokereztetés esetén az i -edik és j -edik szin-
teken levo cstcsok kozotti legrovidebb 1t hossza a konstrukcié miatt legaldbb
J — i és legfeljebb i + j (ha i < j), vagyis a graf dtmérdje ht(G) és 2 - ht(Q)
kozott van. A csicsok kozotti pontos tdvolsdggal és a graf dtmérdjével a
feladatok kozott foglalkozunk.

8.16. Allitas: Tetszoleges G = (V, E) grdf akkor és csak akkor erds
(azaz kérmentes), ha minden gyikereztetésében élek csak a szomszédos szin-
tek kozott hizodnak. Bizonyitas: HF. [J
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Vagyis minden fa gyokereztethet6 linedris idoben. Néhdny tovdbbi elne-
vezést ismertetiink gyokereztetett fak esetén.

8.17. Definicié: Legyen G = (V. E) tetszoleges gyokereztetett fa. Ekkor
tetszoleges x,y € V' csicsokra x -nek fia/leszarmazottja (child) y és y
-nak apja/6se (ancestor) z ha {x,y} € E , vagyis © és y éllel dsszekotit-
tek (azaz szomszédos szinteken helyezkednek el) és x elobbi szinten (feljebb)
helyezkedik el mint y , azaz x € V; és y € Vi1 valamely i < ht,,(G) indezre.

Az x csicsot levélnek (leaf) nevezziik, ha nincs leszdarmazottja. [0

A legutolsé szinten nyilvdnvaléan csak levelek iilnek, de levelek nem csak a
legalsé szinten lehetnek.

8.18. Algoritmus (Babai Lészl6, 1979): Legyenek adottak T = (V, E)
és R = (W, F) azonos magassagu gyokereztetett fik xo € V' illetve yo € W
gyokerekkel. Olyan f:V — W izomorfizmust keresiink, amelyre f(xo) = yo
és [ szintenként képez, azaz

f:Vi->W, (i < ht(T)) ,

vagyis a T fa mindegyik szintjének képe éppen az R fa megfelelé szintje.

8.19. Megjegyzések: Konnyen beldthaté (a fa magassagara valé egy-
szer(i teljes indukciéval), hogy a két fa magassaganak megegyezése sziikséges
egy szintekénti izomorfizmus létezéséhez.

Természetesen két fa pontosan akkor izomorf, ha létezik olyan gyoke-
reztetésiik, amelyekhez van a fenti tulajdonsdggal rendelkez6 szintenkénti
izomorfizmus.

Vagyis, ha adott két fa graf, akkor rogzitsiik egyikiik egy (tetszoleges)
gyokereztetését, majd a masiknak mind az n gyokereztetésére végigprébdl-
hatjuk a fent igért (1d. aldbb) O(n) idejii algoritmust egy szintenkénti izo-
morfizmus keresésére, és igy O(n?) id8ben eldonthetjiik a két fa (kozon-
séges) izomorfidgjat. Sét, ha a két grafunk izomorf, akkor valamelyik gyoke-
reztetés esetén meg is taldlunk egy ilyen (szintenkénti) izomorfizmust, ami a
8.1.Definici6 szerint is izomorfizmus.

Ismét hangsilyozzuk, hogy az aldbbi algoritmus csak fa-gréafokra miikodik
gyorsan és biztosan ! [

A 8.18. Algoritmus lefrisa:

f létezésének ellendrzését (és konstrukcidjat) szintenként végezziik - a
legutolsé szinttdl kezdve visszafelé, a gyokérig. Természetesen ilyen f csak
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akkor létezhet, ha a két fa magassdga azonos:
hit (T) = hty()(R)

f megkereséséhez T és R cstcsaihoz (szintenként visszafelé) egy-egy
c(x) €N -el jelolt cimkeét, egész szamot, és egy-egy 1(x) eN* -el jelslt "1abel”
-t, egész szamokbdl 4ll6 (véges) sorozatot irunk pdrhuzamosan minden V' és
W -beli z csicshoz a kovetkezd modon:

(i) T és R osszes levelére legyen [(x) :="" (iires sorozat) és c(x) :=0 .
(ii) Ha ¢ < ht(T) — 1 ¢és a Vi1 szinten levd csicsokra az [(x) és c(x)
értékeket mar kiszdmitottuk, akkor a V; szint csicsaira legyen I(z) és c¢(z) a
kovetkezo:
a) tetszOleges © € V; esetén I(x) legyen az x gyermekeihez irt ¢(z;) cimkék
monoton nem csokkend
c(z1) < ... <c(z)

sorozata, azaz legyen
l(z) == (c(z1), ..., c(2p))
b) a V; elemeihez irt [(x;) sorozatokat soroljuk fel lexikografikus mdédon
(mint szétdrban a szavak), azaz legyen olyan sorrendben, hogy

l(zq) < l(wg) = oo X U(my)

és legyen c(z;) az x; € V; csucs esetén a fenti lexikografikus felsoroldsban
[(z;) sorszdma, azaz legyen

{ l(z;) = Uxip1) esetén  c(z;) = c(wigq)
H(xi) 2 U(rip1) esetén  c(z;) < c(wipq)

A c(z) és I(z) cimkék konstrualdsara egy példat az aldbbi dbrén mutatunk
be.

Az algoritmus minden i-edik V; és W, szinten a c¢ fiiggvény definidldsa
utén ellendrzi, hogy V; és W cstcsaihoz it c(z) (v € Vi) és c(y) (y € Ws)
értékek (sorozata) azonos -e? Amennyiben eltérést taldl, azonnal meggll,
a két gyokeres fa (az adott gyokereztetés mellett) nem lehet izomorf szin-
tenként. Ha pedig ezen c(x) és c(y) sorozatok azonosak, akkor az algoritmus
tovdbblép az i — 1 -edik szintre - a fak még lehetnek izomorfak.

A két gyokereztetett fa (az adott gyokereztetés mellett) pontosan akkor
izomorf szintenként, ha a gytkerekhez irt [(xq) és I(yo) sorozatok is azonosak!
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Ez esetben a keresett f : V — W izomorfizmus a kévetkezd: minden ¢ <
ht(T') index esetén ha V; és W, csticsait sikeriilt a hozzdjuk irt [(x) ill. I(y)
értékek novo sorrendjébe tenniink, azaz ha

Vi = Az, nmd, Uz S (xg) < =2 ()
Wi = {ynomds Uy) 2ye) 2 2y
akkor legyen
f(xj) =Y U

Az algoritmus helyességét és O(n) gyorsasdgdt nem bizonyitjuk, csak
néhdny megjegyzést fiiziink hozza.

8.20. Megjegyzések: (i) A O(n) gyors idd eléréséhez javasoljuk a
c(x) és l(x) értekek aldbbi algoritmus szerinti sorbarendezését:

8.21. Vi6dor (bucket) algoritmus: Ha 1 és M kézott (M € N fix)
kell n természetes szamot sorbarendezniink O(n) iddben, akkor M vodrot
el6vesziink 1,2, 3, ..., M feliratokkal, az n adatot (input) a megfelel vodorbe
potyogtatjuk, majd a vodroket 1-t6l M -ig kiolvassuk (maradhatnak iires
vodrok is!), és ez O(n) lépés, hiszen M fix! O

8.20. (ii) A 8.18. algoritmus helyessége a kovetkez észrevételen alapszik
(teljes indukci6val bizonyithaté ¢ < ht(T')-re, visszafelé):

" Tetszoleges x; € V; , y, € W;  csicsokra  1(z;) = l(yx) pontosan akkor
teljesiil, ha az x; és y, csicsok “alatti” részfik (azaz x; illetve yi gy-
erekeinek, gyerekeinek, gyerekeinek... halmaza mint csicspontok) a x; illetve
Yyr gyokerekkel izomorfak. ”

Vagyis l(z) az x € V  7alatti” részfit (szerkezetét) "kddolja”.

(iii) Amennyiben a grafok x € V csicsai mar eredetileg egy mdsik
co(x) € N cimkékkel is rendelkeznek (pl. a fa- szerkezetii molekuldk atom-
jainak tipusa - ld. a 8.5. Definiciéban), és csak azonos cimkéjii csicsokat
feleltethet meg az izomorfizmus, akkor mindossze a fenti algoritmusban az
[(z) sorozat elejére frjuk a co(z) cimkét!
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8.4. Feladat

8.1. Feladat: Tekintsiink egy gyokereztetett fat. Hatdrozzuk meg az i -edik
és j -edik szinteken levd csicsok kozotti legrovidebb tt hosszat, valamint (ez
alapjdn) a graf szélességét (width) (:=leghosszabb 1tjanak hosszét)
pontosan!

8.5. Megoldas

8.1. Feladat:. Legyen a € V; , b € V; é ¢ < j . Ha b kozvetlen
leszarmazottja a -nak, akkor nyilvan d(a,b) = j —i. Ha nem, akkor legyen
k < i alegnagyobb olyan index, amely szinten létezik a és b -nek kozos Ose,
és ekkor

dla,b) =i—k+j—k=1i+j—2k

A gréf szélessége (egy rogzitett gyokereztetés esetén) nyilvanvaléan a le-
velek tavolsdgainak maximuma:

d(G) = max{d(a,b) : a,b € V levelek }

8.6. Hivatkozas

[AHU] Aho,A.V.,Hopcroft,J.E.,Ullman,J.D: Szdmitdgépalgoritmusok tervezése
és analizise, Miiszaki Kiadé, Bp., 1982



9. fejezet
Sikgrafok

GRAFOK SIKBATERITHETOSECE: DEFINICIO, JORDAN TETELE. PONT-
DISZJUNKT UTAK, REDUKALHATOSAG, KURATOWSKY ES SEYMOUR TE-
TELEI. EULER I. ES II. POLIEDERTETELEI, KOVETKEZMENYEK. K5 ES
K33 NEM SIKBARAJZOLHATO. FULLERENEK. FELULETEKRE RAJZOLHATO
CRAFOK, AZ EULER- KARAKTERISZTIKA. TERKEPSZINEZESEK.

9.1. Definiciék és Kuratowsky tétele

Grafjainkat papiron (a sikon) szoktuk dbrézolni pontokkal (a graf csicsai)
és vonalakkal (az élek). Mar eddig is igyekeztiink olyan rajzokat késziteni,
amikoris a vonalak csak a gréf csicsaiban metszik egymast, ami vagy sikeriilt
vagy nem.

A preciz definiciékat a vonal meghatarozdsaval kell kezdeniink. Isko-
lai tapasztalataink szerint mindossze ceruzdnkat kell felemelés és rangatds
nélkiil, folytonosan végighiizni a kezdépontbdl a végpontba. Analizis érén
ugyan az 7 &ltaldban egy f : I — R? folytonos fiiggvény értékkészlete volt,
I C R egy véges zart intervallum, de az 7 csak egy speciélis gorbe (vonal).

A gorbe preciz matematikai definicigjat konyviinkben nem ismertetjiik,
a fenti két megkozelités mindegyike elfogadhaté szamunkra. Mindossze csak
Jordan hires tételét emlitjiik meg (annak nehéz bizonyitds nélkiil) annak
szemléltetésére, hogy a gorbék preciz elméletében a még szemléletesen trivi-
alisnak ttiné allitdsok igazoldsa is nehéz feladat.

9.1. Tétel (Jordan): Tetszbleges zdart girbe a sikot két részre bontja (a
gorbe kiilsejére és belsejére). U

261
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A sikbaterithetdség definiciéja nem til nehéz, barki kitalalhatja.

9.2. Definici6é: Egy tetszdleges G = (V,E) grif sikba teritheto/
rajzolhaté vagy sikbeli (planar) ha léteznek olyan injektiv f : V — R?
és g : E — P(R?) fiigguények amelyekre egyrészt e = {x,y} esetén g(e)
eqy tetszoleges, az f(x) és f(y) pontokat 6sszekitd v, masrészt az éleknek
megfeleld tvek csak a kozos végpontjaikban metszik eqymdst. [

Természetesen meriil fel a kérdés: milyen gréfok rajzolhatdk illetve nem
rajzolhaték sikba? Jordan 9.1. tételével igazolhaté(!) az aldbbi eredmény:

9.3. Allitas: A K; és Ks3 grafok® nem rajzolhatok sikba.

Bizonyitas: Most csak K5 -rél mutatjuk meg, hogy nem rajzolhaté
sikba, a K33 -ra vonatkozo allitds hasonléan igazolhaté.

Jeloljiikk K csucsait A,B,...,E betiikkel. Tegyiik fel, hogy az A, B, C,
D pontokat és a kozottiik futé éleket mar dbrazoltuk (ebben a sorrendben)
a stkban gy, hogy az éleknek nincs a csicsoktdl kiillonb6zé metszéspontja.
Ekkor a Jordan - Tétel miatt az ABCD négyszog AC és BD &tléi koziil
az egyik az ABCD négyszog belsejében, a mésik pedig a négyszogon kiviil
fekszik. Ugy valaszthatjuk meg a jeloléseket, hogy AC beliil mig BD kiviil
legyen.

D
OE

A B

Ky nem sikbeli
9.1. dbra

Belatjuk most, hogy ha az E pont barhol is fekszik a sikban, az EA,
EB, EC, ED élek valamelyike sziikségképpen metszi a méar berajzolt élek
valamelyikét.

1) a bizonyitas sok (régebbi) grafelméleti konyvben megtaldlhat6, példéul [H] .

2) A K. 3,3 graf sikba rajzoldsdnak probléméjét szokds ” hdrom hdz hdrom kut” probléma-
nak nevezni: harom épiilet mindegyikébe kell harom energiaforras mindegyikétél vezetéket
létesiteni anélkiil, hogy a vezetékek egymast kereszteznék.
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Ha E az ABD hdromszogon kiviil fekszik, akkor az EC él a Jordan -
Tétel miatt metszi az ABD hdromszoget, vagyis valamelyik oldaldt, azaz
valamelyik élt.

Hasonléan lathaté be, hogy ha E az ABC, BDC, ACD haromszogek
valamelyikén beliil fekszik, akkor a haromszogon kiviil fekvo negyedik ponttal
(A,B,C,D koziil) nem lehet az E pontot dsszekotni. [

A fenti eredményt késébb Euler 1. poliédertételébél, pontosabban annak
kovetkezményeibél is be lehet bizonyitani, egy rovid szamoldssal a 9.22. Al-
litdsban. Mivel az Euler Tétel és kovetkezményei a fenti eredményt nem
hasznaljsk fel, igy a 9.22. Allitassal teljes mértékben lehet helyettesiteni a
fenti Tételt. Mi csak a teljesség miatt mutattuk meg a fenti bizonyitdast.

Mads nincs? Mérmint olyan graf, amely nem rajzolhaté stkba? Miért
éppen ezt a két grafot emeltiik ki? Fontossdgukat Kuratowsky 1930-bdl szar-
maz6 9.6.Tétele adja meg, elétte azonban két elnevezést (pontosabban gréf-
egyszerlisitési eljarast) kell megismerniink. Mindkét fogalom az adott grafnak
a sikba terithetdsége szempontjibdl lényegtelen részeit (médsodfoku csucsok,
felesleges élek) hagyja el.

9.4. Definicié: Legyen G = (V, E) egy tetszbleges grif. Ha v € V
eqy tetszoleges mésodfokd csiucs, akkor a v csics megsziintetéséuvel
vagy éllel valé helyettesitésével kapott G':= (V',E') grif, a G graf re-
dukaltja a kovetkezd. Legyen a v csucsra illeszkedd két él {a,v} és {b,v}.
Ekkor legyen

Vii=V\{v} é FE :=F\{{a,v},{b,v}}U{{a,b}} , (9.1)
azaz a grafbol a v csics elhagydsakor a rd illeszkedd két élt helyettesitjik
egyetlen éllel.

Altaldban, ha o G = (V, E) grafbél tobb mdsodfoki csicsot hagyunk el a
fenti mddon, akkor a kapott G” = (V”,E”) grifot is a G graf redukaltja
-nak hivjuk.

A redukcio megforditasat (amikor is a G' grafbol kapjuk vissza a G grdfot),
vagyis amikor eqy élre “iltetink” egy tj, mdsodfoki csicsot, az {a,b} él
felosztasdnak (subdivision) nevezziik.

A H grif topologikus részgraf -ja a G grdifnak, jelben

HAG

ha G -nek van egy olyan részgrafja, ami H -nak egy felosztdsdval izomorf,
mas szoval: H megkaphaté G -bol élek és csiucsok elhagydsdval valamint
masodfoku csicsok élekkel torténd helyettesitésével. U
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Az alédbbi dbran szemléltetjiik a grafok redukciéjat masodfoku csics el-
hagyasaval.

Redukcio és él felosztisa
9.2. dbra

A (9.1) kifejezésben kénytelenek vagyunk dupla kapcsos zardjeleket hasz-
ndlni, hiszen E élek halmaza.

Miésodfokii csiics tobb is lehet egy grafban, de mindegy, hogy mely éleken,
hiszen, mint emlitettiik, a graf sikbarajzolhatésagat egyik sem befolydsolja.
Ez a gondolat fogalmazédik meg az alédbi definiciéban.

9.5. Definicié: Két tetszbleges G és H grifot homeomorf®) nak neve-
ztink, ha mdsodfoki csiucsok megsziintetéseinek sorozatdval mindkettdo ugyan-
arra az M grifra redukalhato (véges sok lépésben).

Masként fogalmazva: G és H homeomorf, ha létezik egy olyan M grdf,
melybdl éleinek ismételt felosztdsainak sorozatdval G és H mindketto (kiilon-
kiilon) megkaphatd. O

Konnyen beldthaté, hogy a homeomorfia reldcié reflexfv, szimmetrikus és
tranzitiv, azaz ekvivalencia relécio.
Az aldbbi Tétel a sikbarajzolhatésdg elméletének alapja.

3) homeo morf = hasonlé alaku (gorog), elsésorban a topolégidban és halmazelmélet-
ben hasznéljdk hasonlé (de nem teljesen azonos) felépitésti terek, felilletek, stb. kozotti
kapcsolat leirdséra.

homo morf = "egybe csengd” alaki (szintén gorog), jelentése szerint dtmenet a hason-
l6sag és azonossdg kozott. Lényegesebb kiilonbség azonban, hogy elsésorban az (absztrakt)
algebraban jelolik az azonos tipusid struktirak kozotti kapcsolatokat.

Ne keverjiik ossze e két fogalom hasznélatét!
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9.6. Tétel (Kuratowsky(4)’(5),1930): Egy tetszoleges G graf pontosan akkor
terithet6 sikba ha nem tartalmaz Ksvagy Ks3-al homeomorf részgrafot. U

A Tétel azt mondja, hogy a grafbdl élek és csicsok elhagydsdval valamint
masodfoki csicsok éllel torténd helyettesitésével nem szabad kapnunk sem
K5 sem K33 grafot. Vagy forditva fogalmazva: sem a K5 sem a K33 grafbol
nem kaphatjuk meg a grafot élek felosztdsaval, akdar tobb lépésben sem.

A tétel bizonyitdsa megtalalhat6 példdul Hajnal Péter [HaPé,' 97/3] kony-
vének 243-246 oldalain.

Gyakorlati alkalmazdsoknél azonban mésodfoki csicsok helyettesitésével
nehéz eldonteni, legaldbbis szemlélettel, hogy egy tetszoleges G graf tartal-
maz -e egy adott H gréaffal homeomorf részgrafot. Ezt a kovetkezdképpen
tudjuk elképzelni (a preciz bizonyitdst most nem részletezziik).

9.7. Allitas: Egy G = (V, E) graf pontosan akkor tartalmaz egy adott
H = (W, F) grdffal homeomorf részgrifot, ha léteznek olyan

W=V é g¢g:F—PE)

injektiv fiigguények, amelyekre g(e) eqy, az f(x) és f(y) csicsokat dsszekitd
egyszer, it minden e = {x,y} € E él esetén, és a g(e) (e € E) utak végpont-
jaik kivételével paronként pontdiszjunktak. U

A fenti &llitds dltal megfogalmazott dtfogalmazas alapjan méar kénnyen
megfogalmazhatjuk Kuratowsky tételét egyszerti szemléletes médon, nem
csak kisméretii feladatok papiron ceruzaval valé megoldédsdhoz, hanem poli-
nomidlis gyorsasdgui algoritmusok készitéséhez is.

9.8. Tétel (a 9.6. Tétel véltozata): FEgy tetszdleges G graf pontosan
akkor teritheto sikba ha nem taldlhato benne
- sem 0t csics azokat pdronként 6sszekitoé (paronként) csicsdiszjunkt utakkal,
- sem hdrom piros és hdrom kék csics kilenc, mindegyik piros csicsot mind-
eqyik kék csicesal 6sszekito, paronként csucsdiszjunkt utakkal.  [J

A 9.6. Tétel (vagy 9.8.véltozata) éllitdsdnak fele, azaz a K5 és K 3 tiltott
részgrafok kizdrdsa nyilvanvald, hiszen ha méar megmutattuk, hogy Ks és
K3 3 nem rajzolhatok sikba, akkor nyilvanval6an az 6ket ”tartalmazé” grafok

1) Kazimierz Kuratowsky (1896-1980) lengyel matematikus. Halmazelmélettel és
topolégiaval foglalkozott, Banach és Ulam munkatdrsa volt a Lwow -i M{iegyetemen.T6bb
mint 180 dolgozatot (cikket) és 3 konyvet irt. .

5) a Tételt Kuratowsky-val egyidében, de t6le fiiggetleniil Frink és Smith is felfedezték
1930-ban, de Kuratowsky dolgozata jelent meg eldszér nyomtatasban, ezért is nevezik e
tételt altalaban (csak) ”Kuratowsky Tételé” -nek.
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sem. (A tartalmazast a homeomorfia, illetve a pontdiszjunkt utak reprezen-
tacidja jelenti.) Kuratowsky és felfedezdtarsainak érdeme, hogy a sikbaraj-
zolhat6sag elégséges feltételét(®) megadtdk és bizonyitotték.

A miésodfoku cstcsok (és az Oket Osszekotd élek) helyettesitése egyetlen
éllel szemléletes konstrukcid, és segitségével a sikbarajzolhatdsdg feltételeit
kielégitéen le tudtuk irni. Azonban ez a miivelet egy sokkal dltaldnosabb kon-
strukcié specidlis esete, amivel szintén le lehet irni a sikbaterithetd grafokat,
érdemes tehdt vele is megismerkedniink.

9.9. Definicié: Legyen G = (V, E) egy tetszbleges grif, e = {x,y,} € E
egy tetszbleges éle. Az e €l bsszehiuzdsiaval (vagyis x,y végpontjainak
Osszeragasztasaval) kapott grif, G/e a kovetkezo:

Gle = (V¢ E°)
ahol
Ve:=V\{z,y} U{v°} (9.2)
valamely v¢ ¢ V 1j csicsra, és
E¢ : =FE\{{z,u} :ueVi\{{v,y} :veV} (9.3)

U{{v",u} : {u,z} € B (u# y)vagy {u,y} € E (u# x)}

Tetszoleges G graf éleinek, csiucsainak elhagydsdval és masodfoki csicsa-
inak éllel helyettesitésével kapott H grifot a G graf minorjanak nevezzik,
és

HXG
jellel jelélyiik. 0

Gondoljuk meg: valéban az z,y csicsokat (az e = {z,y} élt) von-
tuk ossze a v® 14j csicsba, és ezzel egyidejiileg minden, vagy x vagy y -ban
futé élt egy-egy v° -be futé éllel (mésik végpontjat véltozatlanul hagyva)
helyettesitiink.

Az is nyilvanval6, hogy a 9.4. Definiciéban megismert, masodfoki cstcs
helyettesitése éllel konstrukcié specidlis esete a fenti ”élek 6sszehtizdasd” -nak:
a masodfoku csicsra kapcsol6dé két élt hizzuk ossze.

A részgraf (<), feszitett részgraf (C), topologikus részgraf () és a minor
() részstruktira-tipusok kozott az aldbbi kapcsolat &ll fenn:

6) vagyis a tiltott részgrafok halmazénak, { Ky, K33} -nak teljességét
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9.10. Allitas: Tetszbleges H, G grifokra

H<G = HCG = HAG = H=G . U

Kuratowsky tétele is konnyen atfogalmazhaté gréafok minorjaira:

9.11. Tétel (Kuratowsky, 1930): Egy tetszbleges graf pontosan akkor
stkba teritheto, ha sem Ks sem Kss nem minorja. O

A fenti eredmények és reprezentacié alapjan elészor ugyan csak exponen-
cidlisan lassd algoritmust tudunk adni grafok sikbaterithetéségére. Eloszor
1963-ban Tutte adott polinomidlis, majd 1974-ben Hopcroft és Tarjan linedris
idejii algoritmust a sikbaterithettség problémadjara. Az algoritmus roévid
leirdasa megtaldlhaté Recski Andrds [ReAn,’89] konyvében, a 88. és 376.
oldalakon.

Az aldbbiakban csak roviden emlitiink meg néhény, a grafok sikbaterithe-
toségéhez kapcsolédé néhdny egyszeriibb eredményt és problémat. Az érdek-
16d6k Recski Andras [ReAn,’ 89] és Hajnal Péter [HaPé, 97/3] konyveiben
taldlhatnak tovabbi részleteket.

9.12. Tétel (Wagner()(®) 1936, Fary(*) 1948): Ha G egy egyszerti, sikba-
rajzolhaté graf, akkor létezik olyan sikbeli dbrdzoldsa is, amikor minden élt
egy egyenes szakasszal rajzoltunk le. 0

A fenti dbrézoldsndl a graf rajza nagyon elnyult lehet. A 7 VLSI” (very
large scale integration) elnevezésii probléma a grafok minimélis teriiletii sik-
részre valo rajzoldsanak lehetdségeit, korlatait vizsgdlja.

Vizsgaljadk még a nem sikbateritheto grafok sikba rajzolasaikor az élek
metszéspontjainak minimélis szémat is (crossing number / metszési sza-
ma). Gréfok vastagsdga (thickness) a legkisebb olyan k € N természetes
szédm, hogy G élei lefedhetok k sikbeli graffal (réteg, szint, level), ezekrol
példdul Rosen [RoKe, 91] konyvében olvashatunk (486.oldal).

Egy grafot kiilsé sikbeli -nek (outerplanar) hivunk, ha ugy terithet6
sikba, hogy 6sszes csucsa a rajz legszélén, a kiilsé (végtelen) részén legyen.

) Klaus Wagner (1910-2000) német matematikus

8) a tételt fiiggetleniil még Sherman Kopald Stein (1926-) amerikai matematikus is
felfedezte 1951-ben

9) Fary Istvan (1922-1984) magyar szdrmazési amerikai matematikus.
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9.1.1. Egyéb feliiletek

Felmeriil a kérdés: mas feliiletekre milyen grafokat lehet ill. nem lehet
rajzolni? (A 7feliilet” szintén egy bonyolult topoldgiai fogalom, ezt sem
definidljuk most.)

Ha az F feliiletnek van egy (véges) sikbeli tartoménnyal homeomorf
(azaz megegyezd) része, mint példaul a gombnek, térusznak (”uszégumi”),
Mobius'?) szalagnak, Klein') -palacknak, akkor persze minden sikba ra-
jzolt graf az F feliiletre is rajzolhatd, hiszen gréafjaink végesek, és rajzunk
mérete tetszoleges méretiire kicsinyitheto.

A Modbius - szalag nem mds, mint egy (papir-) szalag, de miel6tt két
végeét Osszeragasztandnk ”hengerpaldstta”, egyik végét 180° -al megcsavarjuk.
A kapott feliiletnek nem lesz "kiilseje” és ”belseje”, egyetlen ecsetvondssal
befesthetjiik "mindkét” oldaldat. Kedvenc Kj és Kj3 grafjainkat is réraj-
zolhatjuk, a megoldds példdul Recski [ReAn, 89] konyvének 367. oldaldn
taldlhato.

Igy tehat inkdbb azt kérdezziik, mely grafok rajzolhatck ill. nem rajzol-
haték bizonyos feliiletekre. Az aldbbiakban csak a legismertebb feliiletekrol
sorolunk fel roviden néhény egyszeri és meglep6 allitést .

9.13.Allitas: Egy tetszbleges G graf pontosan akkor rajzolhatd gombre
ha sikba rajzolhato.

Bizonyitas: Mint emlitettiik, minden sikra rajzolhaté graf egyuttal
gombre is rajzolhato.

Legyen tehdt a gombre, vagyis a gumilabdéra rajzolva egy graf. Ekkor a
gumilabdét kilyukaszthatjuk egy tetszoleges olyan pontjan, ahol a rajz nem
megy keresztiil, és a lyukba belenytilva 6vatosan, szakitds és ragasztas nélkiil
(mint 4ltaldban a topolégidban szokds), kiteritjiik a labdat a stk asztallapra.

Bar a fenti gondolatmenet teljes, preciz véltozata a sztereografikus pro-
jekcid. Erintse a gomb a sikot egy S pontban(!?) és legyen N a gomb S -el
atellenes pontja (S=Déli sarok és N=Eszaki sarok). Ugy vélasszuk meg a
gomb és a sik kolesonos helyzetét, hogy az N pont ne legyen pontja a gombre
rajzolt gréaf rajzdnak.

Ekkor a gomb feliiletét, pontosabban N -t6] kiilonb6z6 pontjait a kovetkezo

10) August Ferdinand Moebius (1790-1868) szdsz (német) matematikus, csillagdsz és
fizikus. A szalagot Johann Benedict Listing (1808-1882, német) matematikussal kozosen
1862-65 kozott irt cikkeikben emlitik el6szor.

1) Felix Christian Klein (1849-1925) kimagaslé német matematikus.

12) tegyiik le e labdét az asztalra
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modon képezziik le a stkra. Ha X a gombfeliilet egy tetszoleges, N-t6l kiilon-
boz6 pontja, akkor X’ legyen az NX egyenes és a stk metszéspontja.

Belathato, hogy ez a leképezés folytonos, kolcsonosen egy-egy értelmii
(azaz injekcid) és gorbék képe is gorbe, vagyis a gombre rajzolt graf rajzénak
képe a graf egy sikba rajzoldséat adja. O

N

9.3. abra: Sztereografikus projekcio

Mint tudjuk, minden sikra rajzolhaté graf felrajzolhaté téruszra (tdszégu-
mi) és Mobius- szalagra is, mivel ezek a feliiletek is tartalmaznak a sik egy
nyilt kornyezetével ') homeomorf részt.

Masrészt, konnyen rajzolhatunk sok olyan grafot e két feliiletre, amiket
stkba nem lehetséges.

Ha példéul a téruszra szeretnénk rajzolni valamit (grafot, térképet, stb.),
akkor az uszégumit (téruszt) érdemes eldszor keresztiilvdgnunk egy kor men-
tén, majd az igy kapott csovet hosszdban felvdgva feliiletét egy téglalappa
terfthetjiik ki.

DI

EE D

9.4. abra: A tdrusz és a téglalap

13) koralaki papirlap
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Vagy megforditva: dbrankat egy téglalap alaku papir (vagy inkdbb gumi)
lapra rajzoljuk, majd a lapot Osszehajtva egy hengert kapunk, a henger
két végét osszeragasztva pedig toruszt. Ekozben a téglalap parhuzamos
oldalainak megfelel6 pontjai egybeesnek, mind a vizszintes mind a fiiggdleges
oldalparok esetén. Vagyis a téglalap egyik oldaldig hizott vonal a szemkozti
oldalon ismét felbukkan, folytathaté a téglalap belsejébe. Igy érhetjiik el,
hogy a sikbeli dbran egymast keresztez6 vonalak (élek) egymast kikertiljék.

Az aldbbi dbrdn példdul a K33 sét Ky 4 grafokat rajzoltuk fel a téruszra,
a grafok csucsait (a két komponenst) iires és teli korokkel jeloltiik. A téglalap
egyik élén &atlépod és a masik parhuzamos élen folytatods, vagyis a téglalap
térusszd ragasztasakor osszekapcsolddé vonalakat azonos betiikkel jeloltiik.
Példaul a C' pontban véget érd szakasz a C' pontban folytatédik a C” pon-
tig, majd a C"” ponton keresztiil folytatédik. (Tulajdonképpen a C és C”
pontokat azonositjuk, a C” és C"" pontokat tgyszintén, amikor a téglalapot
osszehajtjuk torusszd.)

A B C c" A E B
c C
D' D
F' F
BHV BH
AV BV CV CHV AV EV BV

9.5. dbra: K33 és Ky4 a toruszon

K5 5 médr nem rajzolhato fel a téruszra sem, de K5 mdr igen, s6t K7 is:

A B 6 4
50— 5
C C 3 &
74 ) 7
A B s 35

6 4

9.6. abra: K5 és K; a toruszon
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Sikeriilt meghatarozni dltaldban tetszoleges feliiletekre rajzolhaté grafok
karakterizacidjat, bar szinte csak a lehetoségben lehetiink biztosak:

9.14. Tétel: Tetszbleges T topologikus tér(™) esetén a T -re nem raj-
zolhato grifok halmazdnak véges sok, a minor (=) részbenrendezésre nézve
minimalis eleme van.  [J

A Tétel szerint igaz Kuratowsky tételének aldbbi dltaldnositdsa tetszoleges
feliiletre:

9.15. Tétel: Tetszoleges T feliilet esetén létezik véges sok olyan "tiltott”
graf, hogy tetszoleges G graf pontosan akkor rajzolhats a T' feliiletre ha egyik
tiltott grdafot sem tartalmazza minorként. [

A 9.14. Tétel kovetkezik az aldbbi (nagyon mély) dsszefiiggésbol:

9.16. Tétel (Seymour('®), Robertson'9)): Grdfok tetszbleges, végtelen
halmazdban van két elem, melyek a < (minor) részben rendezésre nézve
osszehasonlithatoak. [

A tiltott részgrafok pontos listdjat eddig csak az (Euklideszi) sikra és a
projektiv sikra (és a gémbre) ismerjiik.

Tovébbi érdekes topoldgiai feliileteket és tulajdonsdgaikat a [BJ], [Sz]
és [P] elemi bevezetd topoldgiai konyvekben taldlhatunk. A gréfokkal valo
kapcsolatukat [Sz] elemzi részletesen.

9.2. Euler poliédertétele

Az aldbbi tételt Euler eredetileg csak poliéderhaldkra (siklapokkal hatdrolt
térbeli testek, poliéderek élgrafjara) mondta ki 1752-ben. A teljesség miatt
ismertetjiik a poliéderhéldk absztrakt definiciéjat:

9.17. Definicié: Egy tetszoleges sikba rajzolt egyszert, 6sszefiiggo G
grifot poliéder- vagy poligonhalé -nak mondunk, ha dbrdja gy készit-
hetd, hogy valamely onmagdt nem metszé zdart poligont (sokszdget) kisebb
poligonokra darabolunk szét gy, hogy ha két poligonnak van legaldbb két kézos
pontja, akkor van kézos éle, és a kizos élek (dsszefiiggd) utat alkotnak. O

Azonban az (9.4) Osszefiiggés tetszoleges Osszefiiggd egyszerii sikgréfra
igaz, ezért mi ebben az dltaldnosabb formdban mondjuk ki.

1) kezd6knek: ” feliilet” .
1) Paul D. Seymour (1950-) angol-amerikai matematikus
16) George Neil Robertson (1938-) kanadai matematikus
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Ekkor azonban kicsit meg kell gondolnunk a lap topolégiai fogalmit,
aminek preciz definidldsa, a gorbe fogalmdhoz hasonléan, elég bonyolult lenne.
Mivel Jordan 9.1. Tétele szerint minden folytonos zart(!”) gérbe a sikot két
részre (tartomdnyra) osztja, melyek a korlappal (topolégiailag) homeomorfak,
azaz a tartomdnyokat gumibdl kiviagva vdgds és ragasztds nélkiil hajlitgatds-
sal, nytjtdssal, deformédlassal korlappd lehet alakitani.

9.18. Tétel (Euler I. poliédertétele, 1752) Legyen G egy tetszbleges
osszefiiggd, sikba rajzolhato graf. Ekkor

(+c—e=2 (9.4)

ahol ¢ és e a grif csucsainak ill. éleinek szdma, mig £ a G graf sikba teritése
utdn keletkezett lapok szdma.

Ne feledjiik, hogy a graf sikbateritésekor a grafon ”kiviili” végtelen tar-
toméanyt is egy lapnak kell szémolnunk!

A graf tobbszoros- és hurokéleket is tartalmazhat, ezek is korlappal home-
omorf lapokat képeznek. A tétel azonban nem sszefiiggd gréfokra nem igaz,
errdl barki konnyen meggy6zoddhet.

Bizonyitas: Tudjuk, hogy 6sszefiiggd graf tetszoleges, korben levo élét
clhagyva a graf osszefiiggd marad'®). Minden ilyen él pontosan két lapot
hatdarol, igy elhagyasakor a két lap egybefolyik, vagyis a lapok szdma is pon-
tosan 1 -gyel csokken, mint az élek szdma. A csticsok szdma természetesen
nem valtozik.

Ha a korben levo élek elhagydsédt a fenti médon addig ismételjiik, mig
grafunk kormentes nem lesz, akkor egyetlen sikrész azaz lap marad, vagyis
¢—1 -szer hagytunk el élt. Ezek szerint a megmaradt grafnak e — (¢ —1) éle
lesz, és az eredeti ¢ cstics. Mivel a megmaradt graf (még mindig) osszefiiggd
és (mdr) kormentes, vagyis fa, igy élei és csicsai kozott az

c—1=¢
Osszefiiggés all fenn. Mindkét oldalhoz ¢ — 1 -et adva a
c+l—2=e

azaz a bizonyitandé (9.4) egyenléséget kapjuk. [

17) ezt is pontosan definidlnunk kellene
18) 1gsd az 1.34. Allitast az 1. ” Grafelméleti alapfogalmak” c. fejezetben.
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9.19. Megjegyzések: A tétel (9.4) tsszefiiggése szerint a lapok szdma
(¢) nem fiigg a graf sikba teritésének modjatol.

Euler fenti tételében a grafnak nem kell egyszeriinek lennie, t6bbszoros
vagy hurokélek is lapokat hatdrolnak, de a graf osszefiiggdsége 1ényeges. Ezzel
szemben az aldbbi kovetkezményekben (9.20-22) csak egyszeris grafok johet-
nek széba, amik mar nem kotelezben osszefiiggdek!

Gombre rajzolt grafokra is teljesiil a (9.4) osszefiiggés, a fenti bizonyités
moédositas nélkiil is helyes gombre rajzolt grafokra is. Euler eredeti tétele
is konvex, vagy &ltaldnosabban, gombbel homeomorf (gombbé felfijhato)
poliéderekre'?) szél.

Azonban téruszra rajzolt gréafokra az ¢+ c—e =0 Osszefiiggés igaz,
ezt példaul a téruszra rajzolt képkeret (mds széval a képkeretté deformalt
térusz) mutatja a legjobban:

9.7. dbra: Torusz mint képkeret

Mint a 3.3.4brén (3.Fejezet) lathato, a Hy kockagraf a "képkeret” feliilet
élgréfja, szintén a toéruszra rajzolhatd, csak a lufit kell ”felfijnunk”. (HF az
éleket, lapokat és csticsokat megszdmolnil).

S6t, tetszobleges (topoldgiai) feliilethez egyértelmiien létezik egy o ter-
mészetes szam a kovetkezo tulajdonsdggal: tetszbleges dsszefiiggo grafot ha a
feliiletre ragzoltunk, akkor

l+c—e=o0.

A fenti o szémot a feliilet Euler- féle karakterisztikdjanak nevezziik.
(Nyilvin kilonbozo Euler- karakterisztikdval rendelkezo feliletek nem lehetnek
topoldgiailag ekvivalensek, vagyis homeomorfak.)

19) siklapokkal hatarolt konvex térbeli test. Egy sikidom / térbeli test konvex, ha
barmely két pontjat osszekotd (egyenes szakasz) teljes egészében a stkidom/test belsejében
halad.
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A fentiek alapjan a sik Euler karakterisztidja 2; a téruszé, Mobius -
szalagé, kétlyuku gombbé és hengerpaldsté 0; a két lyukkal ”elldtott” (véges)
papirlapé —1 . Még sok érdekes feliiletet és Euler -karakterisztikdjukat taldlunk
a [BJ], [P], [Sz] bevezetd topolégiai konyvekben.

9.20. Kévetkezmény (i) Tetszbleges egyszerii sikba rajzolhatd graf esetén
e<3c—6. (9.5)
(i) Tetszoleges egyszerii sikba rajzolhaté péros graf esetén
e<2c—4. (9.6)

(iii) Tetszdleges egyszerii sikba rajzolhato grdf esetén, ha g jeldli a graf
legrovidebb korének hosszdat (a graf derékbdségét (girth)) akkor

g
g—2

e < (c—2). (9.7)
Bizonyitas: A graf komponenseire kiilon-kiilon igazoljuk a fenti becslé-
seket, majd az egyenl6tlenségeket (a graf komponenseire) dsszeadva az egész
graf éleinek szdmdra kapjuk meg a megfelel6 becslést.
(i) az egyszeriiség miatt minden lapot legaldbb 3 él hatérol, minden él
két lapndl van figyelembe véve, igy

e> =t (9.8)

DN W

amit az (9.4) osszefiiggésbe beirva megkapjuk (9.5) -et.
(ii) A graf egyszeriisége és parossdga miatt minden kor legalabb 4 hossz,
vagyis a (9.8) sszefiiggés helyett a

o
Vv
DN | W~
~

becslést kell alkalmaznunk.
(iii) g > 2 mert a graf egyszerii, tovibba a derékboség (g) definicidja
miatt, a fenti becslések mintajara

ezgf
2

amit az (9.4) Osszefiiggésbe beirva a (9.7) becslést kapjuk. (Ld. még a
[SzIs, 97] Feladatgy{ijtemény 19.7 feladatdnak megoldését.) O
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9.21. Megjegyzések: Vagyis sikba rajzolhaté grafnak nem lehet sok éle
(tobbszoros élektdl eltekintve), amit ugyan szemléletiink mér eddig is sugallt,
de a pontos felss becslést a fenti Allitasokban szémitottunk ki.

Egyik becslés sem fordithaté meg, azaz a 9.2. Kovetkezmény barmelyik
feltételének teljesiilése esetén sem mondhatjuk hogy a graf sikba rajzolhato.
Ellenpéldét mindenki egyszerfien taldlhat (HF).

9.22. Allitas: K; és Ks 3 nem stkba rajzolhato grafok.

Bizonyitds: A 9.20. (i) Allitds (9.5) feltételével konnyen igazolhat6 hogy
K5 nem sikba rajzolhatd, hiszen Ky esetén e = 10, ¢ = 5 és 10 £ 3-5 — 6.
De K33 mutatja, hogy (i) nem elégséges feltétele a sikbarajzolhatésdgnak,
hiszen Kj 3 esetén e = 9, ¢ = 6 és teljesiil a 9 < 3 -6 — 6 egyenldtlenség.

Azonban Ks3 pédros graf, és fgy a 9.20.(ii) Allitds segitségével kimu-
tathatjuk hogy Ks3 nem stkbeli: e = 9, ¢ =6 é 9 £ 2-6—-4. O

Euler poliédertételének rengeteg elméleti és gyakorlati kovetkezménye van,
mi csak a legfontosabbakat emlitjiik meg.

9.23. Tétel (Euler II. poliedertétele) Legyen G egy tetszbleges véges
dsszefiiggd 3 -requldris®®) sikba rajzolhaté hurokmentes graf, amelynek min-
den éle a G graf eqy korében>)-(22) yan, és jellje n; az i -oldali lapok szamit
1 € N, i > 2 esetén. Ekkor teljesiil az aldbbi 6sszefiiggés:

> (6—i)-mi=12. (9.9)
i=2

Megjegyzés: A fenti 0sszeg nem végtelen, hiszen a graf véges, vagyis
valamely 7y -t6l kezdve n; = 0 ha 7 > 1 .

Bizonyitas: Euler I. poliédertételét fogjuk felhasznalni.
Mivel grafunk 3 -reguldris és nincs hurokél, ezért minden cstics 3 laphoz

tartozik, vagyis
1 .
c= 3 g i-n;

és mivel minden él (legalabb egy) kirben van, vagyis pontosan két lap kozos
hatdra, igy hasonléan
1
e = 3 ZZ “n;

20) minden cstics foka pontosan 3
21) itt persze grafelméleti korrél van sz6
22) azaz G -ben nincs elvagé él
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és természetesen

A fenti egyenlségeket az (9.4) osszefiiggésbe beirva éppen a bizonyitandé
(9.9) vsszefiiggést kapjuk. O

9.24. Megjegyzések: Vegyiik észre, hogy érdekes médon az (9.9) dssze-
fiiggés éppen a hatszogek (i = 6) szdmdarol nem allit semmit, és mint az aldbbi
példak mutatjdk, a hatszogek szdma valéban akdrmennyi is lehet, a graf tobbi
tulajdonsaganak valtozatlanul hagyasa mellett.

Hasonl6an bizonyithaté az aldbbi dltaldnosités is:

9.25. Tétel: Legyen G eqy tetszoleges véges dsszefiiggd r -requldris sikba
rajzolhaté hurokmentes graf, amelynek minden éle a G graf egy korében van,
és jelolje n; az 1 -oldalt lapok szamdat i € N | 1 > 2 esetén. Ekkor teljesiil az
aldabbi dsszefliggés:

d @r—(r—2)i)-m=4. O

=2

9.3. Fullerének

A szén (C) harmadik tiszta (csak szénatombdl &ll6) médosulata, a ” futball-
labda” molekula. Kisérleti vegyészek mar 1984-ben észleltek olyan jelen-
ségeket, melyek a szén harmadik stabil médosulatara utaltak, és elméletileg
(Euler eredményei(?®) alapjan) le is irtdk nagy pontossdggal a molekulik
fizikai, kémiai tulajdonsdgait. Csak 1990 -ben sikeriilt kis mennyiségben
e molekuldkat laboratériumi koriilmények kozott eldallitani, mégis szakmai
cikkek egész sora foglalkozik manapsag e molekuldkkal. Néhdny népszeriisito
cikket fejezetiink végén sorolunk fel, a molekula rajzat maris ismertetjiik.

23) Mar Euler maga is részletesen leirta az 6t- és hatszogekbél felépithetd, a gombot
lehet6leg minnél jobban megkozelité poliéderek tulajdonsdgait.
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A Cgg fullerénmolekula
9.8. abra

Pontosabban, mi csak a 60 szénatombdl all6 molekulédt rajzoltuk le, de
— mint aldbb részletesen ki is szdmoljuk — szinte akdrhdny szénatombodl allé
molekuldk is létezhetnek, s6t kisérletek mutatjdk, hogy (szinte) minden le-
het6ség el6 is fordul. A tobbi molekula részletes rajzét [C'S] -ben taldlhatja
meg az érdeklédd Olvaso.

Kémiai meggondoldsok alapjan a graf mindenképpen 3 -reguldris, 6ssze-
fiiggd, és minden éle kérben van, azaz poliéderhals. Tovdbbd, minden kore
benzolgylirii, vagyis 5- vagy 6- szog. Alkalmazhatjuk Euler II. poliédertételét,
vagyis az 5-szogek szama mindig 12 mig a 6 -szogek szama tetszbleges. (Mint
emlitettiik, szinte minden lehetdség el6fordul.)

A molekuldkat R.Buckminster Fuller amerikai épitészmérnokrol nevezték
el, aki az 1967 -es montredli vildgkidllitdsra egy geodezikus, hat- és 6tszogek-
b6l 4ll6 kupolat tervezett. Azonban mér a XV. szdzad kozepén épiilt Top-
kapi Palota egyik kapuhomlokzatdn is megtaldljuk. Mellesleg a szokésos
focilabda is pontosan a Cgy molekula szerkezetét mutatja.
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Részlet a Topkapi Szerdj-bol  (Forras: KoMall)
9.9. dbra

9.4. Térképek

A sikba (gombre) rajzolt gréfok lapjai (korrel homeomorf tartoményok) ter-
mészetes médon meghatérozzak a sik (gomb) egy hézagmentes egyrétii fel-
osztésat (lefedését, particigjat). A térkép preciz definicijatdl is eltekintiink.

Forditva is eljarhatunk. ha adott egy (sikbeli) térkép, akkor a térkép
dudlis gréafja legyen a kovetkezd: a graf csucsai legyenek a térkép tar-
tomdnyai (az orszagok, vagy izlés szerint févarosaik), és két orszaghoz tartozo
csicsot pontosan akkor kossiink ossze éllel, ha a két orszagnak létezik kozos
hatdrvonala (nem csak egy csics).

Gréfok dudlisat &dltaldban is lehet definidlni, a preciz definiciét Hajnal
Péter [HaPé,97/3] konyvében taldlhatjuk meg, mint annak a tételnek a
bizonyitdsat, hogy egy graf dudlisa akkor és csak akkor létezik ha a graf
stkbateritheto.

Benniinket elsésorban sikbeli térképek és grafok szinezései érdekelnek,
amit részletesen a kovetkezd fejezetben foglalkozunk részletesen.
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9.5. Feladatok

Els6sorban a [Sz1s,’ 97| Feladatgyfijtemény megfeleld fejezetét ajanljuk, most
alljon itt csak két feladat.

9.1. Feladat: Igazoljuk, hogy ha egy gréafban legfeljebb 4 cstics fokszama
legalabb 3 vagy legfeljebb 5 cstics fokszdama 3 és a tobbié legfeljebb 2, akkor
a graf sikbateritheto.

9.2. Feladat: Mutassuk meg, hogy H, - a négydimenzidés kockagraf és
a Petersen gréaf nem sikbarajzolhato!
Rajzoljuk fel a fenti grafokat a téruszra!

9.6. Megoldasok

9.2. Feladat: a) Lasd a [Sz[s, 97] Feladatgyiijtemény 19.2 és 5. fela-
datainak megoldasét!
b) Lésd. a 9.7. abrét (képkeret), ez a Hy kocka.
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10. fejezet

Grafok szinezésel

CSUCSSZINEZESEK: KROMATIKUS SZAM, SIKGRAFOK, OT- ES NEGYSZIN-
TETELEK. ELSZINEZESEK. HOMOGEN RESZGRAFOK, RAMSEY TETELE,
A RAMSEY SZAMOK ES BECSLESEIK. KERDOS ES SZEKERES TETELEI,
KOVETKEZMENYEK.

Grafok kiilonféle alkalmazdsaindl nem meglepd, ha az objektumokat (csu-
csok) és a kozottiik levd kapesolatokat (élek) valami médon megkiilonboztetni
vagyunk kénytelenek, ezt a ”szinezés” (colouring/UK/, coloring/USA/) ter-
minolégiaval jelsljiik(!). Nem véletlen, hogy a Gréfelmélet egyik legdina-
mikusabban fejlodé dgardl van szé, azonban konyviink korlatolt terjedelme
miatt csak két legfontosabb teriiletébe pillantunk be: a csicsok szinezése ese-
tén a felhasznélt szinek minimdlis mennyiségét (a graf kromatikus szamét),
illetve élek szinezése esetén a paronként azonos kapcsolatban &all6 elemek
halmazanak (homogén részhalmazok, bariti térsasdgok(?)) méreteit tanul-
manyozzuk.

Felhivjuk Olvaséink figyelmét, hogy a definidlt fogalmak végtelen gra-
fokra is (kevés kivétellel) véltoztatas nélkiil alkalmazhatok, ezt a Definiciok-
ban kiilon nem mindig emlitjitk meg. Mint varhatd, a végtelen gréfokra
vonatkozé bizonyitdsok mds eszkozoket igényelnek mint véges grafok esetén.
Konyviink sziikos terjedelme ellenére mégis néhény végtelen esetet és allitast
kozliink bizonyitdssal, mert ez esetekben mind az allitdsok mind a bizonyité-
sok tanulsdggal szolgdlnak szdmunkra.

1) Bér itt is lényegében szdmozdsrol (numbering) van sz6, de emlékeztetiink: ez a
kifejezés a gréfelméletben mast jelol.
2) egy régi latin kozmondds szerint similis simile gaudet (=hasonlé a hasonlénak oriil)

281
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10.1. Csiticsszinezések

A fejezetben végig, ha mést nem mondunk, G = (V| E) egy tetszbleges graf.
Mint emlitettiik, a csticsok szinezése esetén a lehetd legkevesebb szin-
nel szeretnénk grafokat gy kiszinezni, hogy éllel 6sszekotott csicsok szinei
kiillonb6zok legyenek. Sikbeli grafokndl ez éppen a megfeleld térkép olyan
szinezését adja, amikor is egymassal hataros tartomanyok szinei kiilonbozok.
A szinek legkevesebb szamét a graf és a térkép kromatikus szdmdnak
nevezziik.

10.1.1. Alapfogalmak

10.1. Definicié Egy tetszoleges f : V — N fiiggvényt csticsszinezésnek
(vertex coloring) neveziink. A szinezés k -szinezés ha f:V — {1,....,k}
(k € N, k > 1 tetszoleges természetes szdm).

Egy f :V — N szinezés jolszinezés (well coloring), ha éllel dsszekititt
csucsok szinei kiilonbozoek, azaz

Yo,y eV {r,y}e B = flo)#fly). O

Természetesen hurokélt tartalmazoé grafthoz nem lehet jlszinezést késziteni,
tobbszoros élek esetén pedig az élek multiplicitdsa lényegtelen. Vagyis mostani
alfejezetiinkben feltehetjiik, hogy minden graf egyszeri.

Rogzitett k € N természetes szém és f : V. — {1,....k} k -jolszinezés
esetén

(') CVii=1,..k}

a csticsok egy olyan particiéjét adjak, hogy az egyes f~(i) osztélyok élt nem
tartalmaznak, igy a kovetkez6 osszefiiggést kapjuk:

10.2. Allitas: Tetszbleges k € N természetes szam esetén eqy tetszbleges
G grdf pontosan akkor k -pdlusi, ha létezik k -jolszinezése. [

10.3. Definicié Egy tetszoleges (egyszerti) G grif kromatikus szdama
(chromatic number), x(G) a legkisebb olyan k € N természetes szam
amelyhez létezik a grifnak k -szinnel jolszinezése, azaz

X(G) = min {keN : van f:V — {1,....k} jolszinezés }

Ha x(G) =k, akkor G -t k -kromatikus grafnak nevezzik. O
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Bér idekivdnkozik a magyar szinezési szam forditds, sajnos ezt (kicsit)
més fogalom forditdsdra haszndljuk: az aldbbi Definicéban szerepld coloring
number -re.

10.4. Definicié Egy tetszbleges (egyszerti) G grif k -jolrendezése (k €
N, k > 1 tetszdleges természetes szam) csucsainak egy olyan

<CVxV

rendezése, amelyre minden v € V' csics k -nal kevesebb, a < rendezés szerint
ot megel6zd masik csiccsal van 6sszekdtve, azaz

YoeV Hx <v:{z,v} eV} <k
A G grif szinezési szama (coloring number), col(G) a legkisebb olyan
ke N (k> 1) természetes szam, amelyre létezik G -nek k -jolrendezése. [

A vizsgéra késziilé hallgatokat megnyugtatjuk, hogy x(G) és col(G) kozott
kiilonbség csak végtelen grafokndl van (ott kell a jolrendezés is), véges gré-
fokndl e két mennyiség egybeesik.

10.5. Allitas: (i) Tetszoleges (véges vagy végtelen) G grdf esetén
X(G) < col(G)
(il) Véges G grafok esetén
X(G) = col(G)

Bizonyitas: (i) G cstcsait a < sorbarendezés szerint szinezziik induk-
ciéval: legyen v; < ... < v, esetén v; szine tetszbleges, és v; (i < n) szine
legyen tetszoleges, a < rendezés szerint 6t megeldzo és vele éllel Gsszekotott
cstcsok szineitol kiilonbozd szin.

(ii) Most nem bizonyitjuk. [

Most csak egy dltaldnos (nem trividlis!) osszefiiggést kozliink bizonyitds
nélkiil, tovabbi részletek példdul Hajnal Péter [HaPé, 97 /3] konyvében meg-
taldlhatok.

10.6. Definici6: Tetszoleges G grif esetén D(G) jelolje G cstcsainak
maximalis fokszdmdt. [
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10.7. Tétel (Brooks): Tetszbleges G dsszefiiggd grifra, ami nem pdrat-
lan kér és nem teljes grif, igaz a kovetkezo becslés:

X(G) < D(G) . O

Ne hagyjuk magunkat becsapni: bar néhdny tipusi graf kromatikus szamaét
nagyon konny{i meghatérozni (Id. a Feladatok c. alfejezetben vagy a [Sz1s,’97]
Feladatgy(ijeményben), de tetszbleges grafok kromatikus szamat valgjaban
nagyon nehéz. S6ét, mar tobb évtizede ismert, hogy ez a probléma NP -
teljes! Tovabbd, még ha tudjuk is, hogy egy gréf k szinnel jol ki is szinezhetd
(vagyis x(G) < k), akromatikus szdm x(G) pontos értékének meghatarozésa
még ekkor is NP -teljes, a részletekrdl [K LS] -ben olvashatunk. Azonban
a X(G) = 2 kérdés gyorsan (polinomidlis idében) eldonthet6 a 11.2. Tétel
alapjén.

A problémakor nagyszamu és szertedgazé eredményeibdl csak a sikgrafok
kozismert problémadjat és néhany kedvenc eredményt emlitiink, a érdeklédo
Olvasoknak Hajnal Péter nagyszerti [HaPé, 97/3] kényvét és az érdekessé-
geket sszegylijté [H R] konyvet ajanljuk. (Néhany egyszerii osszefiiggést a
Feladatok kozott is megemlitiink.)

10.1.2. Sikgrafok

A térképekrél és szinezéseikrél mar az el6z6 fejezetben irtunk, azonban a
probléma igazdbdl sikbeli grafok kromatikus szémanak meghatdrozdsa. A
sziikséges definicidkat elészor megismételjiik.

10.8. Definici6: (Sikbeli) térképnek a sik egészének vagy egy korlatos
tartomdnydnak®) tetszbleges olyan particicjat™ értjik, amelyben a particié
osztalyai szintén tartomdnyok.

Egy tetszoleges térkép dudlis grafja a kovetkezo: a grif csiucsai a térkép
tartomdnyar és két csicsot pontosan akkor kotink dssze éllel ha azok kézos
hatdra egy nemnulla hosszisdgu iv.

Egy tetszoleges térkép szinezése, kromatikus szama, ... megegyezik
dudlis grafjanak szinezésével, kromatikus szamdval, ... . 0

3) topoldgiailag tsszefiiggd halmaz
1) hézagmentes egyrétii lefedés. Pontosabban: a H halmaz particiéja {B; : i € I}
ahol BiNBj =0 (i#j,4,j€1) ¢s U;e; Bi=H .
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Nem nagyon kell ecsetelniink sikbeli grafok kromatikus szdménak jelen-
tOségét. Sikgréafok jol szinezéséhez dltaldban 3 szin dltaldban nem elég, hiszen
a tetraéder élgrafja (K,) is sikbarajzolhato:

a Ky grdf sikba rajzolva
10.1. abra

Maér az 1800 -as évek kozepétdl ismert volt, hogy ot szin elegendd min-
den sikbeli graf jolszinezéséhez, amit tobbek kozott Heawood(®) bizonyitott
be elészor 1890 -ben, Kempe(®) 1879 -bl szdrmazé otlete segitségével. Az
Otszintétel bizonyitasat a kovetkezd tételben mutatjuk be.

Négy szin elégségességét is mar annak idején is sejtették(”), aminek végére
azonban csak 1976 -ban sikeriilt pontot tenni - ennek torténetét az alabbi
Tétel utan meséljiik el.

10.9. Tétel (Otszintétel): Minden sikba rajzolhaté graf kromatikus
szama legfeljebb ot.

Bizonyitas: Az allitast a graf szogpontjainak szdma szerinti teljes in-
dukciéval bizonyitjuk. Az &llitas nyilvanvalé lefeljebb legfeljebb 6t csticsu
grafokra.

Tegyiik fel most, hogy G = (V, E) adott egyszerii sikbeli graf, persze
osszefiiggd, |V| > 6, valamint hogy az allitds igaz barmely n -nél kevesebb
csuccsal rendelkezd G gréifra.

5) Percy John Heawood (1861-1955) angol matematikus, t6bb cikkben foglalkozott a
sikra és kiilonbo6z6 feliiletekre rajzolt gréfok szinezési szamaval.

6) Alfred Bray Kempe (1849-1922) angol iigyvéd, kedvteléshél foglalkozott matema-
tikdval, els6sorban kinematikdval és matematikai logikdval. Az otszintételre adott hibds
bizonyitdsdanak otletét hasznalta fel késobb Heawood a tétel helyes bizonyitdsdhoz.

7) A négyszinsejtést el6szor Francis Guthrie, Augustus De Morgan egyik tanitvénya
fogalmazta meg. De Morgan az akkori matematikusok kozott széles korben terjesztette a
problémat, azonban senki sem tudott eredményt elérni.
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Felteheto, hogy G telitett, azaz GG -be mar nem lehet tjabb élt hizni tgy,
hogy még mindig sikba rajzolhat6 maradjon. Hiszen barmely n csicsu graf
részgrafja egy ilyen grafnak, és élek hozzavételével a kromatikus szém nem
csokken.

Ugyanigy teheto fel az is, hogy G olyan poligonhdlé, amelynek minden
lapja haromszog. A kovetkezd segédtételre van sziikségiink:

10.10. Lemma: Ha egy poligonhdlé minden lapja hdromszég, akkor van
olyan pontja, melynek foka legfeljebb 5 .

Bizonyitas: Mint szokdsos, jelolje ¢, e és ¢ rendre a poligonh&l6 (graf)
cstcsainak, éleinek és lapjainak szamat.

Jelolje co, ..., ¢;, ... (i € N) az i -edfoki csicsok szamét, ¢; > 0, és nyilvén-

valéan
da=c . (10.1)
1=0

A bal oldali 6sszeg véges sok tagbdl &ll hiszen G egyszerii graf 1évén minden
cstcs foka legfeljebb [V| — 1. Az 1.20. Kézfogési Tétel alapjan

diei=2-¢ . (10.2)
=0

Mivel minden lap haromszog, ezért
2e =30 . (10.3)

Euler 1. (9.18.) poliédertételének mindkét oldaldt 6 -tal szorozva kapjuk,

hogy
60+ 6c=6e+12

de (10.3) szerint
de = 64

és
6c — 2e = 12
Most ¢ -t (10.1) -bél és 2e -t (10.2) -bdl kifejezve kapjuk, hogy

o0

=0 =0

=0
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Az egyiitthatck eldjelét vizsgalva az elsé hat tag Osszegére a kovetkezd bec-
slést nyerjiik

6'Co+5'Cl+4'62+3‘63+2'04+1'C5Z].2

ami nyilvan azt mondja, hogy van legaldbb egy, legfeljebb stodfoki csics G
-ben. [0 (Lemma)

A segédtétel szerint van olyan P csicspontja G -nek, mely legfeljebb
otodfoku.

Két esetet kiilonboztetiink meg:

1) van legfeljebb negyedfoki Py pont,

2) van pontosan stodfokd Py pont.

Az els6 esetben legyen G’ a G graf Py -t6l kiilonb6z6 cstcsai dltal fe-
szitett részgréfja. G’ -nek n — 1 pontja van, igy az indukcids feltétel miatt
cstcspontjai jol szinezhetok legfeljebb 5 szinnel. Mivel F, fokszdma legfeljebb
négy, a G’ graf csicsai koziil legfeljebb négy szomszédja van, igy a felhasznél-
haté 5 szinbdl még marad legaldabb egy P szdméra, ami szomszédai szinétol
kiilonbozik.

A mésodik esetben jeloljiik Py szomszédait Py, P, P3, Py és Ps -tel. A
pontok sorszamozdsat vdlasszuk meg tigy, hogy a FPyP; irdnyt pozitiv forgds
vigye a PyP; irdnyba ha ¢ < j . A P, P,y cstcsok éllel 6ssze vannak
kotve hiszen feltevésiink szerint G lapjai haromszogek. Mivel azonban K
nem sikba rajzolhato, létezik két nem szomszédos indexti F;, P; csics melyek
nincsenek éllel 6sszekotve, legyen ez a két cstics példdul Py és Ps.

Legyen G* a G grafban a Py, Py, P3 pontokat egyetlen () ponttd 6sszevonds
utdn kapott graf. Vagyis, G* a kovetkezo6 graf. Hagyjuk el G -bol a Py, Py, Ps
pontokat (csatlakozo éleikkel egyiitt) és vegyiink fel egy 1j (V' dsszes elemétol
kiilonbz6) @ pontot. Ekkor G* -ban @ a V\{F,, P1, Ps} halmaznak
pontosan azon R elemeivel legyen 6sszekdtve, amely R csics 6ssze volt kotve
a Py, P1, P; pontok valamelyikével.

Igy az n — 2 csicsponti G* grafot kapjuk. G* sikba rajzolhat6, hiszen
ha a @) pontot Py helyére rajzoljuk és a tobbi pontot eredeti helyiikre, akkor
a PyP R illetve a PyP3R torottvonalak nyilvan helyettesithetok egy-egy éllel
ugy, hogy ne keletkezzenek ”felesleges” metszéspontok.

G* az indukci6s feltétel szerint jol kiszinezhet6 5 szinnel. E szinezés segit-
ségevel megadjuk G egy j6 szinezését az aldbbiak szerint. V\{P, P, Ps}
csticsainak szinei maradjanak ugyanazok mint G* -ben. P; és P; kapjédk meg
Q szinét. Igy, a P, Py, Ps, Py, P; pontok szinezésére legfeljebb négy szint
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haszndltunk fel, vagyis Py -t kiszinezhetjiik egy maradék, a Py, P, P3, Py, Ps
pontok egyikéhez sem rendelt szinnel.

Belatjuk, hogy G fenti bekezdésben megadott szinezése valéban j6 szinezés,
azaz éllel 6sszekotott csicsok szinei kiilonbozok. Nyilvdan csak azokat az
éleket kell megvizsgélnunk, amelyek (legaldbb) egyik éle a Py, Py, P3 csticsok
valamelyikéhez illeszkedik. Py szine kiilobozik mindegyik, vele 6sszekotott
(Py, P, P3, Py, P5) cstics szinétdl, a konstrukcié miatt. P; és P; nincs is
osszekotve. Mar csak azt kell beldtni, hogy P; és P3; nincsenek osszekotve
veliik egyez6 szinii, P, -t6l kiilonbozo6 cstccsal. Valéban, ha mondjuk P; -bol
vezet él valamely R pontba, mely kiilonbozik Fy és Ps -tél, akkor a G* graf-
ban vezet él e pontba () -bdl. R szine igy kiilonbozik () szinétél G* -ban,
Py szine G -ben megegyezik () szinével, tovibba R szine G -ben és G* -ben
ugyanaz. Ezért R és P szine kiilonbozik G -ben.

Hasonl6an okoskodhatunk a P; pontra is. U

Mér a milt szdzad kozepén ismert volt, hogy a négyszintétel bizonyits-
sdhoz csak véges sok grafot kell ellendrizni, azonban az ellenérizend6 gra-
fok nagy szdma miatt ezt sem kézzel sem szamitégéppel nem lehetett el-
len6rizni. 1976 -ban azonban két amerikai matematikusnak sikeriilt az esetek
szamat tovabb redukilnia, koriilbeliil 2000 -re, majd egy szuperszamitégép
tobb mint 1000 6rés futtatdsaval az eseteket mind ellendrizni, beszamoljuk
el6szor [AH| -ban jelent meg. Bar programjukban tobb hibét taldltak, azéta
mindegyiket sikeriilt kijavitaniuk.

Altaldban, matematikai bizonyftdsnak olyan gondolatmenetet neveziink,
ami barki altal barmikor kovetheto, igy a szamitogépes bizonyitast sok szak-
ember elég hosszi ideig nem fogad(hat)ta el. Elemi (szdmitégép nélkiili)
bizonyitast ma sem ismeriink a négyszintételre. Médra azonban nyugodtan
mondhatjuk, hogy Appel és Haken bebizonyitottdk a Négyszintételt, azéta
konyvben is kiadott bizonyitdsukat elfogadhatjuk.

10.11. Tétel (Négyszintétel, Kenneth Appel-Wolfgang Haken, 1976):
Minden sikba rajzolhaté graf kromatikus szdma legfeljebb négy. 0

Adott térképek 4 és 5 szinnel val6 tényleges kiszinezésére egy algoritmust
példdul Stephens [SR] cikkében taldlhatunk.

A négyszin-tétel és a Kuratowsky-tétel egy ”kombindcidja” a kovetkezod
allitas: "Ha egy grdf nem szinezheto ki 4 szinnel, akkor tartalmaz Ks vagy
K3 3 részgrafot minorként.”

Ezt a tételt élesitette Hadwiger a kovetkezo sejtéssel:
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Hadwiger sejtés: Legyen G egy hurokél nélkili grdf. Ha kromatikus
szama legalabb m , vagyis x(G) > m , akkor G minorként tartalmaz eqy m
elemt klikket (K, részgrdafot) . O

A sejtést a fenti dltaldnossdgdban még nem sikeriilt igazolni, részered-
ményekrol és a sejtés egyéb vonatkozasairél Hajnal Péter [HaPé,' 97 /3] kony-
vének 10.9. alfejezetében olvashatunk.

Erdekes médon az egyéb feliiletekre (térusz, Moebius-szalag, perec®) stb.)
rajzolhaté grafok kromatikus szdama mar a mult szdzad végén ismert volt,
példdul minden téruszra rajzolhaté graf kromatikus szama legfeljebb 7 .
Példaul az aldbbi dbran levo rajzot a ”szokdsos médon” térussza hajtogatva
olyan térképet kapunk, ahol a 7 tartomany mindegyike mindegyikkel érint-
kezik, vagyis kromatikus szdma 7.

Hét tartomdny a téruszon
10.2. abra

10.1.3. Egyéb kérdések

Mint jeleztiik, a szertedgazé tudomaényteriiletbdl most csak néhdny kira-
gadott kedvenc témdt és eredményt emlitiink.

Természetesen vetddik fel a kérdés: gréafok nagy kromatikus széaméanak
mi lehet az oka? Persze, ha tartalmaz részgrifként egy nagy teljes gréfot,
K}, -t, akkor nyilvdn x(G) > k. Azonban a graf bonyolultabb szerkezete is
el6idézheti a sok szin sziikségességét (kb. a kor bezdrul szinezéskor), mint

8) Térusz: (felfajt és nem lyukas, hagyomdnyos) uszdgumi. Mobius-szalag: az
(egyszeresen) megcsavartan dsszeragasztott papirszalag. Perec: hivatalos nevén tdérusz
két fillel (tehat egy téruszra két toruszt ragasztva).



290 FEJEZET 10. GRAFOK SZINEZESEI

az aldbbi hires Tételekben latni fogjuk. Az els6 Tételre tobb tucatnyi bi-
zonyitds ismeretes, mi a grafelméleti mddszerek illusztraciéjaképpen (csak)
pérat ismertetiink, a mésik (élesebb) Tétel most nem bizonyitjuk.

10.12. Tétel: ("folklor(™)”) Tetszéleges k € N természetes szdmhoz
létezik legaldbb k -kromatikus véges grdf, mely nem tartalmaz részgrifként
hdaromszéget, azaz Cs részgrdfot.

Bizonyitasok: (I) bizonyitas: k -ra vonatkozé teljes indukciéval. G
-val jeloljiik az dltalunk konstrudlt (legaldbb) k -kromatikus, haromszoget
nem tartalmazo grafot.

k = 3 -ra barmely paratlan, legaldbb 5 hosszi kor megfelel. Mi a legkiseb-
bet vilasztjuk, azaz legyen G5 := Cj5 .

k 4+ 1 -re legyen Gj.1 a kovetkezo. Vegyiik Gy -t k£ példdanyban, és
vegyiink fel 2* 1j pontot, ahol x a G}, gréf csicsainak szdma. Az 1j pontok
mindegyikét kossiik ossze éllel a Gy, grafok egy-egy csicsdval gy, hogy a Gy
grafok csicsainak minden lehetséges kivilasztédsa szerepeljen az 1j csticsok
szomszédhalmazai kozott.(!?) (Lésd még a 10.4. Feladatot a Fejezet végén.)

Gy Gy Gy

¥ ¥ ¥ N

X, X, X3 X4 Xk

Az indukcios Gy grif
10.3. abra

(IT) bizonyitds: (Erdds Pal, 1959) valészintiségszamitdsi médszerrel(!!)
(vazlat). Legyen 0 < p < 1 tetszbleges val6sziniiség. Tekintsiik n csticson

9) azaz eredeti szerzéje mar nem ismert, csak sokféle bizonyitasa

10) Precizen: ha y:= 2% és (f;:4 <y) jeloli az osszes f:{1,...k} — G}, fiiggvényt,
tovabbd a Gy, grafok k példénya Gi, ..., G¥ melyek csticsai V; = (vl :t<a} (j<k) &
az 4j pontok p1,...,p, , akkor legyen p; (i <y) Osszekdtve a Gi graf v}l ") csucséval.

) A wvaldszintiségszamitdsi mddszert Erdds Pal taldlta fel. Lényege koriilbeliil a
kovetkezd: ha egy véges (kombinatorikai) struktira valamely részének valdsziniisége pozi-
tiv, akkor a kérdéses rész biztosan létezik.
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a p valésziniiségi (egyszeril) grafot, azaz két csucs kozott p valésziniiséggel
hizzunk be élt. Elemi valdsziniiségszamitasi eszkozokkel (binomidlis eloszlas)
beldthat6, hogy p= = (¢~ 0.01) esetén

— a grafban levé haromszogek szaménak varhaté értéke kisebb mint % ,

— annak a valdszinfisége, hogy a csticsok valamely n'/?™ -méretfi részhal-
mazdban n -nél kevesebb él van, 0 -hoz tart,

— élek elhagydsdval a gréafban levé minden haromszog megsziintetheto tgy,
hogy a gréafban ne legyen n'/27¢ -méretii fiiggetlen (¢l nélkiili) csticshalmaz,

— x(G) nagységrendje v/n .

(A bizonyitds n -ben polinom méretii graf létezését biztositja de szerke-
zetérol nem ad felvildgositast, mint az el6zo, konstruktiv bizonyitds. [

Erdés Pél a I1. Bizonyitds mdédszerével tobbek kozott az aldabbi osszefiig-
gést is megmutatta.

10.13. Tétel: Tetszoleges k,l € N természetes szamokhoz létezik legaldabb
k -kromatikus véges G grdf, amely nem tartalmaz részgrafként | -nél rovidebb
kort, azaz G derékbbsége (girth) legaldbb [ :

g(G)>1. O

Erdés P4l aldbbi, 1987-bdl szarmazo sejtése 1991 -ben nyert bizonyitést.

10.14. Tétel (Fleischner,H.-Stiebitz,M.): Ha a tetszbleges G grdfban van
olyan Hamilton-kér, melyet a grafbol elhagyva a grdf diszjunkt hdromszogekre
(és esetleg diszjunkt élekre, izolalt pontokra) esik szét, akkor G kromatikus
szama legfeljebd 3 . [

Az aldbbi problémét N.Sauer (Alberta,Kanada) professzor kérdezte 1991
-ben egy konferencidn, par héttel késébb egy magyar zsenidlis didk, Tardos
Gabor valaszolta meg (1d.[SN]).

10.15. Tétel (Tardos Gabor('?) és tole fiiggetleniil Stigliz, 1991): Ha a
tetszoleges G graf élei diszjunkt mddon lefedhetok csillaggrafok Osszege és eqy
erdo élewel, akkor G kromatikus szdma legfeljebb 3 . [J

Végiil egy szérakoztatéd eredmény Erdos Paltél, a problémdk és Tételek
kifogyhatatlan Mesterétol.

10.16. Tétel (Erdés P4l,1993): Ha a G grdf élei lefedhetdk n teljes n
csucesu részgriffal (azaz n darab K, -el), nem feltétlendil diszjunkt médon,

12) Tardos Gédbor (1964-) magyar matematikus.
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akkor
X(G)<l4+nvn—-1 |

és a becslés aszimptotikusan lehetd legjobb, azaz ha a fenti mdodon konstrudlt
grafok maximdlis kromatikus szamdt f(n) jeloli, akkor

fn) = (1 +01)-n? . O

10.2. Elszinezések

Az el6z6 fejezethez ugyan logikailag kozelebb éllna a grafok élkromatikus
szdmdnak (azaz minimalisan hany szin kell az élek kiszinezéséhez gy, hogy
csticsokban taldlkozo élek szinei kiilonbozok legyenek) vizsgalata, azonban
jelentésége miatt a Ramsey-szamokkal foglalkozunk elészor.

10.2.1. Ramsey-elmélet

Ha a csicsok kozotti kapcesolatokat (éleket) mindsitjiik (”szinezziik”), akkor
természetesen meriil fel olyan csticshalmaz keresésének igénye, mely csiicsok
kozotti minden kapcsolat ugyanolyan, vagyis a tédrsasdg (kapcsolatai) ho-
mogének. Mivel a nem-kapcsolatok (éllel 6ssze nem kotott csticsparok) is egy
fajta kapcsolat, az altalénos definicick utén (sokszor) elegendd teljes grafok
éleinek szinezésével foglalkoznunk.

10.17. Definicié: Legyen G = (V, E) egy tetszoleges grif. Ekkor
eqy tetszoleges f : E — N fiigguényt élszinezésnek neveziink. f -et k -
szinezésnek nevezzik, ha f : E — {1,...k} ahol k € N tetszbleges
rogzitett természetes szam.

A H C G részgrafot (f -re nézve) homogén részgrafnak nevezziik,
ha H éleinek f szerinti szine ugyanaz, vagyis H = (W, F) és létezik olyan
10 < k amelyre

fle) =g
minden e € F' élre. Ekkor a H grif az ip szinben homogén. 0

10.18. Definicié: Legyenek G, Hy, ..., Hy, tetszoleges grifok, k € N tet-
szbleges. A
G — (Hl,,Hk)z s



10.2. ELSZINEZESEK 293

Erdos-féle nyil (arrow) reldcid a kovetkezo dsszefiiggést jelolje: A G graf
tetszoleges k -szinezése esetén létezik valamely © < k szinre a H; griffal
izomorf, az i szinben homogén részgrifja G -nek.

Ha a H; grafok mindegyike ugyanaz a H grdf, akkor eqyszertien csak a

G— (H);

szimbdlumot irjuk. ([l

A kitevbben levé 2 az élek (csticspdrok, [V]? elemei) szinezésére utal.
A fenti definicié mintdjdra tanulmanyozhaté csucsok, azaz 1 elemii részhal-
mazok illetve tobbelem{i részhalmazok szinezése esetén fellelheté homogén
részgrafok méretei is, azonban e kérdések vagy nagyon egyszeriiek vagy ne-
hezek, ezért nem foglalkozunk konyviinkben veliitk. Mindossze csak Ramsey
eredeti tételében (10.22.Tétel) emlitiink egy ilyen tipusi Osszefiiggést.

Az als6 indexbe irt k -t, a szinek szdamat nem is kell kiirnunk, ha tudjuk,
példdul a zéaréjelben levd Hy, ..., Hy grafok szam&abol.

A — (nyil) reldcick altaldban olyan osszefiiggéseket frnak le, hogy a szim-
bélum el6tt levd mennyiségbhodl kovetkezik a jel utdan levd mennyiség. Vegyiik
észre, hogy a G grafnal bovebb illetve a H; grafok helyett részgrafjaikat irva
a — reldcié tovabbra is érvényben marad. Hasznos a kovetkezd osszefiiggés
is (csak a legegyszer{ibb forméjét irjuk le):

10.19. Allitas: Tetszoleges G, Hy, Hy, K1, Ko grafokra ha

G — (Hy, Hy)? (10.4)
és
H, — (K, Ky)? (10.5)
akkor
G — (Kl,KQ,HQ)Z (106)

Bizonyitas: Ha adott GG éleinek egy f szinezése hiarom (a,b,c) szinnel,
akkor vonjuk ossze az elsd két szint egy szinné, azaz legyen a g szinezés
a kovetkezo, két szinnel, a szineket x és y -al jeloljiik. Tetszoleges e € E
esetén legyen g(e) := = ha f(e) = a vagy = b, éslegyen g(e) :=y ha
fle) = ¢ . A (10.4) osszefiiggés alapjan vagy x szinben van a H; graffal
izomorf homogén részgrifja G -nek, vagy y szinben van Hs; homogén. A
masodik esetben (10.6) teljesiil, az els6 esetben (10.5) alapjén kapjuk ismét
(10.6) -at. O
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Bar konyviinkben csak véges grafokkal foglalkozunk, de az aldbbi ered-
mény 6nmagdban is érdekes és fontos, rdadasul bizonyitasa és kovetkezményei
is meglepoen tanulsdgos és hasznos lesz a tovabbiakban.

Halmazelméletben a természetes szamok (rendezett) halmazdt w -val szo-
kas jelolni, vagyis K, jeloli a (megszdmldlhatéan) végtelen cstcsu teljes gré-
fot, vagyis

K., = (N, [N])

10.20. Tétel (Ramsey**), 1930):
K, — (K.);

Bizonyitas: Tehat adott a természetes szamok parjainak (élek) egy
szinezése két szinnel, a két szin legyen p és k .

Legyen xg € N tetszOleges természetes szdm. x( -nak végtelen sok szom-
szédja van K, -ban (az Osszes tobbi természetes szdm), igy a két szin koziil
valamelyik szin (akdr mindegyik is) végtelen sokszor eléfordul z és szom-
szédai kozotti él szineként, legyen ez so, so € {p,k} . Jelolje I'y C N azon
szomszédait xy -nak tehdt, melyek sq szinti éllel vannak 6sszekotve xg -al.
Mint emlitettiik, I'y is végtelen.

Legyen z; € I’ tetszoleges. Hasonléan definidljuk az s; szint és a I'; C
'y végtelen részhalmazt: x1 -nek azon szomszédai, akik mind s; szinfi éllel
vannak dsszekotve z -el.

Indukciéval definidljuk az Osszes xg, x1, T2, ..., Ty, .... € N cstcsokat, az
80581y ey Sny - € {p, k} szineket ésa 'y 211 D212 .21, D ..., ', CN
végtelen halmazokat minden n € N természetes szdmra: legyen z,.; € [,
tetszoleges, és az s,.1 € {p,k} szin olyan legyen, amelyre az x,.; cstcs
minden I';,1; -beli szomszédjaval s,,; szinii éllel van 6sszekotve.

Az sg, 81, ..., Sn, ... € {p,k} szinsorozatban valamelyik szin végtelen sok-
szor szerepel, legyen ez z € {p,k}, vagyis z = s, 5i,,...,5i,,... (j € N).
Ekkor pedig H := {z;, : j € N} C N egy végtelen homogén részhalmaz a z
szinben (HF). O

10.21. Ko6vetkezmény: Tetszoleges v € N természetes szamra

K, — (K, .., K,)?

r

Bizonyitds: A 10.19.Allitds alapjan, r -re vonatkozé indukciéval. [

13) Frank Plumpton Ramsey (1903-1930) angol matematikus, elsésorban matematikai
logikdval foglalkozott, a King’s College (Cambridge) professzora, kivalé el6adé volt.
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Ramsey eredetileg még tobbet bizonyitott: a természetes szdmok kételemii
részhalmazainak (K, élei) helyett tetszOleges k -elemi részhalmazok tet-
szOleges szinezése esetén is van végtelen homogén részhalmaz.

10.22. Tétel: (Ramsey, 1930): Tetszdleges k,r € N természetes szamok
esetén

K, — (K,,.., K,)"

r

azaz az [N|* halmaz tetszbleges
N*=C,U..UC,

felbontasa esetén van olyan X C N végtelen homogén részhalmaz, vagyis
amelynek minden k elemi részhalmaza ugyanolyan szint, mas széval amelyre

(X" ¢

valamely © < k indexre.
Bizonyitas: A tétel a 10.20. Tételhez hasonléan bizonyithaté, a szinek
szémdra (vagyis r -re) vonatkozé indukciéval. [

Mér Ramsey elott is jo par hasonlé tétel napvildgot latott, sok tétel
is (tobbnyire) egyszerfien kovetkezik a fenti tételekbdl, rdaddsul hasonlé
tételek kutatdsdhoz adott otleteket a fenti tétel és bizonyitdsa. A megle-
hetosen gazdag és dinamikusan fejlodo teriiletbol aldbb csak néhany azonnali
kovetkezményt, a véges elmélet legfontosabb fogalmat és osszefiiggését, majd
mutatéba par érdekességet gylijtottiink ossze. Az érdekléddknek példdul
Graham [Grl], [Gr2] vagy Hajnal Péter [HaPé'97/3] konyveit ajdnljuk.
Kiemeljiik, hogy mind a végtelen mind a véges Ramsey elmélet kidolgo-
zésdban a mai magyar matematikusok élen jarnak, elsésorban Erdés Pél
Professzor 1r, de meg kell még emliteniink (sorrend nélkiil) Hajnal Andras,
Simonovits Miklés és Komjath Péter nevét.

Felhivjuk még az Olvasé figyelmét arra, hogy a kovetkezo alfejezetben
véges halmazok szinezésével foglalkozunk: végtelen halmazok helyett ”csak”
elég nagy halmazokat kell venniink, minden mas (majdnem) marad a régiben.

El6tte azonban a most bizonyitott ”wvégtelen” tételek néhany egyszerii
kovetkezményét ismertetjiik.

10.23. Kovetkezmények: (i) Tetszoleges (a,) C R sorozatnak van
monoton részsorozata.
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(ii) (I.Schur Tétele, 1916) Tetszoleges N = Cy1U...UC, felbontds esetén
létezik olyan @ < r és olyan x,y € C; , amelyekre

ZL’+?J€CZ

(iii) (Rado, Folkman, Sanders) Tetszdleges N = Cy U ... U C, felbontds
és m € N esetén létezik olyan i < r és olyan m elemtt X C C; részhalmaz,
amelyre tetszoleges F' C X memiires részhalmazra

Z(IGCZ'

acF

(iv) (Hindman,1974) mint (iii), de X végtelen.

(v) (van der Waerden, 1927) Tetszoleges N = Cy U ... U C, felbontds
esetén létezik olyan i < r amelyre C; tetszoleges hosszi szdmtani sorozatot
tartalmaz.

Bizonyitds: (i) Legyen f : [N]? — {p,k} a kovetkezd: f{i,j} = p
pontosan akkor ha a; < a; , és f{i,j} := k pontosan akkor ha a; > aj;.
Egy homogén részhalmaz éppen egy monoton részsorozatot ad. (f kicsit
masféle definiciéjaval mds, akdr szigorian monoton részsorozat létezése is
vizsgalhato.)

(ii) Természetesen van egy f: N — {1,...,r} fiiggvényiink mely az N =
C1 U...UC, felbontast adja: C; éppen az f szerint ¢ szini elemek halmaza.

Legyen ekkor F': [N]?2 — {1,...,7} a kovetkezd fiiggvény:

F(m,n) := f(jm —n|)

Ha most X C N homogén F' -re nézve az iy szinben, akkor tetszoleges
m,n,k € X , m <n <k szdmok esetén definidlhatjuk az x,y, z szdmokat:
legyen x:=n—m, y:=k—n é z:=k—m . Ekkor nyilvinvaléan
z,y,z2€Cyy ésx+y==z. O

10.2.2. Ramsey - szamok

Ebben az alfejezetben véges halmazok k -elemii részhalmazainak szinezésével
foglalkozunk. Ugy érezziik, ha valamely méret{i homogén részhalmazt szeret-
nénk, akkor elég nagy alaphalmaz tetszoleges szinezése esetén mindenképpen
lesz kivant méretii homogén részhalmaz. Ez igaz, bar nem nyilvanvalé.
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Mint emlitettiik, a véges és végtelen tételek allitasai és bizonyitasai kozott
sok hasonlésdg van, bar elég sokszor a véges tételek végtelenszer nehezebbek
a végtelen tételeknél - de komolyan.

10.24. Tétel (Ramsey,1930) Tetszoleges k,l € N természetes szamokhoz
létezik ng € N szam, amelyre tetszoleges n > ng esetén

Kn - (Kk7 Kl)2

10.25. Definici6: A legkisebb ilyen ng szamot R(k,1) -el jeloljiik, és
Ramsey - szamnak hivjuk. 0

Ramsey fenti tétele ugyan nem speciélis esete a 10.20. ” végtelen” Ramsey-
Tételnek, de kovetkezik beldle, ezt mutatjuk meg az I. Bizonyitdsban. A
bizonyitdsban megismert triikk sok mds hasonl6é esetben is hasznos lehet
szamunkra, amikor is végtelen és véges struktirdk hasonlé tulajdonsigait
szeretnénk igazolni (ha egyikre igaz egy bizonyos tulajdonsdg, akkor "hétha”
a masikra is igaz('*)).

A 10.24. Tételre megmutatjuk a ”szokdsos” direkt érvelést is a II. Bi-
zonyitdsban, ami szintén tanulsdgos, indukciés médszert mutat, és az R(k, 1)
szdmok nagysdgrendjének (bdr gyenge) becslésére is modot ad.

I. Bizonyitas (10.24.Tétel):

Emlékeztetiink rd, hogy a valds szdmsorozatokat (z;)°, vagy csak egy-
szerlien (z;) jellel jeloljiik. Tovdbbd, tetszdleges n € N természetes szam
esetén jelolje

G, = (V, E,)

az 1,..,n természetes szamokon (csicsokon) értelmezett teljes gréfot, azaz

legyen
Vi={l,...,n} & E,:=[V,]?

Legyenek tehdat k, ¢ € N tetszOleges rogzitett természetes szamok, és tegyiik
fel indirekte, hogy tetszoleges n € N természetes szdmhoz létezik olyan

fn : En - {p,Z}

14) Egeészen pontosan, az 1. Bizonyitds gondolatmenete elérhetetlen szdmossagokra
mitkodik (k elérhetetlen szamossig, ha minden A\ < k szdmossdgra 2% < k), bar is-
meretes, hogy 0 és Ny = |N| -t8] kiilonboz6 elérhetetlen szamossdg létezése nem bi-
zonyithato ...
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élszinezés piros és zold szinekkel, amelyre nézve K, -ben nincs sem p szinii
homogén K} sem z szini homogén K, részgraf.

Legyen ng € N tetszoleges rogzitett természetes szdm, mondjuk legyen
ng:=k—+70.

Mivel véges sok E,, — {p,z} tipusi fiiggvény létezik, ezért taldlhaté az
ng -ndl nagyobb természetes szamoknak olyan végtelen (ngo)) C N sorozata,
amelyekre az f ) fiiggvények ugyanazt a szinezést adjék az L, éleken.

Legyen ez a koz0s szinezés go , azaz legyen az f ) fiiggvények kozos megszori-
tdsa az F,, halmazra:

/o

Eng = 90 ¢ Eng — {p, 2} (Vi € N)

Tekintsiik most az n; := n(()l) szamot. A fenti gondolatmenethez hasonléan,

mivel véges sok E,, — {p,z} tipusd fiiggvény létezik, ezért taldlhaté az

(ngo)) sorozat nj -nél nagyobb elemei kozott olyan végtelen (ngl)) - (ngo))
részsorozat, amelyekre az f o) fiiggvények ugyanazt a szinezést adjék az E,,

éleken. Legyen ez a kozos szinezés ¢ , azaz legyen

[

Eny = 91 Enl - {p7 Z} (VZ € N)

A fentiekhez hasonléan tehat definidltunk természetes szamok egy olyan névo
(n;) sorozatét és a

élszinezéseket, amelyek egymaés kiterjesztései, azaz
9ile;, = 9; hai<j.
Ez azt jelenti, hogy ekkor definidlhaté a g; fiiggvények uniéja, azaz legyen
g+ [N —{pz}
g(xz,y) + = gi(z,y) ha i>z,y.

Ha most alkalmazzuk a 10.22. ”végtelen” Ramsey tételt, kapunk egy ho-
mogén K, vagy K, részgréafot N mint csicsok kozott, a g szinezésre vonat-
kozdan. Legyen mondjuk egy K részgrafunk, p szinben homogén. Legyen
tovdbbd m := n; € N olyan, fent definidlt természetes szdm, hogy a Kj
részgraf csicsai mind kisebbek m -nél, azaz K} részgréfja a G, grafnak.
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Ez pedig ellentmondés, hiszen

9\E, = gm|Em = fm

és indirekt feltételezésiink szerint a G, = (V;,, E,,) grafban nincs az f,,
fiiggvényre nézve p szinben homogén K, részgraf. [

I1. Bizonyitas (10.24.Tétel): Tehét adott K, éleinek szinezése két szin-
nel, amik p és z. Vagy p szinti k elemii, vagy z szinti [ elemi homogén
csuicshalmazt kell taldlnunk.

Az &llitast (R(k,1) létezését) szimultén indukciéval igazoljuk k -ra és 1
-re vonatkozéan. k = 2 vagy | = 2 esetén R(2,[) = [. illetve R(k,2) =k .
R(k,1) szimmetrikus, azaz R(k,l) = R(l, k) .

Megmutatjuk, hogy

LRk D) S Bk —1,0) + Rk, I 1) | (10.7)

Legyen tehat n := R(k —1,1) + R(k,l — 1) ¢és legyen adott az n csicsu
teljes graf éleinek szinezése p és z szinnekkel. Legyen x egy tetszoleges csticsa
a grafnak. Most xy és a tobbi cstics kozotti élek szineit vizsgdlva, vagy (1)
taldlunk R(k—1,1) -sok, p szinfi éllel dsszekstott csiicsot, vagy (2) R(k,1—1)
-sok csucsot taldlunk melyek az x( csicesal z szinii éllel vannak 6sszekotve.

R(k-1.0) R(k,(-1)

X,

10.4. abra: a R(k,l) Ramsey -szdmok

Az els6 (1) esetben az indukcids feltétel miatt vagy (1a) van k— 1 méret,
p szinben homogén, vagy (1b) van z szinben [ méretii homogén részhalmaz.
(1b) eset OK, (1la) esetben xy és a homogén egyiitt k£ méreti homogén a p
szinben. A mésodik (2) esetben az indukcids feltétel miatt vagy (2a) van k
meéretil, p szinben homogén, vagy (2b) van z szinben [ — 1 méretii homogén
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részhalmaz. (2a) eset OK, (2b) esetben zy és a homogén egyiitt [ méretil
homogén a z szinben. U

A fenti (10.7) osszefiiggés alapjan indukciéval belathaté a Ramsey-szamok
alabbi, fels6 becslése.

10.26. Tétel (Erdds Pél, Szekeres Gyorgy): Tetszbleges k,l € N ter-
mészetes szamokra

O

Rk.D) < (k+l—2>

k—1
Tovabbi mdédszerekkel hasonlé nagysagrendii alsé becslés is igazolhato:

10.27. Tétel (Erdés P&l): Létezik olyan 0 < ¢ < 1 walds szdm, hogy
tetszoleges k,l € N -természetes szamokra

E4+1—2\°
< .
(51 <mwn . o

A fenti becslések még nagyon tavol vannak R(k,[) pontos értékeitdl, R(k, k)
értékeire is csak hasonlé becsléseink vannak.

10.28. Tétel (Erdés Pél, Szekeres Gyorgy): Tetszoleges k € N ter-
mészetes szdmra

(\/§>k <Rk k) <4 . O

R(k,l) pontos értéke csak kevés esetben ismert. Gondoljuk csak meg:
az Osszes szinezés végigprébdlgatdasa hiperexponencidlisan lassi algoritmus,
ami a még a ”legmodernebb” GHz és THz sebességii szamitégépeken is kb.
103242 ¢vig futndnak! Egy-egy udjabb érték felfedezésérdl konferencidkon,
tudomanyos kozleményekben (cikk) értesiilhetiink, mint példdul az [EG]
cikkben vagy [H H M| kényvben. Néhany, altalunk ismert értéket alabb és a
10.5., 10.6. Feladatokban ismertetiink.
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10.29. Allit4s:

R(3,3) = 6

R(3,4) = 9

R(3,5) = 14

R(3,6) = 18

[HHM] R(3,7) = 23

[HHM] R(3,8) = 28

[HHM] R(3,9) = 36
[EG] 51 < R(3,12)
3.-(k—1) < R(3k)

R(4,4) = 18

[HHM] R(4,5) = 25

[EG), [HHM] 35 < R(4,6) < 53

[H HM] 43 < R(5,5) < 52

[EG), [HHM] 58 < R(5,6) < 94

[HHM] 102 < R(6,6) < 169

0

Akér csak a végtelen esetben, a 10.24. Tételnek is sok, valtozatos kovet-
kezménye van, megint csak néhdnyat kozliink mutatéba.

10.30. Kovetkezmények (i) (Schur) Minden s € N szimhoz létezik
olyan q € N hogy tetszoleges f : {1,....q} — {1,...,s} szinezés esetén van
x,y,z2 < q amelyekre f(x)= f(y)= f(z) és x+y==z2.

(ii) (Erdés Pal,Szekeres Gyorgy) Tetszbleges k € N természetes szdmra
létezik olyan N € N szdam, hogy a sik barmely N pontja kozil kivdlaszthato
k amelyek konvex k -szoget alkotnak. U

A 10.22. Tételhez hasonléan véges halmazoknak is nem csak két- hanem
tobbelemii részhalmazait is festegethetjiik nagyméretii homogén részhalma-
zok reményében. (Most a legdltaldnosabb alakot kozoljiik.)

10.31. Tétel (Ramsey,1930) Tetszoleges ki, ...,ki, s € N természetes
szamokhoz létezik olyan ng € N szam, amelyre tetszoleges n > ngy esetén

n]® — (K1, ..., ke)®

azaz tetszoleges

FolL o) = {1t}
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szinezés esetén létezik olyan 1 < t szin és legaldbb k; -elemi homogén X C
{1,...,n} részhalmaz, vagyis amelynek minden s -elemit részhalmaza f sze-
rint ¢ szind.

Bizonyitas: Hasonléan vezethetd le a 10.22. Tételb6l mint ahogyan a
10.24. Tételt igazoltuk a 10.20. Tétel segitségével. U

Mint mér tobbszor kiemeltiik, az elmélet messze nem ér itt véget, csak ez
az alfejezet.

10.2.3. Egyéb kérdések

Befejezésiil csak néhany kedvenc problémédt és eredményt ismertetiink. Az
érdekl6dd Olvascknak példaul Hajnal Péter [HaPé,97/3] és Harris-Hirst-
Mossinghoff [H M M| konyveit ajénlhatjuk.

Tanulmanyozhat6 grafok élkromatikus szdma vagy kromatikus in-
dexe: a gréf éleit kell lehet6 legkevesebb szinnel dgy kiszinezni, hogy az egy
csicsba befuté élek szinei legyenek mind kiilonbozéek. A szinek minimélis
szamét x'(G) -vel jeloljiik.

Tetszoleges rogzitett G, H gréfok esetén kereshetjiik a legkisebb n € N
természetes szdmot, amelyre

K, — (G, H)? (10.8)

azaz K, éleit két szinnel tetszolegesen szinezve vagy az elsd szinben van ho-
mogén, G -vel izomorf részgrafja K, -nek, vagy a masodik szinben homogén,
H -val izomorf. A legkisebb ilyen szamot a G és H grafok Ramsey - szama
-nak hivjuk, és R(G, H) -val jeloljiik.

Elfelbontdsok

Egy maésik kutatdsi irdnyt mutat az aldbbi fogalom és eredmény:

10.32. Definicié: A K, = (V. E) teljes grif egy tetszoleges f: E —
{1,...,m} szinezése esetén a V csicshalmaz eqy V = V3 U ..UV, parti-
cigjat*®  t -dekompoziciénak nevezziink (t € N tetszbleges), ha minden
i < tesetén a V; csiucsokbdl allo graf osszefiiggo valamely j < m szint élekkel,
azaz a

Gij = (V;af_l(j))

1) azaz V=ViU..UV;, V;NV;=0 és V; #0 mindeni,j <t,i#j esetén.
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grafok dsszefiliggoek. O

10.33. Tétel ([HKSSz]): Tetszdleges m,k € N természetes szdmokra
K, minden m -szinezése esetén van m -dekompozicidja. 0

Szomszédsagi grafok

Az alabbi probléma mindossze egy gyakorlé feladat, azonban végtelen gra-
fokra egy nehéz kérdés kiindulépontja.

10.34. Definicié: Legyen Kp := (Vp, Ep) a kovetkezd grif: Vp == N
és két természetes szam m,n € N legyen éllel osszekitve, azaz {n,m} € E
pontosan akkor ha m,n relativ primek, azaz Inko(m,n)=1. O

10.35. Allitas: Tetsz6leges (véges vagy megszamlalhatdan végtelen) graf
potosan akkor feszitett részgrifja Kp -nek, ha tetszoleges P € V' csiics nem-
szomszédjai dltal feszitett részgrdfjdnak kromatikus szdma véges, azaz

X(Kp\['(P)) < wo

ahol
I'(P):={QeV:{PQ}eE} . O

10.36. Probléma ([Sz|): Legyen tetszbleges r,\ szdmossdgok esetén
K i= Vi, Ex) a kévetkez6 grif: Vi := [5] és {X,Y} € E.\ pontosan
akkor ha XNY =0 .

Adjuk meg K, ) feszitett részgrafjainak jellemzését. U

Sziiloi értekezlet

Az alabbi kérdést péar éve hallottam egy nemzetkozi konferencidn, megoldé-
sarol még nincs tudomaésom.

Probléma: Sziiléi értekezlet (utdn) néhdny sziilé szeretne néhdny tanar-
ral, és néhdny tandr néhdny sziilével konzultdlni, mindegyik megbeszélés
ugyanannyi ideig tart. Meg lehet -e szervezni a megbeszéléseket tigy, hogy
senkinek se kelljen két megbeszélése kozott varakoznia?

A probléma preciz matematikai megfogalmazdsa az aldbbi.

10.37. Definicié: Tetszoleges r,s € N természetes szamok esetén a
G = (V, E) kétpolusi grifot B(r,s) -grafnak nevezzik, ha egyik polusiban
levo csiucsok fokszama r, mdsik polusaban levo csicsok fokszdma s.
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Az f: E — N élszinezés intervallum-szinezés (interval coloring)
ha minden v € V csicsba befuté élek szinei N -nek egy-egy (0sszefiiggd)
intervallumat adjak. 0

10.38. Probléma (Sziiléi értekezlet/Parent consultations, [JT]): Van-e
minden B(r,s) tipusi grifnak intervallum-szinezése ? Il

10.3. Feladatok

10.1. Feladat: Hatdrozzuk meg a kovetkezo grafok kromatikus szamait:
K, , Knn,Cy, P, , H, (kockagrafok), S,, (csillag), W,, (szélkerék), Petersen
graf, K, -bol egy tetszoleges él elhagyva.

10.2. Feladat: Bizonyitsuk be a kovetkezo allitast:
10.39. Allitss: Tetszbleges G grifra X(G) = k akkor és csak akkor ha a G
graf k -polusi de nem k — 1 -pélusi. [

10.3. Feladat: Adjunk meg egy 3-kromatikus grdfot ami nem tartalmaz

részgrafként haromszoget.

10.4. Feladat: Hatdrozzuk meg a 10.12. Tétel 1. Bizonyitasdban sze-
repld G, grafok csicsainak szamét, rekurziv- és O— moédon!

10.5. Feladat: Mutassuk meg, hogy egy tetszoleges 6 tagu tarsasagban
mindig van vagy 3 olyan ember akik kolcsonosen ismerik egymaést vagy 3
olyan, akik koziil egyikiik sem ismeri a masik kettét (feltételezziik, hogy az
ismeretség kolcsonos).

[gaz-e a fenti 4llitas tetszoleges 5 tagui tarsasdagra?

Irjuk le a fenti &llitdsokat az Erdés -féle — reldcié segitségével!

10.6. Feladat: Mutassuk meg, hogy K3 = (3,5) .

10.4. Megoldasok

10.5. Feladat: Lasd a [Sz1s,’97] Feladatgyfijtemény 13.14. Feladatét.

10.6. Feladat: Ha {v,...,vi3} jeloli K3 csicsait, akkor legyenek piros-
sal szinezve a {v;, v; 11} és a {v;, v;45} élek modulo 13  (azaz i+ 1 > 13 vagy
i+ 5> 13 esetén a v;y1_13 ill. a v;15 13 csicsra gondolunk).
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11. fejezet
Kétpolusu grafok

A PAROS GRAFOK JELLEMZESE KOREIK HOSSZAVAL. FUGGETLEN ELHAL-
MAZOK, PAROSITASOK, A HAZASITAST PROBLEMA. KONIG, HALL ES ORE
TETELEI. KOVETKEZMENYEK. EGY STATIKAT ALKALMAZAS.

11.1. Paros grafok

A kétpolusi (bipartite) gréfokat régen pdros grafoknak(!) nevezték. B régies
elnevezés hasznélatat az aldbbi Tétel magyardzza, elotte azonban idézziik fel
a kétpdlusi grafok definiciéjat az 1. Fejezetbol:

11.1. Definicié: A tetszbleges G = (V, E) grif kétpdlusia (bipartite)
vagy paros, ha csucsponthalmaza felbonthatd két nemiires részhalmazra gy,
hogy élek csak kiilonbozo részhalmazok kozott huzodnak, azaz V = AU B,
ANB=10,A B# és

E < {{a,b} :a€ A, be B} . O

11.2. Tétel: Egy G = (V, E) graf pontosan akkor kétpdlusi (pdros), ha
G minden kére pdros hosszisdgu, azaz G -ben nincs pdratlan hosszi kor.

Bizonyités: Nyilvdnvalé, mert ha G kétpolusi, akkor az egyik
poélusbdl indulva, csak a pélusok kozott ugrandozva ”1épegethetiink” éleken

1) egészen pontosan: paros koriiljardsu grafok, lasd a 11.2. Tételt.

307
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keresztiil, de ha kiindulédsi helytinkre akarunk visszatérni, akkor ugyanany-
nyiszor kell ”vissza” mind ”oda” ugranunk, vagyis a kor csak paros hosszisagui
lehet.

A csicsok szémdra, |V| -re vonatkozé teljes indukciéval bizonyitunk.
A |V|=1,2esetek OK (HF) .

Indukcids lépés: torvljiikk G egy tetszoleges p € V csicsdt a hozzd csat-
lakozo élekkel egyiitt, a maradék graf legyen G’ := (V' E').

G’ nem feltétleniil 6sszefiiggd, de mivel nincs (nem keletkezett benne)
paratlan hosszi kor, igy az indukcids feltétel szerint K7, ..., K; komponensei
mind kétpdlusi gréafok:

p o ° o o
Kl KZ Kt

G komponensei
11.1. &bra

11.3. Lemma: A p csics mindegyik K; komponensben (i = 1,...,t)
legfeljebb csak egyik polusban levd csics(okk)al lehet dsszekstve.

Bizonyitds: Legyen a K; = (V;, F;) komponens V; csticshalmazédnak két
polusa A;, B; , vagyis V; = A,UB;, AiNB; =0, A;, B; # 0,1 <t rogzitett.

Tegyiik fel indirekt médon, hogy van K; mindkét pélusdban egy-egy be-
csatlakozé pont, azaz u € A; és v € B; amelyekre {p,u},{p,v} € E;. Ekkor
a komponens Osszefiiggbsége miatt van P it u és v kozott, ami a Tétel
bizonyitasdnak elsd felében meggondoltak miatt pdratlan hosszisdgi lehet
csak mivel u és v kiilonboz6é pélusban vannak. Ekkor azonban P U {p,u}U
{p,v} egy pératlan kor lenne K; U {p} C G -ben, ami ellentmondds, vagyis
a Lemma 4llitdsa igaz. [

Tehét a p cstics mindegyik K; komponensben (i = 1, ...,t) legfeljebb csak
egyik polussal van osszekotve. Ekkor ”forgassuk” el mindegyik K; kompo-
nenst gy, hogy a p -vel 6ssze nem kotott pélusaik legyenek ”alul”, és p -t
e kozos pélusba téve, pontosabban ez és a masik, p -vel esetleg 6sszekotott
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megfeleld polusokat 6ssze uniézva (az abrén szaggatott vonalakkal jeloltiik)
az eredeti G graf két megfeleld polusat kapjuk.

G polusai
11.2. dbra

Ez bizonyitja az indukcids 1épésiinket és igy a Tétel allitasat is. 0
Fontos a péros grafok kovetkezo tulajdonsdga (is):

A C5 -at nem tartalmazd, n csiucsu grafok kiozétt legtdbb éle a teljes két-
polusi K » grdfnak van.

Ez egy szélséérték - probléma ("legtobb é17), a kovetkezd, 12. 7 Extremélis
grafok” c. fejezetben foglalkozunk ilyen tipusi kérdésekkel.

A péros grafoknak azonban fontosabb szerepe a parositasokkal kapcsolat-
ban van, ami sok (kiilonféle) gyakorlati probléma megolddsdban van segit-
ségiinkre.

11.2. Parositasok

Kétpolusu grafok legkézenfekvébb alkalmazdsa a kovetkezo: a graf cstcsai a
fiuk és a lanyok, az élek (mint a grdfelméletben éltaldban) a cstcsok kozotti
kapcsolatok halmaza. Természetesen a most leirt graf kétpoélusi, és egy ma-
ximadlis pédrositast keresiink, amit ugye nem kell részletezniink.

A preciz definiciékat aldbb azért mégis megadjuk.

11.4. Definicié: (i) Elek egy tetszbleges F C E halmaza fiiggetlen-
vagy diszjunkt élrendszer, mds néven parositas (matching), ha e;Ne; =
0 minden e;,e; € F (i # j) tetszbleges élek esetén, azaz a kivdlasztott élek
kéziil barmely kettonek nincs kozos végpontja.

(ii) FF C E lefedd élrendszer ha UF =V | azaz az F-beli élek a graf
minden csucsdt tartalmazzak.
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(iii) a fiiggetlen lefogd élrendszereket teljes parositasnak, perfect mat-
chingnek, vagy 1-faktornak nevezzik. O

11.5. Definicié: Tetszbleges X C 'V csicshalmaz esetén legyen N(X)
az X szomszédainak halmaza (neighbours of X), azaz legyen

NX)={yeV|FJweX{z,y}cE} . O

11.6. Tétel (Philip Hall): Tetszoleges G (V, E) ,V = ViUV, kétpdlusi
grafban, ha az egyik pélus m -elemt, |Vi| = m, akkor pontosan akkor létezik
m élbol allo fiiggetlen élrendszer, ha

INX)| = X[ vXch, (11.1)

azaz minden X szogponthalmaznak legaldbb annyi szomszédja van, mint ahdny
eleme. (Ha G mindkét komponense m elemfl, akkor a tétel I1-faktor -rél szél.)
A (11.1) feltételt szokds Hall -feltételnek is nevezni.
Bizonyitas: A (11.1) feltétel nyilvén sziikséges.
Elégségessége m szerinti teljes indukcidval torténik, m = 1 esetén nyilvdanvald.
(a) Ha minden X G Vi, X # () részhalmazra |N(X)| > |X|, akkor
tetszbleges {a, b} élt vélasztva, a maradék pontokon a

G = ((\{a} UV\{b}), E)

graf teljesiti a (11.1) Hall-feltételt, igy az indukcids feltétel szerint van benne
n — 1 elemii fiiggetlen élrendszer, amihez hozzdvéve az {a,b} élt, n elemil
fiiggetlen élrendszert kapunk.

(b) Ha van olyan Xy & Vi, Xy # 0 részhalmaz, amelyre |N(Xo)| = |[Xol,
akkor a

G/ = (XO U N(Xo) y El)
és a
G” == (VI\XoUVL\N(X,), E”)

péros grafok kiilon-kiilon is teljesitik a (11.1) Hall-feltételt (MIERT? HF),

igy kivdlaszthat6 bel6liik |Xo| illetve n — | Xo| elemii fiiggetlen élrendszer,
amik uniéja megfelel a feladat kovetelményének. [

El6bb élekkel prébéltuk a graf csidcspontjait ”megkotni”, most vizsgédljuk
meg a forditva: csicsokkal ”odaszegezni” az éleket. Mint varhato, a két
probléma kozott szoros kapcsolat van.
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11.7. Definicié: Tetszoleges G = (V, E) grif esetén

(i) Y £V lefogé pont- / csicsrendszer, ha a G grdaf minden
élének valamelyik végpontja Y -ba esik.

(il) m(G):= minimalis lefogé pontrendszer elemszima,
és M (G) := mazimdlis figgetlen élrendszer elemszama. [

Nyilvdn m (G) > M (G) tetszbleges G graf esetén.
11.8. Tétel (Kénig Dénes): Pdros grif esetén m (G) = M (G) .

11.9. Megjegyzések: (i) A tétel nem paros graf esetén nem igaz, 1d.
pl. Ky, vagy (11 grafokat.

(ii) A tétel egy ugynevezett minimaz tétel, hiszen két mennyiség mini-
mumadnak ill. maximuménak egyezoségét allitja. A diszkrét matematikdban
és a jatékelméletben gyakoriak az ilyen szerkezetii tételek, mint példaul a 14.
"Haloézati folyamok” c. Fejezetben is latni fogjuk.

(iii) A tétel bizonyitdsa egyszer(i algoritmust is ad a minimélis lefogé
pontrendszer és a maximadlis fiiggetlen élrendszer megkeresésére, ez utébbi
a (11.1) Hall-feltétel (azaz |N (X)| = |X| VX & Vi) teljesiilése ese-
tén 1-faktor lesz. Az alterndlé utak mdédszerét széles korben alkalmaz-
zék a grafelméletben és az operdciokutatdsban, és magyar mdédszernek
(Hungarian method) is hivjdk.

A 11.8. Koénig Tétel Bizonyitasa:

Legyen tehat G = (V, E) egy tetsz6leges paros graf. A grafban minden
it pontjai felvaltva az egyik és a mdsik pélusban vannak. A graf éleit, alabb
leirand6 médon koévér és sovany éleknek nevezziik. Egy utat alternalé
utnak neveziink, ha kovér és sovany élek véltogatjdk benne egymast, egy él
kovér /sovany jelzbje tobbszor is véltozhat az algoritmus folyaman.

A moédszer alapja a kovetkezd otlet. Ha egy alternalé it mindkét végét
sovény él zérja, akkor a kovér és sovany jelleget felcserélve (azaz mindenhol
megforditva) 1-gyel novekszik a kovér élek szdma.

S6t, ha egy graf kovér élei fiiggetlenek, és az alterndlé 1t végpontjaihoz
nem illeszkednek kovér élek, akkor a csere utani kovér élek is fiiggetlenek
lesznek.

Legyenek a G péros graf komponensei A és B. Tegyiik fel, hogy
mér kivalasztottunk egy alterndlé utat, néhdny kovér (azaz fiiggetlen) éllel, a
tobbi él legyen sovény. Legyen Ay C A és By C B azon pontok halmaza,
amelyekhez nem illeszkednek kovér élek. A kovér élek végpontjai aszerint
tartozzanak az Ay C A, By C B illetve az A3 C A ,B; C B halmazokba,
hogy A;-bdl alterndlé tttal elérheték-e avagy nem érhetok el.
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Nyilvdn G-ben nincs sem A; — By sem Ay — Bs-beli él.
Ha van G-ben A, — Bj-él, akkor van alterndlé A; — Bj-it is (1d. az
abrén a nyilak):

S CENEND ?_AB)
4
Y

n (A P c/)(o\\o )

Alternalo utak
11.3. abra

Alkalmazva a fenti ttletet, a fenti alternalo tit kovér- és sovdanysdgat meg-
cserélve novelhetjiik a kovér élek szamét.

Ha nincs G-ben Ay — Bi-€l, akkor By U A3 nyilvan lefogé ponthalmaz,
és mivel | By U A3|  éppen a kovér élek szama, G-ben sem lehet sem t&bb
fiiggetlen él, sem kevesebb elemszdamu lefogé ponthalmaz. Ez igazolja a Tétel
allitasst, Q.E.D. O

11.10. Megjegyzések: Konig Dénes 11.8. és Philip Hall 11.6. Tételei
valdjdban ekvivalensek, kozvetleniil egymédsbdl is levezethetok.

Megmutathat6, hogy a fenti algoritmus O(n - e) lépésszami ahol n a
cstcsok mig e az élek szdma, ugyanis egy alternalé it O(e) lépés alatt meg-
taldlhato, a graf és az adatok iigyes taroldsaval.

Maximalis folyamkeres6 algoritmusok segitségével is kereshetok maximalis
parositdsok, amint a 14. "Hélézati folyamok” c. fejezet végén ezt megmu-
tatjuk.

11.11. Definici6: Legyen G = (V, E) tetszoleges paros grdf, pdlusai Vi
és Vi. Tetszoleges X C Vi csucshalmaz esetén X sziikiilése legyen

s(X) = |X| — [N(X)| . O
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Vildgos, hogy G -ben minden fiiggetlen élrendszer legfeljebb |V;| — s(X)
elemii: kiilon megbecsiilve a V; — X -bol és az X -bol kifuté éleit, kapjuk a

Vil = [X[+ [N(X)] = [Wa] = [s(X))]

becslést.

11.12. Tétel (Ore): A G = (V,E) ,V = V1 UV, pdros grifban a
maximdlis fliggetlen élrendszer szdmossdga

M(G) = V1] —max{s(X): X CVi}
ami nem mds, mint
= min {(|Vi| = | X[ + [N(X)]) : X S Vi} .

Bizonyitas: Ez a Tétel ekvivalens a 11.8. Koénig Tétellel, mert minden
X CVy-re N(X) és Vi — X lefogjék az osszes élt. [

11.3. Kovetkezmények

Ebben az alfejezetben a Kénig-Hall Tételek néhény kovetkezményét mutatjuk
be, amik a Tételek erésségét mutatjak.

11.13. Tétel: Tetszoleges (esetleg tobbsziords élt tartalmazd) reguldris
grafban mindig van 1-faktor.
Bizonyitas: Teljesiil a (11.1) Hall feltétel. [

11.14. Tétel: Tetszoleges (esetleg tobbsziords élt tartalmazd) reguldris
graf mindig felbomlik éldiszjunkt 1-faktorok unidjdra.

Bizonyitas: Reguldris grafbol 1-faktort elhagyva a maradék graf ismét
reguldris, és a cstcsok kozos (regularitdsi) fokszdmara valé indukciéval bi-
zonyithatunk. [J

11.15. Tétel: Tobbszords él nélkili k -adfoki requldris pdros grifnak
legaldbb k! Eiilonbozo 1-faktora van.
Bizonyitds: k -ra vonatkozé teljes indukciéval. [

A kiilonbo6z6 1-faktorok szémat pontosan is meg tudjuk hatdrotni az aldbbi
médon.
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n € R™"™ madtrix

=1,...,

permanense
Per(A) = Z (H am(i)>
€Sy, \i=1
ahol az I, == {1,...,n} jeloléssel
Sn:={7|m:1I, — I, bijekcid}
az I, halmaz elemei permutdciok halmaza, az n -edrendii szimmetrikus
csoport. U

Megjegyezziik, hogy az A matrix jolismert determindnsa a

det(A) = Y (sgn(w) : Hamm)

TESh i=1
képlettel is kiszamolhato, ahol
sgn(m) = (-1)%
és # : =|{,j):1<i<ji<n,w()>n()}
a m permutdci6 eldjele (signum) vagy paritdsa (par(w)) .

11.17. Tétel: Ha A eqy tobbsziros él nélkili k -adfokid requldris pdros
graf adjacencia matriza, akkor Per(A) a grdf kiilonbozé 1-faktorainak szdma.
(nem bizonyitjuk). O

Nem meglepd, hogy a kétpdélusi grafok megismert tulajdonsdgai segit-
ségiinkre vannak halmazrendszerek és matrixok tulajdonsdgainak lefrasanél,
most csak egy ilyen példdt mutatunk.

11.18. Definicié: A tetszoleges {Ai, ..., Ay} halmazrendszer gyenge
reprezentdns- rendszere {zy,...,x,}, ha minden 1 < i < n esetén x; € A;
(nem kotjiik ki, hogy az x; elemek kilonbozok legyenek). O

11.19. Tétel: Az {Ay,...,A,} és {Bi,...,B,} halmazrendszereknek
akkor és csak akkor létezik kézos gyenge reprezentdns- rendszere, ha minden
k < n szimra barmely k darab A; halmaz egyesitése legaldbb B; halmazt
metsz.

Bizonyitas: Tekintsiik a kivetkezd paros grafot:

Vii={A, ... A}, Vo:={By,...B,}, V=VUV,, éslegyen
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11.4. Egy statikai alkalmazas

Mint emlitettiik, a grafoknak (és a matroidoknak) széleskorii felhaszndldsa
van kémidban, elektronikai aramkoroknél, tartészerkezetek stabilitdsanak vizs-
gdlatdban. Most csak egy 0Osszefiiggést mutatunk be izelit6iil az utébbi
teriiletr6l. Részletesebb bevezetést (mindhédrom teriiletrdl) példdul Recski
Andrés [ReAn,' 89] és Aldous-Wilson [AW] kényveiben taldlhatunk.

Tekintsiink egy merev rudakbdl és csuklds osszekotésekbol téglalapracs-
szerlien felépitett tartoszerkezetet, amelynek néhdny négyzetét merev lapokkal
(vagy &tlos kotésekkel) kimerevitettiink, az dbra szerint:

0, 0, O
o Q o o) S 1
sl \ 01
O— Oo— O— 0O S
S / / 2 0
C e O 2
S \\
4
O—o0——0—0 S4
Tartészerkezet csuklos pantokkal és grifja
11.4. abra

w
(98]
™
Ny
\
O
o'y
s Ny
s
g
W
[FS]

Feleltessiink meg a fenti szerkezetnek egy paros gréfot a kovetkezd médon.
A graf egyik polusdnak csicsai feleljenek meg a négyzetracs sorainak mig a
masik poélus csicsai az oszlopoknak. Két csicsot pontosan akkor kossiink
ossze, ha a megfeleld négyzet (akdr lappal akdr dtléval) ki van merevitve. A
kovetkez6 eredmény konnyen igazolhaté:

11.20. Tétel: A merev rudakbdl és csuklds osszekiotésekbol négyzetrdacs-
szertien felépitett tartdszerkezetet pontosan akkor merev, ha a fenti mddon
megfeleltetett (paros) grif osszefiiggd. O
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11.5. Hivatkozas

[AW] Aldous,J.M., Wilson.R.J.: Graphs and Applications, Springer Verlag,
2000



12. fejezet

Extremalis grafok

TURAN PAL TETELE. EXTREMALIS GRAFELMELETI KERDESEK ES ERED-
MENYEK.

12.1. Turan Pal Tétele

A gyakorlati problém&knél nem meglepd, hogy bizonyos feltételek teljesiilése
esetén valamilyen mennyiséget akarunk minimalizdlni vagy maximalizélni,
vagyis az extrém ") struktirdkat keressiik.

Most olyan grafokat keresiink, melyeknek legtobb éle van bizonyos tulaj-
donsdg esetén, dltaldban egy adott "tiltott” gréfot részgrifként nem tartal-
mazdé grafok koziil.

A fenti probléma szabatos matematikai meghatdrozédsa a kovetkezo.

12.1. Probléma: Legyen G = (V, E) egy adott tetszoleges ("tiltott”)
graf. Tetszolegesn € N természetes szam esetén legfeljebb hany éle lehet egy
olyann csicsi egyszert, grafnak amely G -t részgrifként nem tartalmazza?]

A kovetkezd jelolések segitségével az Osszegyiijtott eredményeket egysze-
riibben fogalmazhatjuk meg:

12.2. Definicié: Adott tetszoleges G = (V, E) grif és n € N természetes
szam esetén t(n, G) jelolje a G -t részgrifként nem tartalmazé n csicsi
eqyszert, grafok éleinek maximdlis szamdat. Amennyiben a mazximdalis élszdmai
n csucsi graf egyértelmi, azt T(n, G) -vel jeloljik. t(n,G) -et a G graf

1) széls6séges (latin)
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Turdn-féle szamanak, mig T'(n,G) -et altaldnositott Turan-grafnak
nevezzik. [
Az (eredeti) Turdan-grafokat az 1.” Bevezetés” Fejezetben definidltuk. Az

elnevezések magyardzata Turdn P&l aldbbi tétele, amely az egész elmélet
legelso és elindité eredménye.

12.3. Tétel: (Turdn Pal®, 1941) Tetszbleges rogzitett k € N ter-
mészetes szam esetén a Ky, (k -csicsi teljes) grafot tiltott részgrafként nem
tartalmazo eqyszert grifok kozott legtobb éle egyediil a teljes k — 1 -pdlusi

mi,...,ME—1 . . .
T, " dn. 7 Turdn-grdfnak” van, vagyis

n=k-1b+r, r<k-—1 (12.1)

esetén m; =bhai<r, m;=b+1har<i<n és

T(n, Ky) = Trme-t (12.2)
ami éleinek szdma
k—2 T
t(n, Ky) = t(n, k) := m c(n®—r?) + <2> . (12.3)

Bizonyitas: n € N szerinti teljes indukciéval bizonyftunk.

n < k—1 esetén az &llitds igaz, hiszen ez esetben egyetlen n csiicsi egysze-
rii graf sem tartalmazhat K, részgrédfot, és minden ilyen grafnak legfeljebb (Z)
éle van, mésrészt b =0 ésr =n a (12.1) kifejezésben, igy T, = K,
aminek persze a lehet6 legtobb éle van.

Az indukcids lépés. Legyen tehat n > k — 1. Ekkor az indukciés feltevés
miatt n— (k—1) -re igaz a Tétel dllitdsa.

Legyen tehdt G = (E,V) egy adott n cstcsu egyszerli graf, K, € G.
Megmutatjuk, hogy G éleinek szdma e := |E| < t(n, k) .

Addig hiizzunk be esetleg 1j éleket a G grafba, mig elérjiik, hogy K;_ 1 €
G lesz. Ekkor hagyjunk el G -bdl egy teljes K részgrafot a hozza vezetd
élekkel egyiitt, a kapott gréfot jeloljiik G' = (V' E') -el. Koénnyen lathatéan

V|=n—(k—1) és |E|l=€<e—k-1

2) Turén P&l (1910-1976) magyar matematikus, a budapesti E6tvos Lorand Tudomény-
egyetem professzora. Valdsziniiségszamitdsi médszerekkel folytatott szdmelméleti kutata-
sokat, valamint végtelen sorok, csoportelmélet és az extremadlis grafelmélet terén vannak
jelentds eredményei.
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G’ -nek egyetlen pontja sem lehetett az elhagyott K1 minden csiicsdval
osszekotve. Igy az elhagyott élek szdma Gsszesen legfeljebb

#g(n—(k—l))'(k_2)+(k;1>

aminek és az indukciés feltétel alapjén az eredeti G graf éleinek szama (r
ugyanaz a G és a G’ grafoknal):

e < €4+#<tn—(k—1),k)+#<

%'[(”‘(k—l))z—?”z}—i-(g)+(n—(k—1))-(k—2)—|—(kgl)

%.[(n—(k—l))-(n—(k—1)+2(k_1))_Tz}+(£)+(k;1>

- %.[nQ—(k;—1)2_T2]+<72“>+<k;1)

k—2 . NN (k=12 k-2) (k-1
- 2(k_1)'[” ”“(2)_ 2(k — 1) +( 2 ) 124
= t(n,k)+0=1t(n,k)

<

Ezzel annyit bizonyitottunk be, hogy minden egyszerii grifnak, ami nem
tartalmaz K, részgrafot, legfeljebb t(n, k) éle lehet.

A Tétel viszont azt is dllitja, hogy egyetlen olyan graf van csak amelynek
van is ennyi éle: a (12.2) feltételt kielégitd

Turédn- grafnak.
Ha a G gréfnak t(n, k) éle van, akkor a bizonyités el6z6 gondolatmenetében,
pontosabban a (12.4) egyenl6tlenségléncban végig egyenléség kell, hogy legyen.
Ebbél az indukcids feltétel szerint az kovetkezik, hogy a redukalt G’ graf is
csak a
T(n— (k—1),K) =T bpmet

Turan-gréf lehet. Tovdbbd, G’ -nek minden pontja az elhagyott Kj_ i rész-
grafnak k — 2 pontjdval kell, hogy 6sszekotve legyen. Ebbol az is belathato,
hogy G’ -nek kiilonb6z6 polusokban levd csicsai nem lehetnek Kj_; ugyana-
zon cstcsaival 6sszekotve kiillonben G -ben lenne K. Mésképpen fogalmazva,
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G’ -nek kiilonb6z6 pélusokban levé csicsai nem hagyhatjik ki Kj_1 ugyan-
azon csucsat. Ez pedig azt jelenti, hogy G’ minden péluséhoz tartozik pon-
tosan egy pontja K} -nak ami nincs e pélusbeli pontokkal dsszekstve (HF).
Ez pedig azt jelenti, hogy mindegyik pélushoz hozzavehetjiik a hozza tartozo
cstcsot, vagyis G valéban nem mds, mint a 7, "*"' Turdn - graf. O

12.4. Megjegyzések: (i) k = 3 esetén specidlisan kapjuk, hogy
a hdromszog, azaz C3 nélkiili egyszerii grafok koziil legtobb éle egyediil a
n2

K B péros grafnak van, ami éleinek szdma éppen LTJ .
2 |1’L2

(ii) t(n, k) kozelitd értéke nagy n esetén £=1 . 2 vagyis, ismét kozelfts-

2
leg, a K} részgrifot nem tartalmazoé egyszerii griafoknak % -ed annyi éle

van mint a maximalis (g) érték, azaz a teljes K, graf éleinek szdma.

12.5. Kovetkezmény: Legyen adott a sikon n tetszoleges pont, melyek
tavolsdga pdaronként 1 -nél kisebb. Ekkor a pontok tdvolsdgai kézétt van 3 -
(L”QP’J), melyek % -nél is kisebbek.

Megjegyezziik, hogy az allitas éles, hiszen helyezziik el az n pont minde-
gyik harmadat egy egyenld szari haromszog belsejében a csicsai kozelében!
Természetesen az &llitds n pont tetszdleges konfigurédcidjardl szol.

Bizonyitas: Az adott V := { Py, ..., P,} pontokon definiéljuk a kovetkez&
G grafot: legyen {P;, P;} € E pontosan akkor ha a P; és P; pontok tévolsaga
nagyobb \/Lé -nél. Beldthatd, hogy ekkor K, nem részgrafja G -nek, vagyis GG
éleinek szama legfeljebb

2 r
<t(n,4) = — - (n®*—r? .
et d) =25 =)+ ()
A keresett mennyiség G komplementerének élszdma, ami ezek szerint

legaldbb
> (Z) ) >3- (Lnézﬂ)

amit bizonyftani kellett, Q.E.D. [

12.2. Egyéb eredmények

Az alédbbi alfejezetben csak roviden, bizonyitds nélkiil felsorolunk néhany
ijabb eredményt és problémat. A tomorség érdekében az allitdsokat csak a
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12.2.Definici6 jelsléseivel irjuk fel. Az érdekldd6é Olvaséknak Andrésfai Béla
[AB] és Hajnal Péter [HaPé,' 97/3] konyveit ajanlhatjuk.

12.6. Tétel: (Erdds Pél-Gallai Tibor) Tetszbleges n,k € N természetes
szamok esetén

nk
t(n, Per) = 5
és
T(n,Pyr1) = Kgi1 grafok diszjunkt unidja . O

12.7. Tétel: Tetszoleges n, k € N természetes szamok esetén

— 1)k

tn, ) =
2

és
T(n,Cry1) = Ky grifok diszjunkt unidja . O
12.8. Tétel: (i)
1
t(2n, K272) S 5 (n + V 4n3 — 3n2>

és eqyenloség csak akkor lehetséges ha
n=q¢+q+1

és létezik q -adrendi véges projektiv sik.
(i) Tetszbleges n,p,q € N természetes szamok esetén

1 1
t(n,K,,) = 5{/(] —1-n* 7% +o(n*"
ahol o(f(n)) olyan figguényt (dltalaban a maradékot) jeloli amelyre

o o)
v f(n)

12.9. Tétel: Tetszoleges n, k € N természetes szamok esetén

SIS

)

=0 . U

t(n,Cy) = %nS/Q +o(nyn) O
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12.10. Tétel: Tetszoleges n,k € N természetes szamok esetén, ha n >
ng elég nagy:

2
t(n, CZkJrl) = \\%J O

12.11. Tétel (Bondy, Simonovits [BS]): Tetszbleges n,k € N ter-
mészetes szdmok esetén létezik olyan ¢ > 0 konstans, amelyre

tn,Cy) <c-n'*t . O

Probléma: k > 3 esetén t(n, Cy) pontos értéke ma még nem ismert.

12.12. Tétel: Tetszoleges Gy rogzitett egyszerti, nem tres grif esetén

Tim t(”(’;s@ —1- m (12.5)

ahol x(Go) a Gy grdf kromatikus® szama. [

A tétel (pontatlanul fogalmazva) azt mondja ki, hogy t(n, Gy) koriilbeliil
1

a maximalis élszémnak 1 — (Goy—T -Szerese. Lathatjuk, hogy a fenti Tétel a
t(n, Gy) értékek aszimptotikus kozelitését csak a x(Gy) = 2 azaz paros grafok
esetén nem adja meg, hiszen ez esetben (12.5) a semmitmondé t(n,Gy) =
o(n?) formuldt adnd. Néhdny specidlis paros Gy gréaf esetén t(n, Gy) értékét
Hajnal Péter [HaPé,' 97/3] konyvében megtaldljuk, sok kérdés azonban még

most is megoldatlan.

12.3. Hivatkozasok
[AB] Andrésfai Béla: Grdfelmélet, Polygon kényvtar, Polygon kiadd, Szeged,
1994.

[BS] Bondy,J.A., Simonovits,M.: Cycles of Even Length in Graphs, J.
Combinatorial Theory Ser. B 16 (1974), pp. 97-105.

3) 1d. a 10. ”Grafok szinezései” Fejezetet.



13. fejezet

Grafok spektruma

DEFINICIO ES ALAPVETO OSSZEFUGGESEK. TOVABBI EREDMENYEK.

Ha mar minden grafhoz rendeltiink egy adjacencia métrixot, nem meglepo,
hogy tovédbbi linedris algebrai segédeszkozoket is kiprobdlunk. A kapott ered-
ményeket e Fejezetben kozoljitkk. A felhaszndlt linedris algebrai fogalmakat
és eszkozoket (sajatérték és sajdtvektor, Cayley- Hamilton tétel stb.) most
nem ismertetjiik.

13.1. Alapfogalmak

13.1. Definici6é: Legyen G = (V, E) egy tetszdleges grdf, és adjacencia
mdtriza legyen A € R™". FEkkor a graf karakterisztikus polinomja az
A madtriz karakterisztikus polinomgja:

pc(A) = (=1)"-det(A— M) = coA" + A"+ e Fe o O

Emlékezetiink, hogy tetszoleges X € R™™ madtrix esetén det(X) az
aldbbi médon is kiszdmolhato:

det(X) = Z (—1)59”(”)1:1“(1)1:27”(2)...xnm(n)

ﬂ‘GS’n

azaz minden sorbdl kivalasztjuk X -nek egy-egy elemét, kiilonboz6 oszlopok-
bol, sszeszorozzuk Oket, majd eléjelesen (par(m) a m permutdcié paritdsa)
osszeadjuk ezen szorzatokat az Osszes lehetséges médon (ezt jeloli a m € S,
szummacios index).

323
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13.2. Allitdas: Ha G egyszert, graf, akkor

(i) Cyo — 1 y
(ii) C1 = 1 y
(iii) co=—|E| (élek szamanak (—1) -szerese),

(iv) c3 = a G —ben levd haromszigek (Cs) szamanak (—2) -szerese.
Bizonyitas: Tetszoleges A € R™*™ métrix esetén
(i) A det(A— \I) kifejezés kiértékelésében a A" hatvanyt csak az

(al,l — )\) et (an,n — )\)
szorzat kifejtésébdl kaphatjuk, ami lathatéan a (—\)" értéket adja.
(ii)
o =—5p(A) = Zai,i
i=1

Ha G egyszerti, akkor nyilvdn a;; = 0 minden : < n esetén.

(iii)
Qi Qg5

S

1<i<j<n

@ji  Ajj

vagyis a fodtléra szimmetrikus 2 x 2 méretii fominorok determindnsainak
osszege. Mivel A minden eleme 0 vagy 1 és a;; = a;; = 0, ezért csak

01|
11 o]~
mindegyikiik a graf egy-egy élének felel meg.

—1 alakd minorok nem szingularisak (determinansuk nem 0),

(iv) Az el6z6 ponthoz hasonléan

Qi Qi Qi

€3 = — E ji Q55 Qjk

1<i<j<k<n| Qg ; Q5  Qkk

Ismét felhasznalhatjuk, hogy A minden eleme 0 vagy 1 és a;; = a;; = apr =
0, ezért csak a

— = O

11
0 1|=2
10

alaki minorok nem szinguldrisak és mindegyikiik a graf egy-egy héarom-
szogének felel meg. [
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Tovabb mar nem mehetiink, mert nemszinguldris negyed- és magasabb-
rend{i minor méar sokféle lehet.

13.3. Definicié: Egy tetszoleges G = (V, E) grif spektruma (spectra)
az A adjacencia mdtrizanak sajdatértékeinek halmaza (karakterisztikus poli-
nomjanak gyokei). O

Ha @ = [uy, ..., u,]T sajdtvektor , definiciéjdbdl kovetkezik, hogy a hozzd
tartozé A sajatértékkel egyiitt kielégiti az Au = \i , azaz a

Z a;, jU; = )\Uz (Z S n) (131)
j=1

egyenletet. Egyszerii graf esetén a fenti egyenletrendszer

Z uj = Au; (i <mn) (13.2)

v; szomszédja v; -nek

alakban is frhat6, felhaszndlva a V = {vq,...,v,} jelolést és az adjacencia
métrix definiciéjat.

Ebbdl pedig k -regularis grafokra azonnal adédik az aldbbi Tétel.

13.4. Tétel: Ha G egyszert k -reqularis graf, k € N tetszdleges, akkor
(1) k sajdatértéke G -nek (azaz a spektrumnak eleme)
(i) ha G osszefiiggo, akkor a k sajatérték multiplicitasa 1 .
(iii) G barmely A sajdtértékére |N\ <k .

Bizonyitas: (i) Az @ = [1,...,1]7 vektor konnyen ldthatéan sajatvektor.

(ii) Elég azt belatni, hogy a k -hoz tartozé barmely sajatvektor ko-
ordindtdi azonosak. EbbOl az is kovetkezik, hogy nincs a k£ -hoz tartozo
sajatvektorok kozott két linedrisan fiiggetlen. Ismeretes ugyanis, hogy egy
szimmetrikus matrix karakterisztikus egyenletének tobbszoros gyokeihez tobb
linedrisan fiiggetlen sajatvektor is taldlhaté. Legyen tehdt a G graf A csics-
matrixdnak k sajatértékéhez tartozé sajdtvektora T = [x1,..,3,]T , és
legyen e vektor koordindtéi kozott x; egy legnagyobb abszolit értékii. Te-
kintsiik az A7 = k¥ sajatvektor - egyenletben a j -edik koordinstat azaz a
(13.2) egyenletrendszer j -edik elemét: @; = kx; , vagyis

E €Z; = k? . Uj
v; szomszédja v; -nek

A baloldali tsszegnek G regularitdsa miatt éppen k tagja van, igy |z
maximalitdsa miatt ezen k szdmu koordindta mindegyike éppen x; . Ugyanigy
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lathato be, hogy a j -edik csticspont szomszédainak szomszédaihoz tartozé ko-
ordindtak is x; -vel egyenldek, stb. Igy G 6sszefiiggbsége miatt az T sajatvek-
tor mindegyik koordinatdja valéban megegyezik.

(iii) Legyen A\ € R egy tetszbleges sajdtérték és ¢ egy A -hoz tartozd
sajatvektor. Legyen y; az ¥ egyik legnagyobb abszolit értékii koordindtdja.
A (13.2) egyenletrendszer i -edik tagja alapjan

ALyl = Z yi| < Z lyil < k-lyl

v; szomszédja v; -nek v; szomszédja v; -nek

és igy [\ < |k| mivel y; #0. O

13.5. Tétel: Ha a tetszoleges, n csicsi eqyszert k -requldris graf
(k € N tetszdleges) spektruma

)\12162)\222)\” 5
akkor a grif komplementerének sajdatértékei
n—1-X\ é —-X\—-1 (2<i<n)

Bizonyitas: Egy n csicsd egyszeril, k -reguldris graf komplementere
nyilvdin (n—1—k) -reguldris, igy n—1—XA; = n—1—k val6ban sajatértéke,
s6t maximalis abszolttértéki sajatértéke G -nek, az 1 := [1,..,1]T sajdtvek-
torral.

Legyen G -nek az A csicsmadtrix szimmetridja miatt létez6 ortogonalis
sajatvektor - rendszere v; = T, TV, ..., Un , és tartozzanak e vektorok rendre
a AN =k>X2>..2> )\, sajatértékekhez. Belatjuk, hogy e vektorok
a komplementer G grafnak is sajdtvektorai. Ha ugyanis A jeloli a G
komplementer graf csicsmétrixét, akkor A =1 — A — E  ahol I € R™" a

csupa 1 -bol 4ll6 matrix és £ € R™*" az egységmatrix. Ekkor pedig
AT = (I-A-E)-v; = 16—A-v—FE- o

—

A valasztott ortogonalitds miatt 7.4, =0, ami alapjan I-7; =0 a
nullmétrix, valamint a feltevések miatt Av; = \;v; . Ez pedig az

Adi= (=X —1)- 7,

egyenloséget, vagyis a bizonyitds végét jelenti. [
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A kovetkezd Osszefiiggések is beldthatok, a részletek példdul Andrésfai
Béla [AB] vagy Johnsonbaugh [JoRi,’86] és Rosen [RoKe, 91| konyveiben
taldlhaték meg.

13.6. Tétel: Tetszoleges G = (V, E) dsszefiiggd (nem feltétleniil reguld-
ris) grdf legnagyobb sajdatértékének multiplicitdésa 1. O

13.7. Tétel: Ha G’ tetszbleges részgrifja az eqyszerii, tetszoleges G
grifnak, és legnagyobb sajdtértékeik rendre N és X\, akkor

o< XN<\ . O

Most pedig ldssunk néhdny mélyebb osszefiiggést grafok és spektrumaik
vonatkozdsdban.

13.2. Tovabbi eredmények

Csak néhdny kiragadott eredményt mutatunk be, az elméletnek még attekin-
tésére sem vallalkozhatunk.

13.8. Tétel: (Lovédsz Laszlé-Pelikdn Jozsef(!), 1973) Egy tetszbleges
egyszert, graf, melynek A maximdlis sajatértéke, akkor és csak akkor két-
pdlusi, ha —A szintén a graf egqyik sajatértéke. [

13.9. Tétel: (Lovdsz Lészlo-Pelikdn Jozsef, 1973) Egy tetszoleges egy-
szert, graf akkor és csak akkor kétpolusi ha spektruma szimmetrikus 0 -ra. [

13.10. Tétel: Ha egy tetszbleges kétpolusi grafnak 0 nem sajdatértéke,
akkor a grdifban létezik 1 -faktor. [

13.11. Tétel: (Lovasz Ldaszl6,1979) Legyen G egy tetszbleges egyszeri
graf, amely csiucsainak fokszdma d és D kézétt van. Ekkor, ha A mazimdlis
sajatértéke G -nek

max(d, VD) <A< D.

13.12. Tétel: Ha G tetszbleges eqyszert, grif melynek A mazimdlis
sajdtértéke, akkor csicsainak dtlagos fokszdma

%Z(S(v)gA

veV

1) elsésorban algebréval foglalkozik, jelenleg az ELTE Algebra Tanszékének professzora,
a matematikai didkolimpiai csapat rendszeres kisérdje.



328 FEJEZET 13. GRAFOK SPEKTRUMA

és G kromatikus szdmdra
X(G)<A+1 . O

13.13. Tétel: (Baratsig Tétel: Erdss Pal, Rényi Alfred®), T.Soés
Vera®) 1966, fiiggetleniil Wilf,H.S. 1971) Egy tetszbleges egyszerti graf akkor
és csak akkor Wy szélkerék ha barmely két csicsanak pontosan egy kézés
szomszédja van. [

Legutols6 Tételiink (mely csak latszolag trividlis) kimonddsaban a sajét-
értékek ugyan nem szerepelnek, ”csak ” a bizonyitdsdban.

13.3. Feladat és megoldasa

13.1. Feladat: Széamitsuk ki a K, (teljes), S, (n dgu csillag) ¢és a

K,, (teljes kétpolusi) grafok karakterisztikus polinomjait!
Megoldas:
pr,(A) =A+1)"T(n—-1-N),
ps,(A) = A" (n =A%),
Pry(A) = A+ 1)PFI2(N — py)
U

13.4. Hivatkozas

[AB] Andrésfai Béla: Graph Theory: Flows, Matrices, Akadémiai Kiado,
Budapest, 1991

2) Rényi Alfréd (1921-1969) kivalé magyar matematikus. Szamelméleti, val6szinfiség-
szamitasi, informdciéelméleti eredményeivel és a matematika népszeriisitésével szerzett
kiemelkedd érdemeket.

3) els6sorban kombinatorikéval és grafelmélettel foglalkozik, jelenleg az MTA Matema-
tikai Kutatéintézetében dolgozik.



14. fejezet

Halézati folyamok

HALOZATI FOLYAMOK, FORD-FULKERSON TETELE A JAVITHATO UTAK
MODSZEREVEL. EDMONDS ES KARP TETELEI. ALTALANOSITASOK. EGY
ALKALMAZAS PAROS GRAFOKRA.

Mint a 7.”Feszitofak” c. Fejezet bevezetésében emlitettiik, a grafelmélet
egyik fontos alkalmazdsi teriilete pl. koziizemi (viz-, gdz-, stb.) héléza-
tok tervezése és optimalizdldsa. Jelen fejezetben egy tjabb problémat vizs-
galunk. Egy graf éleit vezetékeknek tekintjiik, és tgy képzeljiik, hogy az
éleken keresztiil egy kitiintetett csicsbdl, a forrdasbol szeretnénk valamilyen
anyagot vagy energidt (dram, olaj, stb.) eljuttatni egy mdsik megjelolt
csicsba, a nyelobe. A feladat egyszertisitése érdekében a fejezet elsd részében
feltessziik, hogy az éleken keresztiil csak egyik irdnyba haladhat az anyag,
vagyis irdnyitott grafokkal foglalkozunk.

14.1. Folyamok

Kezdjiik a preciz definiciékkal.

14.1. Definici6: (i) Egy hélézat (network) dll egy G = (V, E) irdnyi-
tott grafbol, két kitintetett csicsbol: a € V forras (source) és b € V nyeld
(sink ), valamint egy tetszoleges ¢ : E — R, pozitiv élfiigguénybdl, amit ka-
pacitasnak (capacity) hivunk.

(ii) Tetszdleges f: E— R U{0} nemnegativ élfiigguény folyam (flow ),

329
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ha minden v € V, v # a,b csucspontra teljestl Kirchoff 1. torvénye:

> flaw)= Y floy).

(zv)eE (v,y)eE

E két mennyiségre kiilon jelolést vezetiink be (v = a,b esetén is):

= > flzv) és = > flvy) (14.1)

(zv)EE (v,y)eE

(iii) Egy folyam megengedett (feasible), ha
fle) < cle)

minden e € E esetén (azaz nem lépjik tul az élek kapacitdsait). O

Megjegyzések: (i) Bar konyviinkben irdnyitott grafokkal nem foglal-
kozunk, az 1. Fejezetben emlitettiik, hogy G = (V| E) akkor irdnyitott grdf,
ha V # () tetszbleges nemiires halmaz és E CV x V  (Descartes - szorzat)

(ii) Kirchoff 1. torvénye kozismerten azt fejezi ki, a befolyé (elnyelt)
anyag mennyisége megegyezik a kifoly6 (termelt) anyag mennyiségével min-
den csomépontnél, a forrds és a nyeld kivételével.

14.2. Definicié: Egy f: E — R, folyam értéke (value of f)

F(f)=f"(a)=f(a) . O
Ez nem mds, mint a forrds éltal termelt netté anyag/energia.

14.3. Tétel: A folyam értéke

F(f)=f"(b) = f(b)

vagyis a nyeld dltal elnyelt netté anyag.

Bizonyitas: A bizonyitds lényege, hogy Kirchoff I. torvénye teljesiil min-
den cstcsra. A hosszadalmas szdamolast most nem részletezziik. [J

14.4. Definicié: Egy [ : E — R, megengedett folyam maximaélis, ha
nincs olyan g : E — Ry megengedett folyam, amelyre F(g) 2 F(f) lenne.O

Felmeriil a kérdés: ”Adott hdlézathoz van-e maximdlis értékii megengedett
folyam?” Nincs kizdrva ugyanis, hogy mondjuk f egyik élen sem éri el a ka-
pacitést, f értékét ezen az élen kicsit novelve (mint pl. az aldbbi, javithaté
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utakat haszndlé algoritmusban) a kapott megengedett folyamok F'(f) értékei
mindig kicsit nének, de nincs kozottitk maximélis! Ezen a dilemmén még az
sem segit, hogy minden f megengedett folyamra

OSF(f)S Z C(avy)_ Z f<y7a)§ Z C(avy)_o

(a,y)eE (y,0)€ (a,y)€E

azaz minden f (megengedett) folyam értéke legfeljebb akkora lehet, mint ha
az a forrdsbdl kiindul6 éleken maximdlis kapacitdssal dgramlik be az anyag,
visszafelé pedig semmi sem folyik .

14.5. Megjegyezziik, hogy az azonosan nulla folyam (fy(e) = 0
minden élre) értéke F(fy) = 0, mig nem minden hélézatban lehetséges
olyan megengedett f folyam, amelyre F(f) = >_, cpc(a,y) lenne. Ennek
nem mond ellent Ford és Fulkerson aldbbi tétele.

14.6. Tétel (Ford")-Fulkerson(®)): Tetszbleges adott hdlézatban van ma-
ximalis folyam.

Bizonyitds: Alkalmazni fogjuk Weierstrass®) jélismert tételét, mely sze-
rint “minden folytonos F' : R™ — R fiigguénynek, ha Dom(F') korldtos és
zdart, van mazrimuma és minimuma’”.

Feleltessiik meg ugyanis minden megengedett f : F — R, U {0} folyam-
nak az

Xp 1= (f(61>7f(€2)v 7f(em>> € R™

m -dimenziés pontot, m = |E| , ahol  {ey,...,e,,} a halézat éleinek egy
tetszoleges, rogzitett felsoroldsa. A fenti ¥y pontok mindegyike a

K :={(z1,..;mp) ER™ : 0< ;< c(e;), 1 <i<m}

m-dimenziés téglatestbe esik, amely korldtos és zart. Pontosabban, a meg-
engedett f folyamokhoz rendelt Z; pontok nem toltik ki teljesen a K tégla-
testet, hiszen minden w € V csticsra teljestilnie kell Kirchoff (14.1)-ban felirt
L. torvényének. Ezt leforditva az Zy = (x4, ..., 2,,) pontok koordindtdira az

da=> (14.2)

keX ley

) Lester Randolph Ford Jr. (1927-2017) amerikai matematikus
2) Delbert Ray Fulkerson (1924-1976) amerikai matematikus
3) Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897) német matematikus
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egyenléséget kapjuk, ahol z;, = f(e;) a w-bél kijovd e, = (w,v;,) élhez
rendelt folyamérték, vagyis {e, : k € X} a w -bdl kijovo élek halmaza, mig
z; = f(es) a w-be bejovd e, = (v;,,w) élhez rendelt folyamérték, azaz
{e¢: 0 € X} a w -be bejovd élek halmaza. A (14.2) egyenleti x; pontok
halmaza pedig egy (valahdny dimenziés) hipersik R™ -ben. Ez pedig azt
jelenti, hogy az

F:f— F(f)
illetve az
fiiggvény értelmezési tartomdnya (a megengedett f folyamoknak megfeleld
7y € R™ pontok halmaza) pontosan R™ néhdny hipersikjanak K-val és
egymadssal valé metszete, tehat zart halmaz. Természetesen korlatos is, hiszen
része K -nak.

F folytonos, mert az f folyam értékét tigyesen ”kicsit” + megviltoztatva
("mennyi folyik az egyes éleken”) a folyam megengedett marad, és az F'(f)
érték is csak "kicsit” véltozik meg. (A preciz szdmitdsoktol most eltekin-
tiink.) Weierstrass tétele alapjan van f megengedett folyam, amire F(f)
maximdlis. [

Példaképpen tekintsiik az aldbbi nagyon egyszerii grafot:
C

A X

Példa: a G = (V, E,c) hdldzat
14.1. dbra

A kapacitasok miatt
Dom(F) C K :=[0,4] x [0,2] x [0, 5]
Ekkor csak egyetlen csicsra, a C' -re kell feltétel a tényleges Dom/(F')
meghatarozasara:
Yy==z
vagyis Dom/(F') az x tengelyre illeszkedd, mindkét masik koordinédtatengely-
lyel 45° -0s szoget bezéaré siknak K -ba es6 darabja:
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0 3.--74
Y e 2o

.,
A
"
0
1
1
1
1
[\

Dom(F)
14.2. abra

Azonban Weierstrass tétele (és igy a fenti bizonyitds) is csak a maximélis
folyam létezését igazolja, semmiféle itmutatdst nem ad annak megkeresé-
séhez. Az alédbbi tétel bizonyitdsabol azonban kiolvashaté egy konstruktiv
algoritmus maximélis folyamok keresésére, ehhez elébb egy definiciéra van
sziikségiink.

14.7. Definici6: (i) A V esicshalmaz eqy ViU Vo =V, ViNVy =10
particidjdat (felosztdsdt) (V,, Va) - vagasnak (cut) nevezzik, ha

aeV, és beV
(ii) Egy (Vi,Vs) vdgds kapacitasa (capacity of (V1,V3))

CW, Vo)=Y clx,y) O

(z,y)EE
zeVy] , yeVy

Ugy képzeljiik, hogy az a forrast tartalmazé V; ”orszagbdl” kell a b nyelét
tartalmazé V;, "orszagba” a hélézaton keresztiil az anyagot eljuttatnunk, a
kapacitds éppen a "hatar” (V; -bél V4 -be mutaté élek) maximélis dtereszto-
képessége, ha a visszafelé mutaté éleket lezarjuk.
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Vagas és kapacitdsa.
14.3. abra

14.8. Tétel (Ford-Fulkerson):
max{F(f): f megengedett folyam} = min {C(V1, Vs) : (V1, V3) vdgds}

azaz a mazximdlis folyam értéke megegyezik a legsztikebb keresztmetszetti (ka-
pacitdsi) vagds kapacitdsdval.

A tétel tgynevezett " minimaz” tétel , mert két Osszefiiggd mennyiség
egyikének minimumadanak és masikdnak maximumaénak egyezését mondja ki.
A 11.8 Tételben mér taldlkoztunk ezzel a mddszerrel: bizonyos Osszeszam-
l1al4si problémak maximumét/minimumadt ilyen triikkel szémitjuk ki.

Bizonyitas: A max F(f) < minC(Vi, V,) egyenldtlenség "nyil-
vanval6”: az eljuttatott anyag (nett6) legfeljebb annyi lehet, amennyi a
legsziikebb keresztmetszetii vagds kapacitdsa, hiszen tobb anyag nem ”fér”
at. (A részletes szamoldstol most is eltekintiink.) Tovdbbd, ez a megjegy-
zésiink tetszoleges folyamra és vagdsra igaz!

Ez mér nem nyilvanvalé. (Miért?)

Hogy a forditott irdnyu egyenlétlenséget beldssuk (és a maximalis folyamot
meg is taldljuk) sziikségiink van egy ujabb fogalomra.

14.9. Definicié: Javithaté (vagy javité-) utnaek (correcting path)
nevezziik csucspontok egy (xo,x1, T2, ...,x) C V' sorozatdt, amelynek elemei
mind kiilonbézoek, és minden 1 = 0,1,....k — 1 index esetén teljesiil, hogy

(5, 741) €E = f(xs,2i1) S (@6, Tiy1)
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azaz elore mutato élek teljes kapacitdsa mincs kihaszndlva, és
(Tig1,2) € B = f(rig,2) 20,

azaz visszafelé mutatd éleken folyik valami, visszafelé. [

Megjegyzés: mint lathaté, a javithaté utak nem irdnyitott utak: az
élek oda-visszafelé is mutathatnak, mint példdul az alabbi dbrén:

Egy javithato it
14.4. abra

Mindkét elnevezést fogjuk hasznélni az aldbbiakban, bar a jelentésiik
kozotti apré eltérést nem részletezziik(*)

14.10. Allitas: Egy megengedett folyam pontosan akkor mazimdlis, ha
nincs javithatoé ut a -bol (forrds) b -be (nyeld).

Bizonyitas: Ha van javité it a -bdl b -be, akkor ezen 1t mentén
javitjuk az f folyamot a kovetkezOk szerint: noveljiikk F'(f) értékét. Ha ez
sikeriil, akkor ugyanis F'(f) nem lehetett maximalis.

Legyen elészor is© = 0,1,...,k — 1 esetén

. c(xi, xiv1) — fmi, xiaq) ha az (z;,xi11) € E €l elore  mutat
U [T, ) ha az (xiy1,x;) € E €l visszafelé mutat

Elére- ill. héatrafelé mutaté éleknél legfeljebb ennyivel lehet médositani, pon-
tosabban ndvelni a folyam (nett6) értékét. Legyen tovdbba

€:= min ¢
i=0,....k—1

1) (és a vizsgan sem kérjiik)
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Ekkora értékkel ugyanis biztosan tudjuk névelni f folyamunk értékét, vagyis
definidlhatjuk a ¢ : £ — R, folyamot: legyen e € E' esetén

fle) +e¢ elore mutato éleknél
gle):=< fle)—e visszafelé mutatd éleknél
f(e) ha az e él nem szerepel a javito wtban

Megmutatjuk, hogy g valéban folyam és megengedett is:

1) 0<g(e) <cle) a graf minden e € E élére, hiszen € a legkisebb
volt, amivel médositva f(e) - et a javithaté tut élein, sem az él kapacitdsit,
sem a 0 -4t nem lépjiik tul illetve alul.

2) Kirchoff 1. térvénye is teljesiil minden v € V' csicsra, hiszen
- ha v nem szerepelt a javité tdtban, akkor semmi sem véltozott a v -hez
csatlakoz6 éleken
-ha v =x; ajavité uthan és 1 < i < k —1 (azaz v nem forrds és nem
nyeld), azaz v # a és v # b , akkor négy eset van aszerint, hogy v -be hény
elére- és vissza mutato €l csatlakozik (azon élek, melyek nem szerepelnek a
javité utban, nem valtoztak):

A javito it mddositisai
14.5. abra

Lathatjuk mind a négy esetben, hogy a befolyé és kifoly6é anyag kiilonbsége
valtozatlan maradt, vagyis g valéban megengedett folyam, ha f is az volt.

Kénnyen lathato, hogy F(g) = F(f)+¢, vagyis taldltunk egy F(f) -nél
nagyobb értéki folyamot, hiszen € 2 0 .
Ezzel bebizonyitottuk a 14.10.Allités felét.

Ha nincs javité it a -bél b -be, akkor definidljuk a (V3,V5) vagast:

Vi @ ={veV:a-bdl v-be vezet javits it}
V, 1 = VAW
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Nyilvanvaléan ekkor, a javithaté utak definiciéja alapjan, a V; és V5, kozotti
(x,y) € E élekre

| cz,y) ha zeV; ésyels
f(x,y)—{o ha yeVy ésxelsy

azaz V7 -bol V5 -be vezetd éleken teljes gozzel folyik elére, mig visszafelé
semmi.

’ e 'Y =C ’ Y Ay
! o ! o, >0 ° *
I A ’ \\
' 1 /
=() \
|' ° |I f O A ) [y
O¢————0 \
\ : [ ) | [ ® b \
t _
\ o ! f=0: :
\ e ° [ OK'\O . '
N ! o o !
\ ’ M
\ a , f=c o ;
N o / o oO————>0 . !
N ’ \ U
N ) . L] \ L4 7
~ .

A telitett folyam
14.6. abra

Ekkor F(f) = C(V1,V3), a folyam értéke megegyezik a vigds kapacitdss-
val mert a hatdron teljes gbzzel megy minden V;-bol Vo-be, és visszafelé
semmi, a szamolds részleteit most nem részletezziik. Ez pedig csak akkor
lehet, ha f maximalis, a Ford-Fulkerson tétel része alapjan.

Ezzel befejeztiik a 14.10.Allit4s bizonyitasat. O

A javité utak moédszerével, mint a fenti bizonyitdsban lattuk, algorit-
must is adhatunk maximalis megengedett folyamok keresésére.

14.11. Algoritmus: Maximdlis folyam keresése javité utak segitségéuvel.

START: legyen f(e):=0 rem azonosan 0 folyam
CIKLUS:  if van javité it a -bdl b -be then javitsuk egyiket
else STOP rem a folyam maximalis.

Ez teljes egészében bebizonyitanad Ford és Fulkerson algoritmusdt, ameny-
nyiben biztosan tudndnk, hogy az algoritmus véges sok 1épés utdn megall.
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14.12. Megjegyzések: Az algoritmus végessége:

(a) Amennyiben az élek kapacitdsai egész szamok, vagyis ¢ : £ — N |
akkor az algoritmus sordn a folyam f(e) értékei is egész szdmok, ¢ is egész
szam, vagyis € > 1. De ekkor

F(f)<fHa)= ) cay)

(a,y)EE

(1d.(14.1)) miatt az algoritmus legfeljebb ennyi, f*(a) € N lépés utdn megéll.
(b) Ha a kapacitdsok racionslis szamok, vagyis ¢ : E — Q, akkor a
szereplo raciondlis szdmokat kozos nevezore hozva csak a szdmlalokkal kell
foglalkoznunk, amit a fenti (a) esetben targyaltunk.
(c) Ha ¢ : E — R,, akkor vannak példak, amikor a fenti algoritmus
végtelen sokdig fut, ha a tobb javithaté tt koziil szerencsétleniil vilaszt ki
egyet! Azonban az aldbbi otlet (és Tétel) segitségiinkre van:

14.13. Tétel (Edmonds®)-Karp(®): Ha a fenti 14.11. Algoritmusban
mindig a legrovidebb (legkevesebb pontbdl Glld) javité utat javitjuk, akkor az
algoritmus véges sok lépés utdn megadll. [

Ezzel teljes egészében bebizonyitottuk Ford és Fulkerson tételét. W

Most roviden megemlitjiik a probléma néhdany egyszerii dltaldnositdséat.
Felhivjuk a figyelmet azonban, hogy a kiilonféle hélézatoknak és szallitési
optimalizaldsi problémédknak mind elméleti, mind gyakorlati szempontbol
rengeteg dltaldnositdsa és komoly elmélete van, ma is a kutatds targyat
képezik. Most csak Andrasfai Béla [A] , Busacker-Saaty [BS], Ahuja-Mag-
nanti-Orlin [AMO] és Lipi- Nemes - Novdk [LN N]| konyveit emlitjiik meg
példaképpen.

14.14. Altaldnositdsok

(a) Ha tobb forrds ay, ..., a; és/vagy t6bb nyeld by, ..., b, van adva, akkor
valamelyik a;-bol keresiink valamelyik b;-be javithat6 utat, és a (V4, V3) vaga-
sokra az ay,...,a; € Vi és by, ..., b, € V5 tartalmazdkat koveteljiik meg, a tobbi
rész értelemszertien (kismértékben) véltozik.

(b) Iranyitalan gréfok esetén a graf éleit megdupldzzuk: az {z,y} él
helyett mind az (z,y) és (y,x) éleket vessziik, mindkett6t az eredeti ¢(z, y)
kapacitdssal. A tobbi részletet az Olvasé meggondolhatja.

5) Jack R. Edmonds (1934-) amerikai sziiletésti kanadai matematikus
6) Richard Manning Karp (1935-) amerikai matematikus
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(c) Ha a pontokndl is el van irva un. ” pontkapacitds” d(v) ,v € V, akkor
a pontokat megkettdzziik: v}, vh , a kozottiik hizott 4j irdnyitott élhez a d(v)
kapacitédst rendeljiik, a bemend élek v]-be, a kimend élek v}, -be csatlakoznak.

Csiics kettozése
14.7. abra

(d) Ha a forrds(ok)nak maximalis T, teljesitményiik van (el6irva), akkor
felvessziik egy 1j a’ csticsot, 6t nevezziik ki forrdsnak mig az eredeti a cstics
forrés-jellegét megsziintetjiik, az (a’, a) él kapacitasa legyen T, , és az a -hoz
csatlakoz6 eredeti élek valtozatlanok maradjanak.

Hasonléan jarunk el, ha a nyelének van el6irva maximalis 7; teljesit-
ménye /raktarozési kapacitédsa.

T(ai//7

'—> —>0
Forrds és nyelo kapacitdasa
14.8. abra

(e) s.t.b. ... .
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14.2. Alkalmazasok

Szemléltetésképpen egy egyszerii alkalmazdst mutatunk, ami elsésorban arra
hivja fel a figyelmet, hogy a grafelmélet kiilonboz6 teriiletei kozott mélyebb
kapcsolat van, mint els6 latasra gondolnank.

14.15. Alkalmazas: Maximdlis pdrositds keresése mazx. folyamkereso
algoritmus felhaszndldsdval.

Legyen G = (V,E), V = AU B, AN B = () adott péros graf. Egészitsiik
ki a gréfot a,b, ¢ V 1j cstcsokkal: a forréds, b nyeld, valamint a -bdl hiizzunk
A minden csicsdba, B minden csicsdbdl pedig b -be 1ij éleket. Irdnyitsuk az
igy kapott graf éleit a kovetkezOképpen: a -bdl A -ba, A-bdl B-be és B -bol
b-be, és legyen minden él kapacitdsa 1.

AN
(ELLLA R D ) A
(L Y pr 5 ) B

e\

b

Maximalis pdarositds keresése
14.9. dbra

Ekkor igazolhaté, hogy minden maximadlis folyam esetén az éleken vagy
0 vagy 1 mennyiség halad &t, tovibba A és B kozotti azon élek halmaza,
melyeken 1 a folyam értéke, egy maximélis parositast ad A és B kozott. [

Tovébbi alkalmazdsokat és dltaldnositasokat taldl az Olvasé Lipi-Nemes-
Novak [LNN| (minimdlis koltségli szallitds) vagy az aldbbi Hivatkozédsok
részben felsorolt konyvekben.
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15. fejezet

Matroidok

ELEMI DEFINICIOK ES OSSSZEFUGGESEK. KOROK ES BAZISOK SZAMA.

Mint a 6.” Fak” Fejezetben emlitettiik, grafok kormentessége és vektorok
linedris fiiggetlensége kozott nagyfoki hasonlésdg fedezhetd fel. Jelen fe-
jezetben e kozos tulajdonség lényegét (axiomait) mutatjuk be, ezen axiémékat
kielegité struktirdkat pedig matroidoknak(?) nevezziik.

S6t, tobb maés struktirat is bemutatunk, melyek szintén matroidok. E
struktirdkban megfeledkeziink a szokdsos miiveletekrdl (vektorterek) és az
elemek kozotti osszefiiggésekrdl (grafok) vagy mér nem is voltak miiveletek,
reldcick (halmazrendszerek). Mindossze az alaphalmaz bizonyos, fiiggetlen-
nek nevezett részhalmazait, vagyis a fiiggetlenséget bnmagédban vizsgédljuk! E
kozos dltalanositas elonye az, hogy ha ezen axiémékbodl vezetiink le tételeket,
akkor e tételekben felfedezett tulajdonsdgok, osszefiiggések mindegyik struk-
turdban egyszerre lesznek bizonyitottan igazak.

Sajnos az elmélet alapjait, néhany példat és eredményt csak réviden
tudunk most konyviinkben bemutatni, az érdeklédd Olvasénak példaul Recs-
ki Andréds [ReAn,’ 89| vagy Oxley [O] konyveit ajédnlhatjuk.

15.1. Alapveto definicidék és tulajdonsagok

15.1. Definicié (fiiggetlenségi axiomék): Legyen S eqy tetszdleges nem-

1) A linedris fiiggetlenség axiomatikus vizsgélata céljabél Whitney vezette be a matroid
("métrixokhoz hasonld struktirdk") fogalmat 1935 -ben.

Hassler Whitney (1907-1989) amerikai matematikus, elsésorban topoldgidval és gréfok
szinezéseivel foglalkozott.

343
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tires de véges halmaz, és legyen F' C P(S) egy rendszere S részhalmazainak.
Az M = (S, F) struktirdt matroidnak nevezzik, ha

(I1) ver,

(I2) haY € F és X CY akkor X € F (F lesz4ll6?))

(I3) tetszdleges X C S halmazra X mazimalis (F -ben tovdbb nem
bovithetd) F -hez tartozd részhalmazai egyenlé méretiiek. 0

15.2. Megjegyzések: (o) az (I3) pontban szerepl$ Y C X részhalmaz
F -ben tovdbb nem bo6vithetod tulajdonsdg azt jelenti, hogy nincs olyan
Z € F amelyre Y ; Z C X teljesiilne.

(i) A matroidok nem algebrai (méds széval elsérendil) struktirdk (mint
a vektorterek sem a + és - miiveletekkel), erre a kérdésre sem térhetiink ki
most részletesen.

(ii) Ha felidézziik a linedris algebrdban a fiiggetlen vektorhalmazokrol
tanult egyszerfi dllitdsokat akkor észrevehetjiik, hogy a fenti axiémék éppen
ezeket a tulajdonsdgokat tsszegezik (a vektortér + és - miiveletei nélkiil), a
15.3. Allitdsban bemutatott valtozataikkal egyiitt. S a vektortér alaphal-
maza, elemei a vektorok (pontosabban csak véges sok adott vektor), és

F={X CS§:X fuggetlen} . (15.1)

Ezért is hivjdk a fenti (I1)-(I3) axiémdkat fiiggetlenségi (independence)
axiémadk -nak és F' elemeit fiiggetlen részhalmazok-nak.

(iii) A matroidok axiémarendszere sem egységes, eléfordulhat, hogy mas
konyvben nem pontosan a fenti (I1)-(I3) axiémdkkal taldlkozunk. Azon-
ban a kiilonb6zé axiémarendszerek egyenértékiisége &ltaldban egyszertien
bizonyithatd, legtobb kényvben ezt meg is mutatjdk. Az S alaphalmaz
végességét sem lényeges feltenniink, a (véges) halmazrendszerekkel és hiper-
grafokkal valé kapcsolat konyebb tanulményozédsa végett szoktuk csak fel-
tenni. Nem &rt tudnunk, hogy a matroidok specidlis hipergréfok (halmazrend-
szerek). Az aldbbiakban csak roviden felsorolunk néhdny, az (I1)-(I3) ax-
ioméakkal ekvivalens tulajdonségot.

15.3. Allitas: (i) Az aldbbi tulajdonsdg ekvivalens (I1) -el:

(I1’) F nemiires
(ii) Az aldbbi tulajdonsdgok mindegyike ekvivalens (I13) -al:

(I3’) (Kiegeészitési tulajdonsig) Hao X,Y € F és |X| < |Y| akkor
van olyan s € Y\X amelyre X U{s} € F .

2Daz XDV = XeF feltétel esetén F -et felszallé -nak neveznénk
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(I3”) Ha X,)Y € F és |Y] = |X|+ 1 akkor van olyan s € Y\X
amelyre X U{s} e F. O

Néhany &altalanos elnevezés kovetkezik az alabbiakban.

15.4. Definicié: S a matroid alaphalmaza, F' elemeit fliggetlen
részhalmazoknak nevezzik. A 15.1.(13) axiémdban az X C S halmaz F
-beli részhalmazainak megkovetelt kozos méretét az X halmaz rangjanak
(rank) nevezzik, és r(X) -el jeloljik. Az S alaphalmaz rangja az M mat-
roid rangja, azaz r(M) :=r(S) . O

Es most lassuk a befgért példdkat matroidokra.

15.5. Példdk (i) Legyen S egy tetszbleges vektortér tetszbleges véges
részhalmaza, és legyen F' C P(P(S)) a (15.1) egyenldséget kielégité hal-
mazrendszer. Ekkor M = (5, F) -et koordinatdzhaté (matric) matroid
-nak nevezziik®).

(ii) Legyen G = (V, E) egy tetszoleges graf. Legyen a matroid alaphal-
maza a graf éleinek halmaza: S := FE, és a kormentes élhalmazokat nevezziik
fiiggetlen részhalmazoknak. Grafokbdl a fenti médon szarmaztatott matroi-
dokat grafikus (graphic) matroidok -nak nevezziik.

(iii) TetszOleges m,k € N természetes szamok esetén Uy, jelolje a
kovetkezd struktirat, amit uniform matroid -nak neveziink. S egy tet-
szOleges m -elemii halmaz, és X C S legyen pontosan akkor fiiggetlen ha
X[ <k .

k = m esetén az alaphalmaz minden részhalmaza fiiggetlen, ezt az U,,
matroidot szabad (free) matroid -nak nevezziik.

Az S halmaz mindhdrom fenti esetben végtelen is lehet.

(iv) Legyen S tetszbleges nemiires halmaz és legyen {Si,...,S;} tet-
szOleges particiéja S -nek, tovabbd legyenek ¢, ..., g; tetszdleges pozitiv ter-
mészetes szamok. Definidljuk az X C S részhalmazt pontosan akkor fiiggetlen-
nek ha | X'NS;| < ¢g; minden ¢ < t esetén. Az igy kapott matroidokat nevezziik
particié matroidok-nak.

(v) Legyen G = (V, E) tetszbleges egyszerli graf. Legyen S := V és
X C S legyen fiiggetlen pontosan akkor ha van G -nek olyan pérositisa
(matching) ami tartalmazza X -et. Az igy kapott matroidot parositasi
(matching) matroidnak nevezziik.

Bizonyithatéan persze vannak még mé&s matroidok is, nehéz kérdés a
kiilonféle matroidok és kapcsolataik jellemzése, osztdlyozdsa, valamint a véges

3) Valészintileg a matriz, matric szavakbdl ered a matroid elnevezés.
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(paronként nem izomorf) matroidok feltérképezése, egyelére csak Acketa [A]
atlaszat ajanlhatjuk.

Ami benniinket érdekel: hogyan lehet linedris algebrai és grafelméleti
fogalmakat az dltaldnos matroidokra atvinni.

15.6. Allitas: Tetszbleges M = (S, F) matroid rangfiiggvénye fiiggetlen
halmazokon a halmaz szdmossdgat adja, azaz

r(X)=|X| minden X € F részhalmazra. 0O

A rangfiiggvény lényeges (alap-) tulajdonsdgait (axiémadit) foglalja 6ssze
az aldbbi Tétel:
15.7. Tétel: Tetszbleges M = (S, F) matroid esetén eqy tetszdleges

r:P(S)—N
halmazfiiggvény pontosan akkor rangfiiggvénye M -nek, ha
(r1) r(@)=0,
(r2) r(Y) <r(X) ha Y C X (r monoton névo)
(r3) 7(X)<|X]| (r szubkardislis®)

(r4) r(XUY)+r(XNY) <r(X)+r) (r szubmoduldris) O

15.8. Definicié: Az M = (S, F) matroid minimdlis osszefiiggo részhal-
mazait k6r -nek (circuit, cycle) nevezziik, azaz C C S kor ha C ¢ F de
barmely valodi részhalmaza D ; C -re mar D € F .

S mazimdlis fiiggetlen részhalmazait M béazisainak (base) hivjuk, azaz
B C S bazis ha B € F de barmely D 2 B esetén mar D ¢ F.

Egy x € S elem hurok (loop) ha dnmagdban édsszefiiggo, azaz {x} ¢ F
, azaz ha {x} egyelemi kor.

Az uy,...,u, € S tetszoleges elemeket parhuzamosoknak (parallel)
hivjuk, ha egyikiik sem hurok de barmely kettd parhuzamos, azaz {u;, u;} ¢ F
tetszoleges 1 # j indexekre . [

Néha a koroket szimplexek-nek is hivjuk.
Konnyen beldthaté az aldabbi oszefiiggés:

15.9. Allitas: Tetszbleges C C S kir esetén

r(C)=]C-1 . O

4) azaz ” szdmossdg alatti” (latin)
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Koordindtazhato matroidokban a bdzis és pdrhuzamos jelzok pontosan
megfelelnek a vektorterekben megismert fogalmaknak. Egyediil a 0 -t (zé-
rusvektort) hivjuk most hurok -nak, mig a kérok (szimplexek) a minimélis
Osszefiiggd vektorhalmazokat jelolik, amiket az I. ”Kombinatorika” rész 7.
7 Extremalis halmazrendszerek” c. Fejezetében vizsgédltunk.

Grafikus matroidok korei éppen a gréfelméleti egyszerti korok, mig bézisok
a feszitéfdk (amennyiben az eredeti graf osszefiiggd volt), és éppen a pér-
huzamos élek (matroid-nyelven) parhuzamos elemek, a hurok-elemek pedig
pontosan a hurokélek.

Az U, uniform matroidok bdzisai a k -elemfi, korei a k& + 1 -elemi
részhalmazok. Hurokélei csak az U, o matroidnak van, aminek minden eleme
Osszefliggd azaz hurok. Parhuzamos elemei csak az U,, ; matroidnak vannak,
amelynek bdarmely két eleme parhuzamos.

Indoklés nélkiil felsoroljuk a matroidok bazisainak néhdny tulajdonsédgéat,
a bizonyitds példaul [Re An,’87] kényvében taldlhaté meg.

15.10. Tétel: Legyen M = (S, F) egy tetszdleges matroid. Ekkor
(i) M -ben van bdzis.

(i) M bdzisai azonos méretiiek (elemszamaiiak).

(iii) Ha X,Y C S tetszoleges bazisok, x € X tetszdleges, akkor

X\{z} U{y}
is bazis valamely y € Y elemre (kicserélési tulajdonsdg). O

HF: Gondoljuk 4t a fenti &llitdsok jelentését koordindtazhaté, grafikus és
uniform matroidokban!

15.2. Alkalmazasok

A matroidok széleskorii gyakorlati alkalmazasait még felsorolni sem tudjuk.
Csak elektronikai (dramkorok) és statikai alkalmazésaikat emlitjiik meg, a
részleteket Recski Andrés nagyszerii [ReAn,’ 89] kényvében taldlhatjuk meg.

A fejezet hétrelevd részében csak az I.” Kombinatorika” rész 7.” Extremalis
halmazrendszerek” c. Fejezetében vizsgalt probléma (adott vektorhalmazban
taldlhaté szimplexek szdma) matroidokra vonatkozé néhdny altaldanositésat
emlitjiik, a részletek Désa Gyorgy, Claude LaFlamme és Szalkai Istvan [DH LSz]
cikkében taldlhatok meg.



348 FEJEZET 15. MATROIDOK

15.11. Probléma: Adott m € N méretts és n € N rangi matroidokban
legkevesebb és legfeljebb hdany kor és bazis lehetséges ¢ OJ

Megemlitjiik, hogy a [D H LS'z] cikk eredményei nem csak a keresett meny-
nyiségek minimadlis és maximadlis szamét adjak meg, hanem a szélsOséges
struktirak szerkezetét is feltarjak.

A maximumrol:

15.12. Tétel ([DHLSz]): Adott m,n € N, m >n+1 esetén

(i) egyedil csak az U,,, uniform matroidban taldlhaté a lehetd legtibb
kor, nevezetesen (":11

m =n+1 esetén minden m -mérettt és n -rangu matroidnak pontosan
1 (egy) kore van.

(ii) egyedil csak az U,,, uniform matroidban taldlhaté a lehetd legtobb
bézis, nevezetesen (:L) . d

A minimumrdl:
Korok:

15.13. Tétel ([DHLSz]): (i) Ha a matroidban hurkokat is megengediink,
akkor tetszoleges m,n € N esetén egyértelmiien létezik egy olyan m elemi és
n rangi Mo matroid melynek egyetlen bazisa van (a lehetéd legkevesebb).

(ii) Ha a matroidban hurkokat nem engediink meg de parhuzamos éleket
igen, és a matroidban minden kor legfeljebb kételemt, akkor M = (S, F)
csak a kévetkezo esetben tartalmazhat minimdlis szami kort.

Legyen {aq,...,a,} €S egy tetszbleges bazisa M -nek, és 9; € N jelolje
az a; elemmel parhuzamos elemek szamdat. Ekkor a feltétel:

0, -9, <1 (Yi#j) . O

15.14. Ko6vetkezmény: Adott m,n € N természetes szdmok,
m=an+0b (0<b%n)

esetén az m mérett és n rangi matroidokban a korok minimaélis szdma

b (a—;l)—l—(n—b)- (;‘)
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és specidlisan, m = an (azaz b= 0) esetén a korok minimélis szdma
a
n- . U
2

15.15. Tétel: (i) m < 2n esetén M pontosan akkor tartalmazhat
lehetd legkevesebb kort, ha (Gsszes) korei (paronként) diszjunktak.

(ii) m > 2n esetén M pontosan akkor tartalmazhat lehetd legkevesebb
kort, ha csak kételemt, kérei (parhuzamos elemek) vannak, és az elemek
parhuzamossdg szerinti ekvivalencia osztdlyainak méreter kézott az eltérés

legfeljebb 1 . I

15.16. Megjegyzés: Az (i) pontban emlitett feltételnek tobb (nem
izomorf) matroid tesz eleget, mig a (ii) pontban leirt matroid (izomorfiz-
mustol eltekintve) egyértelmdi.

Bazisok:

15.17. Tétel: Tetszoleges m méretis és n rangi matroid pontosan akkor
tartalmaz minimdlis szami bdzist, ha van egy olyan {ay,...,a,} bdzisa, a-
melyre M ésszes tovabbi eleme parhuzamos a; -el.

Igy a bazisok minimdlis szdma

m-—n-+1

és az extremdlis tulajdonsagi M matroid egyértelmii. O

15.18. Probléma (megoldatlan): Adjuk meg a korok és bazisok mi-
nimdlis szamat azon matroidokban, amelyekben nincsenek sem hurok- sem
parhuzamos elemek!

Jellemezziik az ilyen matroidok szerkezetét! U

15.19. Sejtés (G.Oxley, 1996): Ha M legkisebb kore k méretti, és M
rangja n = k + 1, akkor minimdlis szami kére egyedil az Uy ,_3 uniform
matroidnak van, nevezetesen

m—3 m—3 m—3
1+3.(k_1)+3.<k_2)+3.(k_3>. 0
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15.3. Feladatok

15.1. Feladat: Legyen S és x,y € S tetszOlegesek, és tartalmazza F az
S alaphalmaznak azon T C S részhalmazait, amelyekre  |T'N{z,y}| < 2.
Mutassuk meg, hogy ekkor (S,F) matroid.

15.2. Feladat: Mutassuk meg, hogy az U, , matroidok k = 0,1,n—1,n
esetén grafikusak.

15.3. Feladat: Mutassuk meg, hogy egy tetszoleges M = (S, F) mat-
roid tetszdleges © € S elemét pontosan akkor tartalmazza M mindegyik
bézisa, ha x egyetlen korben sem taldlhaté. Tovabbd, az &llitds pontosan
akkor teljesiil, ha x nem hurok.

15.4. Feladat: Hatdrozzuk meg a 15.5. Példédban felsorolt matroidok-
ban egy tetszoleges X részhalmaz rangjat, a matroidok koreit és bazisait.

15.5. Feladat: ”Forditsuk le” a 15.11.-17. Tételek &llitasait vek-
torterekre, grafokra és halmazrendszerekre (uniform matroidokra).

15.4. Hivatkozasok
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Az () polinomok

n

Definicié:
(m) _ x(x—1)(x—2)...(x—(n—1)) 0
n n!
Ekkor
() =1
(D) ==
6=%-3
() =% - +% ~ 0,162% - 0,52% + 0,3
() =% — X 4+ L2 X &~ 004162 — 0,252% + 0,45832% — 0, 752
() =25 -5+ Za®— 522+ % ~ 0,00832% — 0,0832% + 0, 291623+

Q

= 720

T 40320 1440 + 2880

+0,416622 + 0, 2z

x5 x5 17,4 5.3 137,.2 _ x
28 T 1447 161" T 3607 6

0,00142% — 0,02082° + 0, 1182* — 0, 312523 + 0, 380522 — 0, 162

~
~

x7 x8 5 .5 7.4 29 .3 7.2 X Ao
5040 240 | 14a% 87 1T 507 200 T7 ®

1,984 107427 — 4,166 - 107325 40, 034725 — 0, 14582* + 0, 3223 —
—0,352% 4 0, 1428z

x8 x7 28 .6 7 .5 967 .4 469 .3 363 .2
T°— 1427+ 57607 — 1420 T 1120¢

~
~

X
8
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~ 2,48 107528 — 6,944 - 107427 + 0,008z — 0, 048625+
+0,16782* — 0, 325623 + 0, 324122 — 0, 125z

9 8 6
z X x 13 7 _x% 1069 .5 89 4 , 29531, 2  x
( ) 362880 _ 10080 | 86407 80 T 12807 2807 T 907207 T 9

~ 2,76-107%22 — 9,92 . 107228 + 0,00127 — 0,01252%+
+0,062x% — 0, 185x* + 0, 32523 — 0, 30222 + 0, 1

~
~

10 9 8
x x 29x 3013 6 _ 19 .5 , 4523 4

(m) — _ + _ X_7 4 2029
10/ = 3628800 80640 ' 120960 _ 384 | 172800 256 22680
1303,3 , 7129 .2 x
2032%" 1 25200 10




Az r'" polinomok koordinatdi az

{(i) k< n} bazisban

" |

b |

1| z|a®|a7] af] %]

| 6] 36| 150 | 540 | 1806 |

G

| 24| 240 | 1560 | 8400 |

() |

| 120 | 1800 | 16 800 |

G |

| 720 ] 15120 |

©) |

| 5040 |

@ |

A téblazat iires helyein 0 &ll.
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A Pi(n):= > " polinomok

n

n? | n _ n(ntl)

2 + 2 2

n3 n? n _ n(n+1)(2n+1)

3 + 2 + 6 6

nt n3 n?2 _ n%(n+1)2

4 + 2 + 4 4

n® + n + n® _ n n(n+1)(2n+1)(3n2+3n—1)
5 2 3 30 30

nb nb nt n2 _ n%(n+1)2(2n%+2n—1)

6 + 2 + 12 12 12

n’ nb n® nd n _ nn+1)(2n+1)(3n*+6n3—3n+1)
7 + 2 + 2 6 + 42 12
n8 n’ 7n’ 7n* n?

8 + 2 12 24 + 12
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- n_ n_ on-
_11+2+6

—n-n- g 11n'0  11n8 4 118  11n* 4 5n?

N
A Pg(N):= S I POLINOMOK
I=1
11 10 5n9 n_3 5_71

7 5 __
nt+n 2 T 66

12 8 6 8 12

2730

n?  onl2 11 11n° + 22n7  33n® + 5n3 691n
3

6 7 10



Parcialis tortekre bontas

Hasznalatos még az elemi- vagy résztortek elnevezés is. A parcidlis sz6 latin
eredetii, jelentése ”részleges, nem egész” .

1.1. Cél: Az

p(z) Apx™ + Q12"+ arxt + ag
q(z)  bpa™ + by xm L L+ bt 4 by

alaki figguények (in. raciondlis tortfiiggvények = két polinom hdnya-
dosa) legeqyszertibb nevezojii tortek dsszegére torténd bontdsa.
Felhaszndldsa: integralszamitds (primitiv fiiggvények keresése); fiigg-
vények sorbafejtése (hatvanysorok); Laplace transzformécionél (dllando egyiitt-
hatdju linedris differencidlegyenletek); a generatorfiiggvény médszernél; s.i.t.

0. LEPES: Legyen a szamldls fokszama kisebb, mint a nevezb fokszama!

Ha ez nem teljesiil (azaz a szamldlé legaldbb akkora fokszdamu, mint a
nevezd), akkor (polinomosztdssal) a szamldlot elosztjuk a nevezdvel, azaz
meghatdrozzuk azon r(zx) és s(x) polinomokat, amelyekre

p(x) = q(z) - s(z) +r(z)

és r(x) fokszama kisebb mint ¢(z) fokszdma. Ekkor f(z) a kévetkezd alakban
irhat6(®):

5) Megjegyezziik, hogy oszthatésag, szorzattd bontds, felbonthatatlansag, stb. tekin-
tetében a polinomok teljesen ugyanigy viselkednek, mint az egész szamok (Z).
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360 PARCIALIS TORTEKRE BONTAS

A tovabbiakban feltessziik, hogy a szdmldlé fokszama kisebb, mint a
nevezt fokszéma (azaz csak az % alaku taggal foglalkozunk) !
I. LEPES: A nevezbt a lehetb legjobban szorzattd bontjuk, és az azonos

szorzotényezoket 0sszeqytygtyiik.

Felhivjuk a figyelmet: most kell eldonteniink, hogy az aldbbiakban (mind-
végig) valés vagy komplex szémokkal kivanunk szémolni ! A valés és a
komplex szamok kozotti kiillonbséget az Algebra Alaptételének két valtozata
vildgitja meg:

Algebra Alaptétele: 1) (valos) valtozat: Tetszbleges valds egytitthatdji
polinom (lényegében egyértelmi médon(®)) felbonthato legfeljebb masodfoki
valos egyiitthatdji polinomok szorzatdra. [J

2) (komplex) véltozat: Tetszbleges komplex egyiitthatdji polinom (lé-
nyegében egyértelmi, mddon) felbonthatd elséfokia komplex egyititthatéji poli-
nomok szorzatdra. [J

A fenti tételbdl kovetkezik, hogy a nevezd szorzétényezdi az aldbbi ti-
pusiak lehetnek:

1) (valds) esetben: négy tipus, mint: (z — u), (x — v)", (az® + bz + ¢),
(da? + ex + f)™  ("elséfokid”, "elséfoki hatvanya”, "mdsodfokd” és ”mé-
sodfoki hatvanya”).

2) (komplex) esetben: csak a fenti elsé két tipus lehetséges.

Médszerek a szorzétényezok meghatdrozaséra:

— a nevezd r = 7 gyokeinek meghatdrozasal”) (gyokképlettel®)  vagy
intervallum felezéses maédszerrel), majd az (z — ) gyoktényezok kiemelése
polinomosztéssal(?) .

6) sorrendtél és konstans szorzoktol eltekintve egyértelmii

) ez csak az elsé két tipusi szorzétényez6k megkeresésére hasznalhaté

8) mésodfoki egyenletre a tanult gyckképlet (mdr 4000 évvel ezelétt Mezopotdmidban
is ismerték), harmad- és negyedfoku egyenletekre Girolamo Cardano (1501-1576), Ni-
colo Tartaglia (1500-1557) és Ludovico Ferrari (1522-1565) olasz tuddsok képletei adnak
megolddst, mig s5tod- és magasabbfoku egyenletekre Niels Henrik Abel (1802-1829) norvég
és Paolo Ruffini (1765-1822) olasz matematikusok bizonyitottdk, hogy nincs éltaldnos
gyokkeéplet.

9) a maradék nélkiili polinomosztés elvégezhet6ségét Etienne Bézout (1730-1783) fran-
cia matematikus kovetkezd eredménye biztositja: Tétel: Ha a v € C szdm gydke a
p(z) polinomnak, akkor az (x —-y) polinom (gyoktényezd) osztdja a p(x) polinomnak, azaz
p(z) = (x — ) - q(z) walamely q(z) polinomra. O E tételnek specidlis esete (ha



361

— proébalkozéds médszere:  keressiik azon r(x) és s(x) polinomok egyiitt-
hat6it amelyekre g(z) = r(z)s(z). Ehhez alkalmazhatjuk a behelyettesités
modszerét, vagy az egyenld egyiitthatok (mds néven az egyiitthatok dsszeha-
sonlitdsa) médszerét.

I1. LEPES: Parcidlis tortekre bontds.

1) valés esetben:
Ha

_ p(z)
flw) = (x —up) - (e —v)™ - (a2 + bz +¢p) - (dix? +eqx + f1)™ -

alaku, akkor a keresett parcidlis tortek nevezoi pontosan a nevezo szorzétényezoi,
mig szdmlaléi a nevezoknél alacsonyabb fokszami polinomok, azaz

Ay Bi B B,
flx) = pra— +..+ =01 + =0 +...+m+...
Cixz + Dy
a1 r? +bx + ¢
Eix+ Figy Eiox + Fi o By + i,
(da? +ex+ fi)  (dix?4+ex+ f1)2 7 (dig? 4+ ex + fr)m™
+...

ahol a szamldlékban szerepld A, , B;; ,C, , D, , Ey;, Fry e R (1 <T,
j<n;, i<l ,r<R,l<my,k<K) valés szdmokat kell meghataroz-
nunk.

2) komplex esetben: csak az els6 két tipus lehetséges, a nagybetiik
komplex szédmokat jelolnek.

TETEL: A fenti nagybetiikkel jelolt szamok léteznek és egyértelmiiek.
g

MODSZEREK a szdmldlok(ban szereplt) valds/komplex szdmok meg-
hatdrozdsdra:

Ko6z6s nevezore hozés utan csak az egyenlet két oldaldn szereplo két tort
szamlédléinak egyezését kell biztositanunk.

p(x) méasodfoki) a kozépiskoldban tanult ”a mésodfoku egyenlet gytktényezds alakja ...”
allités.
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— behelyettesités mddszere:  x helyére megfelelé szamu tetszoleges (jol
megvalasztott) valés vagy komplex szdmokat helyettesitve a nagybetiikre,
mint ismeretlenekre linedris egyenletrendszert kapunk.

— egyenld egyiitthatok (egyiitthatok osszehasonlitaésa) moédszere: A két
szamlélo egy-egy polinom. Az algebra alaptételének (egyik) kovetkezménye:
”Két polinom akkor és csak akkor egyezik meg, ha sszes (megfelel) egyiitt-
hatéik megegyeznek”. Vagyis az egyenlet két oldaldn szerepld polinomokban
a megfelel6 egyiitthatékat megkeresve és paronként ”egyenlévé téve” ismét
linedris egyenletrendszert kapunk a nagybetiikre, mint ismeretlenekre.

Ajanlott irodalom:

Groéf Jozsef: Matematika I1. Veszprémi Egyetemi Jegyzet, 1.4. fejezet
(19-32. oldalak)

Obéddovics Gyula: Matematika (kézikonyv), Miiszaki Kiadé 1980, II.rész,
V .fejezet 4.rész (664-669. oldalak)



Altaldnos irodalom

[AnBé, 94] Andrasfai Béla: Grafelmélet, Polygon konyvtér, Szeged, 1994
[HaPé,197/1] Hajnal Péter: Elemi kombinatorika feladatok, Polygon Ki-
ado, Szeged, 1997

[HaPé!97/2) —— —— Osszeszamldldsi problémdk, Polygon Kiado,
Szeged, 1997
[HaPé'97/3] —— —— Grafelmélet, Polygon Kiado, Szeged, 1997

[JoRi, 86] Johnsonbaugh, Richard: Discrete Mathematics, Macmillan
Publ. Co., New York, 1986

[LoLa,' 79] Lovédsz Laszlé: Combinatorial Problems and Exercises, Aka-
démiai Kiadé, Budapest és North/Holland, Amsterdam, 1979

Magyarul: Kombinatorikai feladatok és problémdk, Typotext Kiad6, Bu-
dapest, 1999

[ReAn, 89] Recski Andras: Matroid Theory and Applications ,Akadémiai
Kiadé, Budapest, 1989

[RoK e, 91] Rosen, Kenneth: Discrete Mathematics and Its Applications,
McGraw- Hill, Inc., New York, 1991

[SzIs,)99] —— ——: Az algoritmuselmélet alapjai, Bolyai fiizetek, Vesz-
prém, 1999
[SzIs, 01] —— ——: Diszkrét matematika és algoritmuselmélet alapjai,

Veszprémi Egyetemi Kiado, 2001

[Tolo, 78] Tomescu, loan: Kombinatorika és alkalmazdsai, Miiszaki Ki-
adé, Budapest, 1978

[ViNJ/87] Vilenkin,N.J.: Kombinatorika, Miiszaki Kiadé, Budapest,
1987
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Név- és targymutato

365



Targymutato

B,, 152
C(V1,V2), 333
C,, 169
Ckism) 30
C*, 30
D(G), 283
D,, 67
F(f), 330
G/e, 266
GF(2), 214
G=H, 170
G — (H)Z, 293

G — (Hy, ..., Hy)?, 293

G=H, 250
HAHG, 263
H <G, 172
H < G, 266
HCG, 172

Hy, 198
H,, 198

I,, 314
Ky x, 303
K., 294
Ky, 168
K,, 167
M(G), 311
N(X), 310
P(n), 149
P(n, k), 149
Poi(A), xiii
Pk(A>, xii
Pi(n), 357
P,, 26, 168
Pécl ,,,,, ks (ism), 97
Per(A), 314
R(G, H), 302
R(k,1), 297
S(m,n), 76
S(n), 152
S(n, k), 152
Sr. 152
Sh, 169, 314
Sp(A), 204
Tr(A), 204
V(n), 152
Vin, k), 152
Vi, 255

Vi 530
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V. 30

W,, 169
[A]=F, xiii, 163
AJ*, xii, 163

A, 139

A -rendszer, 137
A 99
d(n), 22
¢, 156
(%), 33

(3)- 33

(%), 353
x(G), 282
X' (G), 302
d(v), 171
det(A), 314
v(x), 251
€, 4

], xiii

I, 206, 326
Qlp], 57
R, xii

Kp, 303

.....

t(n,G), 317
B=C, 11
NP -complete problem, 179
NP -teljes
probléma, 179

O(g), 178
P(A), xii
Pr, 8
Sy o 87

~~~~~~~

o -algebra, 69

p -fliggvény
Euler -féle, 74

((s), 127

{z,y} € E, 164

4B, xii

c(x), 257

col(G), 283

d(G), 178

d(z,y), 177

dy(x,y), 177

f~ug, 151

ft(v), 330

f~(v), 330

fo, 331

9(G), 178

ht,o (G), 255

k -adrendii
rekurziv Osszefiiggés, 81

k -szinezés, 292

[(x), 257

l(z1) 2 U(z2), 257

lkkt(a,b), 8

Inko(a,b), 8

m(G), 311

o(f(n)), 321

pa(A), 323
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pr(x), 154 binomiilis egyiitthato, 45
par(m), 314, 323 altaldnositott Turan-graf, 318
r(X), 345 atmérd
r(M), 345 grafe, 178
s(X), 312 atszdmozds
sgn(m), 314 sorozaté, 110
simp(H), 143 él
t(n, k), 318 -diszjunkt (utak), 174
type(A), 7 -ismétlodés, 174
w(T), 240 osszehtizdsa, 266
x,y €e, 164 éllel vsszekotott csicsok, 163
~, 221 cstcsra illeszkedik, 163
m(e), 164 diszjunkt -rendszer, 309
Otszintétel, 285 egyszeril, 164
Osszefiiggés elvago, 177
rekurziv, 80 fiiggetlen -rendszer, 309
Osszefiiggd felosztésa, 263
graf, 175 hiper, 165
Osszeflizés irdnyitott, 166
sorozatokeé, 221 kapacitasa, 329
Osszehizés lefed6 -rendszer, 309
éle, 266 multiplicitdsa, 164
Osszekotott sulya / koltsége, 240
cstcsok, uttal, 173 stlyozott, 167
osszekotott, csicsok (éllel), 163 szinezése, 166, 292
Osszeragasztds tobbszoros, 164
csticsoké, 266 él, gréfé, 163
Osszeszamlélas, 20 élgraf, poliéderé, 167
alapmédszerei, 20 élkromatikus szdm, gréafé, 302
iires halmaz, 5 éllista
v, 261 grafé, 204
v, grafé, 163 élrendszer
allités, 22 diszjunkt, 309
dllandé egyiitthatdji fiiggetlen, 309
linedris rekurzié, 85 lefed®, 309
altaldnos élszinezés, 251, 292
megoldas, rekurziéé, 87 éltarto

altaldnositott (cstics)fiiggvény, 170
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éltarto fiiggvény /leképezés, 250 halmaz-, 8
érték halmazoké, 69
folyam -e, 330 kapcsol6 -, 9
Uszégumi, 268 szin-, 9
it Algebra Alaptétele, 360
-graf, 168 algebrai
-tal osszekotott csucsok, 173 struktira, 7, 163
Osszsilya, 174 szdmok, 57
alternéld, 311 testbovités, 57
egyszeril, 174 algorithm
Euler-, 185 greedy, 241
grafban, 173 algoritmus
Hamilton-, 192 Dijkstra-, 220
hossza, 174 exponencidlis, 252
javit(hat)o, 334 graf komponenseire, 211
4s kvézipolinomidlis, 252
csucse, gyokereztetett faban, 256 moho, 241
0 -mértékii Newton gyokvonadsi -, 98
halma,z’ 72 polinomiélis, 252
1 -faktor, 310 rendezés fan, 234
tintacsoppentos, 211
Abel, Niels H., 360 vodor -, 258
Ackermann, Wilhelm, 97 alkdn, 229, 232
-fiiggvény, 97 alkohol
additiv molekula, 237
halmazfiiggvény, 70, 71 alternélé ut, 311
adjacent alternélé utak
vertices, 204 médszere, 311
adjacent, vertices, 163 amorf, 250
alapfogalom, 4 ancestor
alaphalmaz, 7 of a vertex, 256
matroidé, 345 apa
aldetermindns csucsé, gyokereztetett faban, 256
matrixé, 212 Appel, Kenneth, 288
algebra, 69 arbitrary
Boole -, 7 graph, 165
csap-, 9 arc, of a graph, 163

esemény-, 9 aszimptotikus
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egyenloség, fiiggvényeké, 151
aszimptotikusan

egyenlo, fiiggvények, xiii
axioma

Boole-algebra -4i, 7

figgetlenségi, 343, 344
axiémarendszer

ekvivalens -ek, 10

Zermelo - Fraenkel féle, 5
axioms

of independence, 344
AZONOSS4g

- formula, 10

B(r,s) - graf, 303
bézis
matroidé, 346
Bézout, Etienne, 360
bévithetod
részhalmaz, tovdbb nem -, 344
BA (Boole-algebra), 7
Babai Laszl6, 252, 254
algoritmusa, 254, 256
tétele, 139
Baratsag Tétel, 328
base
of a matroid, 346
behelyettesités mdédszere, 362
bejaras
Euler-, 185
Hamilton-, 192
Bell, Eric T., 153
-szdmok, 153, 154
Bell-szamok, 126
bicenter
of a tree, 232
big
oh, 178

TARGYMUTATO

bijekcio
-k médszere, 21
miivelettarté, 11
bindris
fagraf, 233
Binet, Jacques, 120
Binet, Jacques Ph.M., 82
-formula, 82
binom, 43
binomélis
sor, 45
binomiélis
egyiitthato, 33
polinom, 54
tétel, 43
binomidlis egyiitthaté
altaldanositott, 45
bipartite
graph, 167
bipartite graph, 307
Bolyai Jénos, 44
binomélis sora, 45
Boole algebra
generdtorrendszere, 15
izomorf -dk, 11
Boole, Georg, 7
-algebra, 7
Boole-értékii logika
logika, Boole-értékii, 8
Boole-algebra
végesen generdlt -, 15
Brown, Alexander C., 229
Bruijn, Nicholaas G. de, 134

cimke

csucsé, 257

standard (kockagrafban), 198
Cantor, Georg F., 3
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tétele, 3
capacity
of a cut, 333
of an edge, 329
Cardano, Girolamo, 360
cardinality
of sets, 5
Catalan, Eugéne, 120
-szdmok, 123
Cayley tétele, 230
Cayley, Arthur, 230
center
of a tree, 232
CH (Continuum Hypothesis), 3
child
of a vertex, in a rooted tree, 256
chromatic number
of a graph, 282
circle
-graph, 169
-matrix of a graph, 216
in a graph, 173
lenght of, 174
weight of, 174
circuit
of a matroid, 346
CNF (konjuktiv normélforma), 17
cofactor
of a matrix, 212
Cohen, Paul J., 3
coloring
interval -, 304
of vertices, 282
coloring / colouring
of edges / vertices of graphs, 281
coloring/colouring number
of a graph, 283
colouring
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of edges, 251
of vertices, 251
combination, 30
generalized, 30
complement
-graph, 170
of a set, 5
complete
bipartite graph, 168
graph, 167
multipartite graph, 168
compliment, 5
component
of a graph, 176
conjuction, 17
correcting path, 334
crossing number of a graph, 267
csucs
-diszjunkt (utak), 174
-ismétlodés, 174
-ok Osszeragasztdsa, 266
élre illeszkedik, 163
Ose, 256
apja, 256
cimkéje, 257
elvago, 177, 193
elvago, erdsen, 193
fia, 256
fokszdma, 170
gyokér-, 254
helyettesitése éllel, 263
izoldlt, 171
jolszinezése, 282
k - szinezése, 282
kapacitasa, 339
label of a -, 257
lefog6 -rendszer, 311
leszarmagzottja, 256
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levél -, 256
levél-, 230
megsziintetése, 263
standard cimkéje, 198
szinezése, 166, 282
szamozasa, 166
szamozott, 251
szomszédai, 254
csucs, grafé, 163
csicshalmaz
sztikiilése, 312
szomszédai, 310
csticsok
osszekotottek, uttal, 173
éllel vsszekotottek, 163
stlyozott tavolsaga, 177
szomszédosak, 163
tavolsaga, 177
csucsszinezés, 251
csapalgebra, 9
csillag
-graf, 169
csoport
szimmetrikus, 314
cubic graphs, 198
cut, 333
-matrix of a graph, 216
capacity of a -, 333
cycle
of a matroid, 346

De Morgan, Augustus, 9, 285

-azonossagok, 9
degree

of a vertex, 170
dekompozicié, 302
derékboség

grafé, 178, 274

TARGYMUTATO

derangements, 67
Descartes, René, xii

-hatvény, xii
descendant

of a vertex, 256
determinédns, matrixé, 314
diameter

of graph, 178
differencia

szimmetrikus, halmazoké, 139

véges, 99
digraph, 166
Dijkstra

algoritmusa, 220
Dijkstra, Edsgre W., 220
Dirac Gabor, 194

directed
edge, 166
graph, 166

Dirichlet, Lejeune, P.G., 127
-sor, 127
disjunction, 17
distance
of vertices, 177
weighted (of vertices), 177
diszjunkcio, 7
diszjunkt
élrendszer, 309
utak, 174
diszkrét, ix
matematika, ix
DNF (diszjunktiv normélforma), 17
dodekaéder-jaték, 191
dudlis
formula -a, 10
dudlis graf
grafé, 278
térképé, 278, 284
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Dualitas Elve, 10

edge
capacity of an -, 329
directed, 166
edge-connected vertices, 163
hiper, 165
incident on a vertex, 213
incident on vertex, 163
multiple, 164
multiplicity, 164
simple, 164
subdivision of, 263
edge preserving
mapping, 170
edge preserving mapping, 250
edge, of a graph, 163
edge-colouring, 251
Edmonds, Jack R., 338
egész értékil
linedris programozds, 132
egész rész (entier), 132
egész rész, valds szamé
alsoé-, xiii
felso-, xiii
egytitthato
binomialis, 33
polinomiélis, 29
trinomidlis, 34

egyiitthatok osszehasonlitdsa, 362

egyenlo

aszimptotikusan, fiiggvények, xiii
egyenlo egytitthaték mdédszere, 362

egyenloség

fiiggvények aszimptotikus -e, 151

halmazok -e, 5
egyenlotlenség
héromszog-, 25, 246
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héromszog-, altaldnositott, 24

egyenlet
implicit, 79
karakterisztikus, 90
egységelem, 7
egyszeril
él, 164
ut, 168, 174
graf, 165
kor, 169, 174
ekvivalencia relédcié, 176
ekvivalens
axiémarendszerek, 10
vektorok, 143
elérhetetlen
szamossag, 297
elcserélt levelek, 66, 102
elem
egység-, 7
halmaz -e, 3, 4
null-, 7
elemi tortek, 359
elkeriil
egymaést -0 sorozatok, 105
elv
dualités -e, 10
izomorfia- , Steinitz féle, 11
elvagé
él, 177
csucs, 177
er6sen- , (pont, cstcs), 193
pont, csics, 193
pontrendszer, 193
empty
set, o
entier, 132
erdo, 225
Erdos
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-féle nyil relacié, 293
Erdés Pal, 134, 196, 295, 300
eseményalgebra, 9
Euklideszi

algoritmus, 93
Euler, 74

-ut, 185

-bejaras, 185

-kor, 185

-karakterisztika, 273

poliédertétele, 1., 272

poliédertétele, II., 275
Euler, Leonhard, 110, 150

-féle konstans, 39
eventually periodic, sequence, 104
explicit

Osszefiiggés, 82
exponencialis algoritmus, 252
extrém, 317
extremalis, 131

fiiggetlen
élrendszer, 309
halmazok
mindségileg, 13
metszorendszer, 140
részhalmazok, 343-345
fiiggetlenségi axiomak
matroidban, 344
fiiggvény
-ek aszimptotikus egyenlosége, xiii
éltarts, 170, 250
izomorfizmus, 250
miivelettarto, 11
pozitiv definit, 178
raciondlis tort-, 359
suly- / koltség-, 240
szimmetrikus, 178
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Fary Istvan, 267
Féry Istvan tétele, 267
fa
bindris, 233
kiegyenstlyozésa, 236
magassaga, gyokereztetéskor, 255
szintjei, gyokereztetéssel, 255
fa, -graf, 225
Fa-matrix tétel, 213
fagraf
kozepe, 232
kétkozepe, 232
faktor, 1-, 310
faktoridlis, 26
Farkas-kecske-révész-kaposzta probléma,
162
favaz
grafé, 239
feliilet, 268
Euler - karakterisztikdja, 273
felftizés-mddszer, 187
feloldas
rekurziv Osszefiiggés, 82
felosztds
halmaz -a, 152
szam -a, 149
felsz&llo
halmazrendszer, 344
Ferrari, Ludovico, 360
feszitofa, 239
minimalis sulyu / koltségii, 240
fiu
csics -a, gyokereztetett faban, 256
Fibonacci, Leonardo Pisano, 81
-sorozat, 81
tulajdonsagai, 102
Fisher
tétele, 138
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Fisher, Sir Ronald Aylmer, 138
fixpont
fiiggvényé, 67
Fleury algoritmusa, 189
flow, 329
feasible, 330
value of a -, 330
fokszam
csucsé, 170
folklor - tétel, 290
folyam, 329
értéke, 330
azonosan nulla, 331
maximalis, 330
megengedett, 330
Ford, Lester Randolph Jr, 331
Ford-Fulkerson tétel, 331
forest, 225
formula, 22
azonossag, 10
duélisa, 10
formula tagaddsa, 253
forras, 329
forszolds, 3
Fraenkel, Adolf, 5
Frankl Péter
tétele, 139
free
matroid, 345
Frege, Gottlob, 23
Frink, 265
Fulkerson, Delbert Ray, 331
Fuller, Buckminster R., 277
fullerén
molekula, 276
function
edge preserving, 250
isomorphic, 250
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weight-, 240

Godel, Kurt, 10
nemteljességi tétele, 12
tétele, teljességi, 10

gorbe, 261
belseje, 261
kiilseje, 261

Gallai Tibor, 135

Galois, Evariste, 214

generatorfiiggvény, 109
trigonometrikus, 127

generatorrendszer
Boole-algebra -e, 15

generatum
Boole-algebrédban, 15
részhalmaz -a, 15

generalized
combination, 30
permutation, 27
variation, 30

Gentzen, Gerhard, 23

geometria
véges, 134

girth
of a graph, 274
of graph, 178

graf, 163, 167
-ok Ramsey szdma, 302
Osszefiiggd, 175
ive, 163
atmeéro, 178
éle, 163

-nek szinezése, 281
élkromatikus szédma, 302
éllistaval, 204
élszinezett, 166
it, 168



utja, 173
B(r,s) -, 303
cstcsa, 163
cstcsai

-nak szinezése, 281
csucsszinezett, 166
csticsszdmozott, 166
csillag, 169
derékboség, 178
derékbosége, 274
dualis, 278
egyszerii, 165
egyszerii ut, 168
egyszerii kor, 169
erdo, 225
fa, 225
feszitofdja, 239
gyokereztetése, 254
hiper, 165
homeomorf -ok, 264
homogén részgrafja, 292
hurok(él), 163
irdnyitott, 166, 330
izomorf, 170
izomorfak, 250
izomorfizmus, 170
k - jélrendezése, 283
k - kromatikus, 282
kor, 169
kore, 173
kormentes, 225
kiils6 sikbeli, 267
kétpdlusi, 167, 307
karakterisztikus polinomja, 323
Kempe, 169
klikkjei, 289
kocka-, 198
komplementere, 170
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komponensei, 176
kromatikus indexe, 302
kromatikus szdma, 282
metszési szédma, 267
minorja, 266

multi, 165

mutatokkal, 204

nyakkendd, 193

paros, 167, 307

paros koriiljarasu, 307
pélusai, 168

Petersen, 169

pointerekkel, 204

poliéder- /poligon- / (-héls-), 271
pontja, 163

pszeudo, 165

részgrafja, 172

részgrafja, feszitett, 172
rétegei, 267

redukdltja, 263

reguldris, 171

sikba terithet6 / sikbeli, 262
sikbeli, kiils6, 267

stlyozott éli, 167, 240
spektruma, 325

szinezési szama, 283
szamozott csicsi, 251
szélessége, 260

szélkerék, 169

szaturalt, 194

szintekbe rendezése, 254
szintjei, 267

tobbpdlusi, 168
tobbszorosen sszefiiggd, 177
tobbszorosen élosszefiiggd, 177
tobbszorosen cstcsosszefiiggd, 177
térkép dudlis -ja, 284

tagja, 176
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telitett, 194 infinite, 166

teljes, 167 isomorphic, 170, 250

teljes kétpolusi/péros, 168 isomorphism, 170

teljes tobbpdlusi, 168 levels of -, 267

tetszoleges, 165 loop, 163

tiltott, 317 multi, 165

Turdn -féle szdma, 318 multipartite, 168

Turan-, 168 node, 163

Turdn- , altaldnositott, 318 outerplanar, 267

végtelen, 166 path, 168

vastagsédga, 267 planar, 262
grafelmélet, x, 161 planar, outer-, 267
grafikus pole, 168

matroid, 345 pseudo, 165
graph, 163 regular, 171

arbitrary, 165 root of a -, 254

arc, 163 rooting of a -, 254

bipartite, 167, 307 semi - Hamiltonian, 192

chromatic number of -, 282 simple, 165

circle, 169 simple circle, 169

coloring / colouring simple path, 168

of vertices / edges, 281 spectra of -, 325

coloring/colouring number of -, 283 star, 169

complement, 170 subgraph, 172

complete, 167 subgraph, spanned, 172

complete bipartite, 168 tree, 225

complete multipartite, 168 Turan-, 168

component of, 176 vertex, 163

crossing number of -, 267 width of a -, 260

cubic, 198 windmill, 169

diameter of, 178 graphic

directed, 166 matroid, 345

edge, 163 Gray - kéd, 199

forest, 225 hossza, 199

girth of, 178 greedoid, 241

girth of a -, 274 greedy

Hamiltonian, 192 algorithm, 241

hiper, 165 ground set, 5
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Guthrie, Francois, 285 particidja, 152, 284
gyokeér részben rendezett, 73
-csucs, grafban, 254 halmazalgebra, 69
gyokereztetés halmazfiiggvény, 70
graf -e, 254 additiv, 70
gyokereztetett fa monoton, 71
bindris, 231 monoton noévo, 346
szigord izomorfia, 231 rangfiiggvény, 346
gyokvonas szubkardinélis, 346
Newton algoritmusa, 98 szubmoduldris, 346
végesen additiv, 71
hél(’)zat, 329 halmazok
harom héz harom kut, 262 mennyiségileg fiiggetlenek,, 72
haromértéki logika, 8 halmazrendszer, 165
hdromszog - egyenlotlenség, 246 felszalls, 344
héromszog-egyenlotlenség, 25, 178 lesz&llo, 344
altalanositott, 24 reprezentdns-rendszere, gyenge, 314
Hadwiger sejtés, 289 Hamilton
Hajnal Andras, 295 -ut, 192
Hajnal Péter, xi -kor, 192
Haken, Wolfgang, 288 -vonal, 192
Hall - feltétel, 310 bejarés, 192
halmaz, 3, 4 Hamilton, Sir William Rowan, 191
-algebra, 8 Hamiltonian
-miivelet, 6 graph, 192
-ok egyenlosége, 5 semi-, graph, 192
-ok lanca, 133 Handshaking Theorem, 171
-ok szimmetrikus differencidja, 139 Hanoi tornyai, 83
iires -, 5 Hardy, Godfrey H., 151
0 -mértéku, 72 harmonikus
alap-, 7 szamok, 39
eleme, 4 harmonikus sor, 127
elemei, 3 hatcheck problem, the, 66
fiiggetlen -ok hatvdanyhalmaz, xii
minoségileg, 13 Heawood, Percy J., 285
felosztésa, 152 Hegyvéri Norbert, 127
hatvény -a, xii height

mérheto, 70 of a rooted tree, 255
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hexén, 232
HF, xiii
Hiasszedin, 43
hiper
él, 165
edge, 165
graf, 165
graph, 165
hiperharmonikus sor, 127
homeomorf, 264
grafok, 264
topoldgiailag, 272
homogén
linedris rekurzio, 85
részgraf, 292
homogén, i szinben
részgraf, 292
homomorf, 264

hossz
uteé, 174
koré, 174

Hujter Mihdly, xi, 138, 214, 217
hull
Skolem, 176
Hungarian method, 311
hurok
matroidban, 346
hurok(él), gréfé, 163

idempotencia, 9
idempotens
miivelet, 9
illeszkedik
él, csicsra, 163
cstcs, élre, 163
ILP (Integer Linear Programing), 132
implicit
Osszefiiggés, 82
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egyenlet, 79
incident
edge, on vertex, 163
vertex on edge, 163
vertices, 213
Inclusion and exclusion
principle of, 63
independence
axioms (in matroids), 344
indukcios 1épés, 22, 24
infinite
graph, 166
inhomogén
linedris rekurzié, 85
intersection
of sets, 5
interval coloring, 304
intervallum szinezés, 304
invaridns, 253
graftulajdonsag, 253
involicié
- miivelet, 9
irdnyitott
él, 166
graf, 166
irdnyftott graf, 330
ismétlés
-es
kombinécié, 30
variacié, 30
nélkiili
kombinécié, 30
variacio, 30
ismétlodés
él-, 174
csucs-, 174
isolated
vertex, 171
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isomorph grafé, 283
graph, 170 k - kromatikus
isomorphic graf, 282
graphs, 250 k - szinezés
isomorphism csucsé, 282
between graphs, 250 k.é.p.
of graph, 170 dimenziéja, 94
strict-, of trees, 231 magasabbrendii, 94
iteracio, 80 koltség
iteracios élé, 240
modszer, 83 részgrafé, 240
izo morf, 11 koltségfiiggvény, 240
izoldlt, 171 Konigsberg, 184
cstcs, 171 Konigsbergi hidak, 184
izomer Konisbergi hidak, 161
molekuldk, 142 kor
izomorf, 250 -gréf, 169
Boole-algebrak, 11 osszstlya, 174
gréafok, 170, 250 egyszerii, 174
struktuirédk, 249 Euler-, 185
szamozott csicsu grafok, 251 grafban, 173
izomorfia Hamilton—, 192
-elv, Steinitz féle, 11 hossza, 174
Steiniz-féle elv, 249 matroidban, 346
szigoru, fakeé, 231 kormétrix
izomorfizmus, 11 grafe, 204, 216
grafok kozott, 250 kozép
grafoké, 170 fae, 232
szintenkénti, 256 kiils6 sikbeli graf, 267
Kinai postés probléma, 185
jOlszinezés képkeret, 273
csucsé, 282 kétkozép
javit(hat)o tt, 334 fae, 232
Joé Istvan, 69 kétpdlusi
Jordan graf, 167
tétele, 261 kétpdlusu graf, 307

Kézfogdsi Tétel, 171
k - jolrendezés kod
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Gray-, 199
Koénig Dénes, 161

tétele, 311
Kalinyingrad, 184
kannibdl-hittérité probléma, 162
kapacitas, 329

él -a, 329

csucsé, 339

vagasé, 333
kapcsolédé algebra, 9
karakterisztikus

egyenlet, 90
karakterisztikus polinom, grafé, 323
Karnaugh-Weitch

modszer, 199
Karp, Richard Manning, 338
Kekulé, August, 229
Kempe

graf, 169
Kempe, Alfred B., 169, 285
kezdolépés, 22, 23
kezdeti érték

probléma, 94
kezdeti érték probléma, 80

dimenziéja, 94

magasabbrendfi, 94
KH (Kontinuum-hipotézis), 3
Khajjam, Omar, 43
kicserélési

tulajdonsdag, 347
kiegészitési

tulajdonsag, 344
kiegyenstilyozas

fae, 236
Kirchoff I. torvénye, 330
klasszikus médszer, 88
Klein -palack, 268
Klein, Felix Ch., 268
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klikk
grafé, 289
Ko, Chao, 138
kocka

graf, n-dimenzids, 198
kockagraf, 198
kombin&cis, 29, 30

ismétlés nélkiili, 30

ismétléses, 30

visszatevés nélkiili, 30

visszatevéses, 30
kombinatorika, ix

alapelvei, 19

alapmoédszerei, 20
kombinatorikai robbands, 68
Komjéath Péter, 295
komplementer

-graf, 170

halmazé, 7
komponens

grafé, 176
konjukcio, 7
konkatendcio

sorozatoké, 221
konstans

elem, struktidraban, 7
konvex

sikidom /test, 273
konvolicié

Vandermonde-, 50
koordinatdazhatdé

matroid, 345
kromatikus index, grafé, 302
kromatikus szam

grafé, 282

térképé, 284
Kruskal, Joseph B., 240
Kuratowsky
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tétele, 265
Kuratowsky tétele, 267
Kuratowsky, Kazimierz, 265
kvézipolinomidlis algoritmus, 252
kvaterniok, 43

lénc

halmazok -a, 133
lépés

indukcios-, 22, 24

kezdo-, 22, 23
label

of a vertex, 257
LaFlamme, Claude, 143, 347
Lamé, Gabriel, 93
lap

poliéderé, 272
Laplace

transzformédcio, 109
Laplace, Pierre, 110
Le probleme des recontres, 67
leaf - vertex, 256
leaf, vertex, 230
lefed®

élrendszer, 309
lefogé

cstcsrendszer, 311

pontrendszer, 311
Legendre

-szimbdélum, 33
leképezés

éltarto, 250

izomorfizmus, 250
Lemma, 187
length

of a circle, 174

of a path, 174
Leonardo Pisano, 81
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leszallé

halmazrendszer, 344
leszamlalas, ix
leszérmazott

csucsé, gyokereztetett faban, 256

levél
-cstics, 256
-csucs, grafé, 230
levels of a graph, 267
lexikografikus
felsorolds, 257
lezéras
Skolem-, 176
liget, 225
linedris

programozas, egész értéki, 132

rekurzié, 85
Listing, Johann B., 268
Littlewood, John E., 151
logika

Boole-értéki, 8

haromértékii, 8

kétértéki, 8
logikai

miiveletek, 8

logikai szitaformula, 64, 73

loop

of a matroid, 346
loop, of a graph, 163
Lovéasz Laszlo, 78
Lubell

tétele, 134
Lubell, David, 133
Lucas

-szdmok/ -sorozat, 102

Lucas, Edouard F., 98
Lucas, Francois E.A., 93
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Mbobius szalag, 268, 289
Méobius, August F., 268
matrix, 206
6l-, grafe, 213
adjacencia- , grafé, 204, 205
aldetermindns, 212
csucs- , grafé, 204, 205
determinénsa, 314
fokszam- , grafé, 212
illeszkedési-, grafé, 213
incidencia-, gréafé, 213
kor- , grafé, 204, 216
nyoma (Spur, Trace), 204
permanense, 314

redukalt él-/illeszkedési- /incidencia-

, 215
sor- oszlop cseréi, 206

szomszédsagi- , grafé, 204, 205

transzponadltja, 206
vagat- , grafé, 204, 216
mérhetd, halmaz

logikai -ek, 8
magasabbrendii
k.é.p., 94
kezdeti érték probléma, 94
rekurziv osszefiiggés, 94
allando egyititthatéji, 95
rekurzié, 94
allando6 egyiitthatéji, 95
szamtani sorozat, 98, 99
rendje, 98, 99
magassag
gyokereztetett fa -a, 255
magyar médszer, 311
mapping
edge preserving, 170, 250
isomorphic, 250
matching, 309
matroid, 345
perfect, 310
matematika, 3
diszkrét, ix

halmaz, 70 véges, ix
mérték, 70 matematikus, 20
modszer matric

Osszeszamlélas alap -ei, 20 matroid, 345

behelyettesités, 362 matrix
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bijekciok -e, 21

egyenld egyiitthatok -e / egyiit-
thatok osszehasonlitasa, 362

merftokandl, 33

probélkozés -e, 361

teljes indukcié -e, 22

val6szinliségszamitasi, 290

miivelet, 7

-tarto fiiggvény, 11

halmazok kozott, 6

idempotens, 9

involicio -, 9

adjacency, of a graph, 204, 205

circle-, of a graph, 216

cofactor of a -, 212

cut-, of a graph, 216

degree- , of a graph, 212

incidence-, of a graph, 213

reduced incidence-, of a graph, 215
matroid, 343, 344

alaphalmaza, 345

bézis, 346

base, 346

circuit of -, 346
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cycle of -, 346 Mersenne
free, 345 -prim, 98
grafikus, 345 -szém, 98
graphic, 345 Mersenne, Marin, 107
hurok, 346 -szdmok, 107
korei, 346 metrika, 178
koordinatazhato, 345 metrikus
loop of a -, 346 silyfiiggvény, 246
matching, 345 metszési szam, grafé, 267
matric, 345 metszoérendszer, 140
parhuzamos elemek, 346 fiiggetlen, 140
parositasi, 345 mindségileg fiiggetlen halmazok, 13
parallel elements of -, 346 minimalis
particio-, 345 mechanizmus, 142
partition, 345 reakcio, 141
rangfiiggvénye, 346 minimax
rangja, 345 tétel, 334
rank of a -, 345 minimax tétel, 311
szabad, 345 minor
szimplexei, 346 grafé, 266
uniform, 345 mintavétel
Maurolico, Francesco, 23 visszatevés nélkiili, 30
maximalis visszatevéses, 30
folyam, 330 minterm, 17
részhalmaz, 344 moho
maxterm, 17 algoritmus, 241
McLaurin, Colin, 110 Moivre, Abraham, 110
mechanizmus molekula
minimalis, 142 alkdn, 229, 232
reakcié-, 142 alkohol, 237
megengedett folyam, 330 fullerén, 276
megoldas hexén, 232
altaldnos, rekurzioé, 87 izomer -dk, 142
partikuldris, rekurzi6é, 88 paraffin, 229, 232
megszamlalds, ix szénhidrogén, 172
mennyiségileg fiiggetlen monoton
halmazok, 72 halmazfiiggvény, 71

meritokandl-mdédszer, 33 monoton névo
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halmazfiiggvény, 346

Montmort, Pierre Raymond de, 67

Morgan, Augustus De, 9
multigraf, 165
multigraph, 165
multipartite

graph, 168
multiple

edge, 164
multiplicitds

él -, 164
multiplicity

edge, 164

n alatt k, 33
n over k, 33
n!, 26
Négyszintétel, 288
négyzetmentes szam, 8
nagy
ordé, 178
Naudé, Philippe, 150
neighbour
-s of a vertex, 254
neighbours
of a vertex-set, 310
neighbours, vertices, 163
network, 329
Newton
binomélis sora, 45
binomidlis tétele, 43
gyokvonasi algoritmusa, 98
Newton tétele
derivéltakrol, 44
Newton, Isaac, 43
node, of a graph, 163
normalforma
diszjunktiv, 17

konjuktiv, 17
nulla

folyam, azonosan -, 331
nullelem, 7
nyil reldcié, Erdos féle, 293
nyakkendd graf, 193
nyelo, 329

oh

big, 178
ordo

nagy, 178
Ore, Oystein, 195
outerplanar graph, 267
Oxley, G., 349

parhuzamos

elemek, matroidban, 346
péaros

graf, 167
péros graf, 307
péros koriiljardsu graf, 307
péarositas, 309

teljes, 310
pérositasi

matroid, 345
Pénzvaltasi probléma, 123
polus, grafé, 168
Pélya Gyorgy, 28, 153
Pésa Lajos, 196
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PA (Peano - Axiémarendszer), 23

Padovai
sorozat, 102
paraffinok, 229, 232
parallel
elements of a matroid, 346
parciélis, 359
tortek, 359
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parités

permutasioé, 323
particio, 302

halmaz -a, 152

halmazé, 284

matroid, 345

szdm -a, 149
partikuléris

megoldds, rekurziéé, 88
partitio, 149
partition

matroid, 345
Pascal

haromszog, 49
Pascal, Blaise, 23, 43, 49
path

-graph, 168

correcting, 334

in a graph, 173

lenght of, 174

weight of, 174
Peano, Giuseppe, 23
Pelikan Joézsef, 327
perec, 289
perfect

matching, 310
periodic

sequence, eventually, 104
permanens, matrixé, 314
permutéacié, 26

elojele, 314

ismétlés nélkiili, 26

ismétléses, 27

paritdsa, 323

paritdsa (péarossiga), 314
permutation, 27

generalized, 27
Perrin
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-sorozat, 102
Petersen

graf, 169
Petersen, Julius P.Ch., 169
planar graph, 262
planar graph, outer-, 267
Platoni testek, 167
pointerek

grafokhoz, 204
pole, of a graph, 168
poliéder, 167, 273

élgrafja, 167
poliéder - graf, 271
poliéder - lap, 272
poligon, 271
poligonhalo - graf, 271
polinom, 43

binomiélis, 54

karakterisztikus, grafé, 323

trigonometrikus, 127
Polinomiélis

tétel, 45
polinomidlis

egyiitthato, 29
polinomiélis algoritmus, 252
pont

elviago, 193

elvago, erdsen, 193
pont, grafé, 163
pontkapacitas, 339
power set, 5
pozitiv definit

fiiggvény, 178
Priifer - kéd, 230
Priifer, Ernst P.H., 230
primszam

Mersenne-, 98
prébélkozas médszere, 361
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Prim, Robert Clay, 240
probléma, 179

kezdeti érték, 80

pénzvaltasi, 123

utazo tigynok, 246
problem

traveling salesman, 246
projekcié

sztereografikus, 268
pseudograph, 165
pszeudograf, 165

Q.E.D. (Quod erat demonstrandum),
xiii

Rédei Laszlo, 197
Rényi Alfréd, 328
részben rendezett
halmaz, 73
részgraf, 172
feszitett, 172
sulya / koltsége, 240
tiltott, 265
topologikus, 263
részhalmaz
fiiggetlen, 344, 345
maximdlis, 344
rangja, 345
tovabb nem bdévithetd, 344
részstruktira, 8
résztortek, 359
réteg, grafé, 267
Roka Sandor, 140
tétele, 139, 140
raciondlis
tortfiiggvény, 359
Radé Tibor, 138
Rado, Richard, 138
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Ramanujan, Srinivasa, 151
Ramsey
-szam, grafoké, 302
-szamok, 297
tétele, 294, 295, 297
Ramsey, Frank P., 294
rang
matroidé, 345
részhalmazé, 345
rangfiiggvény
matroidé, 346
rank
of a matroid, 345
of a subset, 345
reakcio
-mechanizmus, 142
kémiai, 141
minimalis, 141
redukalt
él- /illeszkedési- /incidencia- métrix,
215
grafé, 263
reguldris
graf, 171
regular
graph, 171
rekurziv
Osszefiiggés, 80
Osszefiiggés dimenzidja, 94
allando6 egyiitthatéji, 95
Osszefiiggés, magasabbrendii, 94
dllandé egyiitthatéjd, 95
sorozat, 81
rekurziv Osszefiiggés, 81
feloldasa, 82
szimultan, 94
tobbdimenzids, 94
véges rendii, 81
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rekurzié, 80
dimenzidja, 94
allandé egyiitthatéjd, 95
feloldésa, 82
linearis, 85
magasabbrendii, 94
allandé egyiitthatéjd, 95
rendje, 81
szimultan, 94
tobbdimenziés, 94
véges rendii, 80
relacio, 7
relativ prim
természetes szamok, 74
rendezés
bindris fan, 234
reprezentansrendszer, gyenge
halmazrendszeré, 314
Riemann, Georg F.B., 127
Robertson, George Neil, 271
root
of a graph, 254
rooted tree
binary, 231
strict isomorphism, 231
rooting
of a graph, 254
Ruffini, Paolo, 360
Ryser
tétele, 136
Ryser, Herbert John, 136

sik-/ -beli gréf, 262
sikba terithetd graf, 262
sikbeli graf, kiilso -, 267
stkbeli térkép, 284
stkidom

konvex, 273

TARGYMUTATO

séta
grafban, 173
stly
-ozott tdvolsdag, csicsoké, 177
éle, 240
ute, 174
koré, 174
részgréafé, 240
silyfiiggvény, 240
metrikus, 246
sulyozott
él, 167
él / éli graf, 240
sajatérték, 325
sajatvektor, 325
sakk, ix
Sauer, Norbert, 291
Segner Janos, 120
semi-, 192
Hamiltonian graph, 192
sequence
eventually periodic, 104
set, 5
cardinality of -s, 5
complement of a -, 5
empty -, 9
ground -, 5
intersection of -s, 5
power -, 5
sub-, 5
union of -s, 5
set system, 165
Seymour és Robertson tétele, 271
Seymour, Paul D., 271
signum, 314
Simonovits Miklés, xi, 295, 322
simple
circle, 169
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edge, 164
graph, 165
path, 168
sink, 329
Skolem
-lezéarés, 176
hull, 176
Skolem, Thoralf Albert, 176
Smith, 265
sor
(hiper)harmonikus, 127
Dirichlet-, 127
sorbarendezés
lexikografikus, 257
vodor algoritmussal, 258
sorozat
atszdmozasa, 110
egymast elkeriil6 -ok, 105
Fibonacci, 81
generatorfiiggvénye, 109

Lucas-, 102
Padovai, 102
Perrin-, 102

rekurziv, 81
szamtani, magasabbrendii, 98, 99
rendje, 98, 99
véges, xil
végperiodikus, 104
végtelen, xii
sorozatok
osszeflizése, 221
konkatendcidja, 221
sorting
of data, 233
source, 329
spanning
tree, 239
spectra
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of a graph, 325
spektrum

grafé, 325
Sperner

-tulajdonsdg, 132

tétele, 131, 133
Sperner, Emanuel, 131
Spur

von einem Matrix, 204
standard

cimke, csucsé, 198
star

-graph, 169
Stein, Sherman Kopald, 267
Steinitz

féle izomorfia elv, 11
Steiniz

-féle izomorfia elv, 249
Stirling, James, 38, 153

-formula, 38

-szamok, mésodfaji, 153

tulajdonséagai, 153

Stone, Marshall H., 11

-tétele, 11
strigula, 35
string, xii
struktira

algebrai, 7, 163

izomorfak, 249

rész-, 8

tipusa, 7
struktiratétel, 11, 144
subdivision

of an edge, 263
subgraph, 172

spanned, 172
subset, 5

rank of a -, 345
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sziirjektiv fiiggvények

szama, 76
szinalgebra, 9
szinezés

éleké, 166, 251

csucsé, 282

cstcsoké, 166, 251

graf csicsainak/éleinek, 281

intervallum-, 304

térképé, 284
szinezési szam

grafé, 283
szam

egész része, 132

felosztdsa, 149

négyzetmentes, 8

particidja, 149
SZAMOSSAg

elérhetetlen, 297
SZAMOZAas

csticsoké, 166
szamozott

csuicesu graf, 251

csucsu grafok izomorfidgja, 251
szamtani sorozat

magasabbrendii -, 98, 99

rendje, 98, 99

szélesség, grafé, 260
szélkerék

-gréf, 169
szénhidrogének, 172
sz6, xil
szikiilés

csticshalmazé, 312
szabad

matroid, 345
szaturalt, 194

graf, 194
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Szegd Gabor, 153
Szekeres Gyorgy, 300
szimmetria tulajdonsag, 48
szimmetrikus
csoport, 314
differencia, halmazoké, 139
fiiggvény, 178
szimplex
algebrai, 142
matroidban, 346
szimuldlds
val6szinliségé, 56
szimultan
rekurzié, 94
szint
gyokereztetett faban, 255
szint, grafé, 267
szintekbe rendezés
graf -e, 254
szintenkénti izomorfizmus, 256
szitaformula
logikai, 64, 73
szomszéd
csucs -ai, 254
csticshalmazé, 310
szomszédos (csucsok), 163
sztereografikus projekcio, 268
szubfaktoridlis, 67
szubkardinéalis
halmazfiiggvény, 346
szubmoduléris
halmazfiiggvény, 346

t - dekompozicé, 302
T.So6s Vera, 328
tobbdimenzids
rekurzié, 94
tobbpdlusi
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graf, 168
tobbszoros
él, 164
tobbszorosen
élosszefiiggd graf, 177
csucsosszefiiggd graf, 177
tort
-fiiggvény, raciondlis, 359
elemi-/ parcidlis-/rész-, 359
tipus
struktira -a, 7
tavolsag
csucsoké, 177
stlyozott- (csicsoké), 177
térkép, 278
dudlis grifja, 278, 284
kromatikus szama, 284
sikbeli, 284
szinezése, 284
Tétel
Algebra Alap- -e, 360
Fa - métrix -, 213
tétel
minimax, 334
struktira-, 11, 144
torusz, 268, 289
tag
grafé, 176
tagadés
formula -a, 253
Tardos Gébor, 291
Tartaglia, Nicolo F., 360
Tartalmazas és kizaras elve, 63
tartomdny, 284
telitett
graf, 194
teljes
graf, 167
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kétpolusi graf, 168

péarositas, 310

tobbpdlusu graf, 168
teljes indukcié

modszere, 22
term, 17

min-/max-, 17
természetes szam

algebrai, 57
természetes szamok

relativ primek, 74
test

konvex, 273
testbovités

algebrai, 57
tetszoleges

graf, 165
tiltott

graf, 317

részgraf, 265
tintacsoppentds algoritmus, 211
Topkapi Palota (szerdj), 277
topoldgiailag homeomorf, 272
topologikus részgraf, 263
topologikus tér, 271
Trace

of a matrix, 204
transzformécié

Laplace-, 109
traveling salesman problem, 246
tree, 225

bicenter of -, 232

center of -, 232

height of a rooted -, 255

rooted -, 254

spanning, 239
trigonometrikus

generdtorfiiggvény, 127
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polinom, 127
trinomidlis
egyiitthato, 34
tulajdonséag
invaridns, 253
kicserélési, 347
kiegészitési, 344
Turan
grafok, 168
graphs, 168
Turan P4&l, 318
-féle graf, dltalanositott, 318
-féle szém, grafé, 318
Tutte, William Thomas "Bill" , 197
Tuza Zsolt, 140
type
of a structure, 7

uniform
matroid, 345
union
of sets, 5
utazo iligynok probléma, 246

vodor algoritmus, 258
vagas, 333
kapacitasa, 333
vagatmatrix
grafé, 204, 216
véges
differencia, 99
geometria, 134
matematika, ix
véges rendil
rekurziv osszefiiggés, 81
rekurzié, 80
végesen additiv, halmazfiiggvény, 71
végesen generalt

TARGYMUTATO

Boole-algebra, 15
végperiodikus

sorozat, 104
végtelen

graf, 166
val6sziniliség

szimuldldsa, 56
val6szinliségszamitdsi médszer, 290
value

of a flow, 330
Vandermode, Alexandre Th., 90

-determinéns, 90
Vandermonde

-konvolicio, 50
variacio, 29, 30

ismétlés nélkiili, 30

ismétléses, 30

visszatevés nélkiili, 30

visszatevéses, 30
variation, 30

generalized, 30
vastagsdag, grafé, 267
vektor

ekvivalens -ok, 143
Venn, Johann, 6

-diagram, 6
vertex

ancestor of a -, 256

child of a -, 256

coloring of, 282

degree of, 170

descendant of a -, 256

incident on an edge, 213

incident on edge, 163

isolated, 171

leaf, 230

leaf -, 256

neighbours of a -, 254
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well coloring of, 282
vertex, of a graph, 163
vertex-colouring, 251
vertices

adjacent, 163, 204

connected, 163

distance, 177

neighbours, 163

weighted distance, 177
visszatevés

-es

kombinacio, 30
mintavétel, 30
varidcio, 30
nélkiili
kombinécio, 30
mintavétel, 30
variacié, 30
VLSI probléma, 267
vonal, 261
Hamilton-, 192

Wagner és Fary tétele, 267
Wagner, Klaus, 267
Weierstrass tétele, 331
Weierstrass, Karl Theodor Wilhelm,
331
weight
-ed distance of vertices, 177
of a circle, 174
of a path, 174
weight function, 240
wellcoloring
of vertices, 282
Whitney, Hassler, 343
width
of a graph, 260
windmill
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-graph, 169

Zermelo, Ernst, 5
-Fraenkel axiémarendszer, 5
ZFC (Zermelo-Fraenkel axiomarend-
szer), 5
ZH (zarthelyi dolgozat), 19





